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PREFACIO

Esse livro-texto € uma coletanea de partes dos textos de um
livro-caderno, objeto de minha dissertacao de mestrado (FREIRE,
2014) publicada em 2014 e de pesquisas de aplicacdo da Matema-
tica as ciéncias agrarias.

O livro-caderno (FREIRE, 2013) objeto dessa dissertacao, foi
um dos projetos desenvolvidos na escola estadual Esther da Silva
Virgolino no estado do Amapa e é um dos trabalhos pelo qual tenho
muito orgulho em ter escrito. Além de ser um material didatico gra-
tuito (por isso nao foi publicado) em que o aluno ndo copiava con-
teldos em seu caderno, oportunizava também a contextualizagdo
de conteldos matematicos e o uso de tecnologias em sala de aula.

E nesse sentido de contextualizacdo e do uso de tecnologias,
pensando em um livro com viés didatico concomitante a modelagem
matematica, que escrevi essa coletanea.

Quando comecei a lecionar no Instituto Federal do Amapa -
Campus Agricola Porto Grande, os problemas didaticos encontrados no
instituto eram similares aos das escolas estaduais onde lecionava ante-
riormente: os livros didaticos disponibilizados pelo MEC ndo eram apli-
caveis a realidade profissional de cada curso, seja técnico ou superior.

E além disso, o Unico livro de Matematica (FERREIRA, 1999)
com aplicacdo as ciéncias agrarias (inclusive, um excelente livro de
bibliografia complementar), ndo possuia todos os contelidos exigi-
dos nos componentes dos cursos. Lembro, por exemplo, que muitos
professores que ministravam componentes técnicos nos cursos de



agronegdcio, agropecuaria ou agroecologia do campus, reclamavam
gue os alunos, entre outras coisas, nao sabiam resolver e nem apli-
car regra de trés, conteldo indispensavel para o desenvolvimento
do componente. Isso me incomodaval!

E os alunos em contrapartida, questionavam-me: “Profes-
sor! em que situagdes de minha vida profissional irei aplicar tal
conteldo matematico?”. Respostas improvisadas eram dadas e
embora razoaveis, ndo satisfaziam a mim, e talvez, nem a eles.
Algo faltava!

Resolvi, entdo, pesquisar sobre abordagens e aplicacbes ma-
tematicas na area. A contextualizacdo passou a ser, diante desse
cenario, um dos pilares fundamentais da pesquisa. Mas, nao que-
ria fazé-la de qualquer forma. Ndo poderia ser ingénua ou sem
sentido, precisava ser técnica, adequada e pratica ao curso. Foi ai
gue surgiu uma parceria com os colegas professores da area técni-
ca do Campus (cujos nomes estdo nos agradecimentos), que nao sé
incentivaram a producdo desse material, como também sugeriram
varias bibliografias, modelos de aplicacdo, dicas e participacdao na
elaboracdo de conteldos e exercicios. A contextualizagdo presumi-
damente alcancada com essas caracteristicas, pode ser apreciada
em demasia nessa colegcdo e segue 0 organograma a seguir.

Uma vez contextualizado os conteldos, era necessario colo-
car em pratica o que havia sido ensinado. Foi entdo que elaborei
um projeto de pesquisa: “uso de modelagem matematica no culti-
vo de alface”, que foi realizado no mesmo instituto e campus, sob
minha orientacdo, com contribuicdo inestimavel do agrénomo Cle-
ber Machado de Oliveira, e desenvolvido pelos alunos: Cleverton
Franga Vaz, Jodo Vitor de Andrade Soares (académicos de enge-
nharia agronémica) e Antonio Sales Maciel (aluno do curso técnico
em agronegocio).

Nesse projeto, foi possivel acompanhar o desenvolvimento da
alface em doses diferentes de nitrogénio, descobrir qual o modelo
matematico que se ajusta aos parametros de crescimento dessa
hortalica e, a partir desse modelo, resultado da regressao (presen-
te nesse livro), identificar qual dose de nitrogénio seria ideal para
a otimizacao da producdo do cultivo (em termos matematicos: o
maximo ou minimo da funcdo). Ficou evidente, com esse projeto
e a partir de diversas pesquisas sobre experimentos agrarios (li-
vros, revistas cientificas, artigos, trabalhos de conclusdo de curso,
dissertagbes, etc.), a importancia da modelagem matematica para
as ciéncias agrarias. E o que o leitor também ird encontrar nessa
colegao segundo o organograma a seguir.



Modelagem Matematica

Formular Obter interpretar

Problemas do Modelo Conclusoes Previsdes/Projecoes
mundo relal matemético matemadticas sobre o problemas

V\

Testar

Contudo, embora os alunos desse projeto tenham posto em
pratica o que aprenderam em sala de aula, como teorias e calculos
(a mao), a tecnologia se fez necessaria como ferramenta auxiliar de
confirmacdo de dados e interpretacdo de resultados. Na verdade, é
dificil imaginar algum técnico ou engenheiro da area nao utilizando
tais ferramentas no exercicio de sua profissdao. E o que também
propoe essa colegao.

Em todos os volumes da colegdo, convenientemente, é ensina-
da, com imagens ilustrativas e passo a passo, a utilizacdo de recur-
sos tecnoldgicos, como calculadoras cientificas, planilhas eletrénicas
e softwares graficos, para que o leitor tenha a sua disposigdo outras
ferramentas auxiliares de conhecimento.

Tecnologias na matematica

Utilizar Obter interpretar

Problemas do Tecnologias Modelo Previsdes/Projecoes
mundo relal matemético sobre o problemas

V\

Testar

A calculadora cientifica sugerida na colegdo para uso é a Vinacal
VN-500MS. No entanto, os comandos utilizados nessa calculadora sao
praticamente os mesmos utilizados em muitas outras calculadoras,
como a Casio FX-82MS, por exemplo.

Ja a planilha eletronica utilizada no material é da Microsoft
excel para Mac, versdo 16.67. Ndo obstante, os comandos utilizados
nesse software sdo os mesmos para qualquer versao e para qual-
quer sistema operacional, seja o Windows, MacOs ou Linux.

Quanto ao software grafico foi utilizado o software geogebra
classic versdo 5.0. O geogebra é um software gratuito e de cédigo
aberto que permite de forma intuitiva a iteracao entre diversas fren-
tes matematicas como geometria, algebra, além de construcgdo e
analise de graficos, entre outros. O download do software, seja para



computador ou smartphone pode ser feito gratuitamente pelo site
geogebra.org. Ha opcdao também de utilizar o software on-line (sem

precisa instalar) no mesmo enderego eletrénico.

Calculadora vinacal VN-500MS (a esquerda) e
Planilha excel (a direita)

i GeoGebrs  Amubo  Ediw Exbr  Opgles  Fernmentar  Jarels  Ajuda  Materiais do Geseo
eoe Geababra Classic §

- [ Bl sl = LA [So#] [a=z] [
AL B () B 4] N 1= 4
v Janala de Algebra %+ Janela de Vissalizagin

L3

5

E

2

Geogebraclassic-versdo5.0

Em termos de estrutura, a colecdo matematica aplicada as
ciéncias agrarias é dividida em quatro volumes. Os volumes 1, 2 e
3 sdo voltados para o ensino médio técnico em agroecologia, agro-
negocio, agropecuaria ou qualquer nivel médio técnico em ciéncias
agrarias. Ja o volume 4 é destinado ao nivel superior em engenharia
agron6mica, engenharia agricola ou qualquer outro nivel superior,
porém as aplicagbes sao destinadas as ciéncias agrarias.

Cada volume é dividido em unidades, cada unidade em secbes
e cada secao em subsecdes, de forma sequencial. Por exemplo:
Unidade 12, secdo 12.1 e subsecdo 12.1.1. Os exercicios sdao nu-
merados de acordo com a unidade e a ordem do exercicio dentro
dessa unidade. Por exemplo: exercicios 12.1, exercicios 12.2, etc.
Nos volumes 1, 2 e 3 os exercicios de aplicacao estao intercalados
com os exercicios comuns (de nivel médio), enquanto no volume 4,
os exercicios de aplicacdao ficam sempre no final da unidade e sdo
separados dos demais.

Além dos exercicios elaborados pelo autor com base na con-
textualizagdo, modelagem e tecnologia, ha também exercicios se-
lecionados criteriosamente do ENEM, ENADE, outras instituicdes e
vestibulares. Todos sao selecionados com base no contelido das uni-
dades afins e ordenados em ordem de dificuldade.



Na colegdo, também é possivel encontrar a matematica pura,
com teoremas (inéditos, inclusive) e demonstracbes (algumas iné-
ditas, também), sempre discorridas com cuidados técnicos e forma-
lidades que um bom livro de matematica exige.

Por fim, € uma colegdo de livros didaticos elaborados com o
objetivo de assessorar professores e profissionais da area, e de dar
um embasamento tedrico mais contundente aos alunos e académi-
cos da area. Modestamente, é o que espero!

Francielck Domingos Freire
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10. GEOMETRIA PLANA

Ndo ha duvidas da importancia da geometria plana para todas as ciéncias,
inclusive as ciéncias agrarias. Seja na hora de fazer um canteiro ou um curral, dividir
um terreno, calcular area para o plantio de um cultivo, adubagdo ou germinacao,
etc. Nesta unidade, abordaremos a geometria plana pura, conforme é ensinada no
ensino médio, porém de forma mais contextualizada e com viés a topografia.

10.1. Nocoes elementares

As definigOes e as proposigoes primitivas (ou postulados) que veremos a seguir,
sdao decorrentes da experiéncia e observagdo, determinados intuitivamente e
aceitos na geometria plana sem demonstragao.

Ponto: Conforme Euclides (265-325 a.c) o definiu, € "aquilo que ndo tem
parte"”, ou seja, o ponto ndao tem dimensao (é adimensional).

O simples toque da ponta da caneta sobre o papel, por exemplo, acompanhado
por letra mailuscula (do nosso alfabeto) A, B, C, ... representa um ponto.

Exemplo: um ponto A. .A

Reta: E um conjunto infinito de pontos alinhados.

Se fosse possivel com uma régua e uma caneta, fazer um trago infinito (sem
comecgo e sem fim) no papel, teriamos a imagem completa de uma reta. Por ndo
ser possivel, sua representagdo fica restrita a um simples traco (mas subentendido
sua infinita extensdo) acompanhado de letra minuscula do nosso alfabeto: a, b, c,
d, ...

Exemplo: reta s. s

Plano: E um conjunto infinito de retas dispostas lado a lado, formando um
objeto em duas dimensdes. Representa-se com letras gregas mindsculas: «,f,9, ...
Podemos imaginar um plano como sendo uma folha de papel, um quadro, o

chao, a parte superior de uma mesa, etc., entretanto, nao esquecendo que suas



duas dimensoes sado infinitas.

Exemplo: Plano a.

~eiee a’
T==J

Segmento de reta: A regiao de uma reta determinada (ou limitada) por dois

B
Simbolizamos esse seguimento
por AB.
A

Semirreta: Inicia-se em um ponto e passa por outro (sem fim).

B
Simbolizamos essa semirreta
A por AB.

Pontos colineares: sao pontos que pertencem a uma mesma reta.

pontos.
Exemplo:

Exemplo: Os pontos A, B e C, na figura a seguir, sao colineares.

A

Retas concorrentes: Duas retas sdo concorrentes se, e somente se, elas tém
um ponto em comum.
Exemplo: Simbolizado por r x s, dizemos que r e s sdo concorrentes.

Retas paralelas: Duas retas coplanares! sdo paralelas se, e somente se, elas
ndo tém um ponto em comum.

! Significa que pertencem a um mesmo plano.
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Exemplo: Simbolizado por r // s, dizemos que r é paralela a s.

S

Congruéncia: A congruéncia € uma propriedade atribuida a figuras ou objetos
que possuem mesma forma e tamanho?. Utilizamos o simbolo: = para dizer que
dois objetos sao congruentes.

Exemplo: Sejam dois segmentos AB e BC ambos de 10cm. Dizemos que AB = BC
(Lé-se: o segmento AB é congruente a BC).

Postulados: A partir das nogoes elementares anteriores, podemos anunciar os
postulados que concretizam o relacionamento entre o ponto, a reta e o plano.
i. Numa reta, bem como fora dela, ha infinitos pontos.
ii. Num plano ha infinitos pontos.
iii. Dados dois pontos, ou ambos é um sé (coincidentes) ou sdo distintos.

iv. Dois pontos distintos determinam uma \3 SAIBA MAIS!

Unica reta que passa por eles.
v.Se uma reta tem dois pontos distintos ®or que as cadeiras, mesas e outros
méveis com quatro pernas, ds vezes, ndo ficam
Sfirmes no chdo, enquanto que, em um movel de
trés pernas (um tripé, por exemplo) isso ndo
vi. Trés pontos ndo colineares determinam | acontece? A explicacdo estd no diltimo postulado

um uUnico plano que passa por eles. (vi) que nos garante que trés pontos sdo sempre
coplanares (pertencem a um mesmo plano).

Definigdo 10.1.1: chama-se angulo a medida da abertura de duas semirretas

num plano, entdo a reta esta contida

neste plano.

(ou segmentos) nao coincidentes de mesma origem (figura 10.1.1).

Unidade de medida: A medida de um angulo que iremos trabalhar
inicialmente é o grau, cujo simbolo é °(pequeno circulo sobrescrito). Entretanto, ha
outras unidades de medida, como os radianos (utilizado no sistema internacional
que veremos na proxima unidade), o gradiano, etc.

Por convengdo, o angulo de 1° (um grau) é o comprimento de uma
circunferéncia dividido por 360 (figura 10.1.2).

O angulo interno é o menor entre os dngulos e o dngulo externo é o maior
entre eles. A soma do dngulo interno com o externo é 360°. Ver figura 10.1.3.

2 Embora na linguagem corrente seja comum dizer que duas coisas sdo iguais quando possuem a mesma forma ¢ tamanho, na
geometria, um objeto s6 € igual a si préprio, entdo ndo ¢ indicado afirmar que dois objetos geométricos sdo iguais, ¢ sim, que
sdo congruentes.
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Na figura 10.1.2 vemos que o angulo interno entre os dois segmentos € 1°e o
angulo externo é 3599,

C 10/
Figura 10.1.1 Figura 10.1.2

Um dos instrumentos mais usados para medir angulos é uma régua em formato
circular ou semicircular denominado transferidor.

Para usa-lo, siga passos (figura 10.1.4):

1-O centro do transferidor deve ser colocado sobre o vértice do dngulo.

2-A linha horizontal que passa pelo centro deve coincidir com um dos
segmentos do adngulo.

3-Verificamos a medida da escala em que passa o outro segmento. Veja na
figura 10.1.4, um exemplo, em que o dngulo encontrado esta entre 690 e 700.

C

\\\\\\\\\\\\\\pIII||11|]un/m,I,”’// iy
) 100 Vi

110 " "y,
00 % 120

Angulo interno

ST
909 AL I - TR I T,

Figura 10.1.3 Figura 10.1.4

Definigdo 10.1.2: Denominamos de bissetriz de um dngulo a semirreta
interna ou um segmento interno, que parte do mesmo ponto em comum e que
divide o dngulo em duas partes congruentes. Na figura 10.1.5, o 4ngulo ABH =
HBC (BH é a bissetriz).

Utilizamos a expressdo ABH para dizer que o dngulo em questdo é formado
pelos segmentos AR e BH no ponto B.

Definicdo 10.1.3: Alguns dngulos possui denominagao conforme o seu valor.

¢ Angulo reto: E um angulo igual a 90° (figura 10.1.6).

¢ Angulo agudo: E um angulo menor que 90°(figura 10.1.7).

+ Angulo obtuso: E um angulo maior que 90° (figura 10.1.8).
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* Angulo nulo (0°): Lados coincidentes (sem abertura).

* Angulo raso (180°): Os lados sao semirretas opostas. As semirretas

pertencem a mesma reta ou segmento. E a metade de 3600°.

Angulos conguentes
A

&
Figura 10.1.5
A
Angulo agudo
C
B
Figura 10.1.7
Angulo nulo (0°)

=

Figura 10.1.9

C

A

Notagdo grdfica

de um dngulo de 90°.

Figura 10.1.6

Angulo obstuso

B
Figura 10.1.8

Angulo raso (180°)

Figura 10.1.10

Definicdo 10.1.4 - Subdivisdes do grau: Quando a medida de um &ngulo

ndo é exata utilizamos as subdivisdes do grau denominado de sexagesimais. S3o

eles:

¢ Minuto ('): é um 1° (um grau) dividido por 60;

¢ Segundo ("’): é um 1’ (um minuto) divido por 60.

Em outras palavras, um grau equivale a 60 minutos e um minuto equivale a

60 segundos.

Para transformar partes de 1 grau em minutos e em segundos, ha dois

métodos:

1. Multiplicar a parte decimal do grau por 60 para obter os minutos e, em

seguida, multiplicar a parte decimal dos minutos por 60 para obter os segundos.

2. Utilizar uma regra de trés simples como no exemplo a seguir.
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Exemplo: Representar 17,48° em angulos sexagesimais.

Solucdo: Calculando os minutos:

10 —— = 60’
0,480 _o" 7L = x =60.0,48 =[x = 28,8|
’ el ey X
Calculando os segundos:
1’ —=————=> 60"
. e , =X =6008= [x =487
g —_— =

Assim: 17,48° equivale a 17°28’48".

Outra solugao dita anteriormente é multiplicar a parte decimal do grau para obter os

minutos: 60.0,48 = 28,8’. Em seguida, multiplicar a parte decimal do minuto para obter os

segundos: 60.0,8 = 4877. Assim: 17,48° equivale a 17°28°48".

De forma contraria, para transformar um angulo em decimais em &angulos

sexagesimais, deve-se primeiro: dividir o valor em segundos por 60 e somar esse
resultado aos minutos. Segundo: dividir o valor em minutos por 60 e somar esse

resultado ao grau.

Outra forma é usar uma regra de trés, como o exemplo a seguir.

20 exemplo: Representar 60°45°19”” em angulos decimais.

Solugdo: Para calcular o inverso, podemos utilizar também uma regra de 3.

s , = 60x = 19> x =25 [x=0,316667'.
X e sy 19 60

Calculando os graus de 45’+0,316667" = 45,316667":

1° ———— 60’

1" ————=» 60"

Observe que ao final das
contas, a regra dc trés
simples ocasiona a divisdo

5 P s o AB Bl BEET por 60.

60x = 45,316667 = x = "'”61% =[x =0,7552°]|

Assim: 60°45’19” equivale a 60,75520°.

392 exemplo: Sendo a =32944'15" e 3 =62°924'50". Calcular:
a)a+ B

Solucdo: Poderiamos transformar ambos os dngulos em graus decimais, soma-los e

z

transforma-los em angulos sexagesimais novamente. Porém, é muito trabalhoso. A

estratégia a seguir consiste em somar segundos com segundos, minutos com minutos e

graus com graus, adequando os valores

sexagesimais. Do seguinte modo:

| 28

a + 3 = 95°09'05"

32044'15" = 62°24'50”
+ 6202450
94068'65” = 95009°05"

Figura 10.1.11
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5”4+60"” = 65” =1’05” (soma 1 minuto aos minutos)
44’'+24’4+1" = 69’ = 1°9’ (soma 1 grau aos graus)
Resposta: 32°+62°+1°=95°9'05" (ver figura 10.1.11).

b)B-«a
Solugao:
62024'50"
— 32044'15”
29080'35"” = 30°20’35"” = Errado! Pois, 30020°35”+32944’15"” # 62924'50".

Para subtrair dois dngulos sexagesimais, o angulo na parte superior (a ser subtraido)

deve ter os graus, minutos e segundos maiores que o angulo da parte inferior. Dessa forma,

é preciso adequar desmembrando 60’ minutos do grau e/ou 60” do minuto, para que isso

aconteca. Veja:
61984'50"”« foi tirado 1¢ e acrescido 60’
— 32044'15”
29040’35” (ver figura 10.1.12).

B — a = 29°40'35"

B = 62°24'50”
o = 32°44’15"”

Aa—f
Solugdo:
32044’15”
— 62024'50"

— 30019’55” = Errado! Angulo maior precisa estar na parte superior e o 4ngulo

Figura 10.1.12

ndo pode ser negativo geometricamente.
Nesses casos € preciso acrescentar mais 3609 (uma volta completa) ao dngulo a ser
subtraido: 3600+32044’15” = 392044’15”, o que equivale a 392043’75".
392043'75”
— 62024'50”
330019'25"” (ver figura 10.1.13).

Outra solucdo seria subtrair de 360° o

o — 3 =330°19'25"
B = 62°24'50"

a = 32°44'15"

a— = —2940'35"

angulo calculado no item b:

36000000 359959'60™
— 29040'35" << — 290°40'35” Figura 10.1.13
33091925

Pois, ¢ = 3 = 360° — (3 — a)= (ver figura 10.1.13).

Definicdo 10.1.5 - Angulos opostos pelo vértice: Dois 4ngulos sd0 opostos
pelo vértice, quando os lados de um deles sdo as respectivas semirretas (ou
segmentos ou retas) opostas aos lados do outro. O ponto em comum é denominado

de vértice.

Teorema 10.1.1: Dois dngulos opostos pelo vértices sdo congruentes.
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Ver figura 10.1.14.

Demonstragdo: De acordo com a figura 10.1.15, x e y formam um &ngulo
raso, ou seja, x + y = 180°. Por outro lado, x e z, também formam um &ngulo raso,
y + z = 180°. Desse modo

x + y=180° —
0T 180 ~E=2

Da mesma forma, z + w=180°=[y = w|.

Provando que os angulos opostos pelo vértice sdo congruentes.

Yy

Figura 10.1.14 Figura 10.1.15

Definicdao 10.1.6 - Angulos complementares: Dois angulos sdo ditos
complementares quando a soma de suas medidas € igual a 90°. Nesse caso, cada
um é o complemento do outro. Exemplo: 30° e 60° sdo complementares.

Definicao 10.1.7- Angulos suplementares: Dois angulos sao
suplementares, quando a soma de suas medidas é igual a 180°. Nesse caso, cada
um € o suplemento do outro. Exemplo: 178° e 2° sdo suplementares.

Exemplos: Vamos calcular as incégnitas nos seguintes casos

a) b)
2x + 15°

3x

3z x + 20°

Tx

x + 20°
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Solugéao:
a) A soma dos angulos 2x + 15° e 3x equivale a 90° (sdo complementares), entdo
2% + 15 + 3x =90 = By = 90 =15 =

75
> x =2+ E=15

5% = 75

b) Os dois angulos assinalados sdo opostos pelo vértice e, desse modo, congruentes.

Assim,
20
20 = x=— = [x=10°]

3x= x+20 = 3x—x= 20 = 2x = >

c) A soma dos angulos 7x com x + 20° destacados é igual a 180° (sdo suplementares).

Desse modo,
7x+x+20 = 180 = 8x= 180—20 =

160
160 = x =—7 = [x =20°]

8x —

d) A soma dos trés angulos x + 10°, x + 20° e x + 30° da 180°, o que implica em
= 180 =3x+60=180 =

120
[x =40°]

3x = 180 — 60 :x:T:

x+ 104+ x4+ 204+ x4+ 30

Substituindo o valor x = 40° na figura, teremos os angulos a seguir.

60°

70°
50°

Dessa maneira: y = 70°e z = 60° + 50° = 110°.

| EXERCICIOS 10.1 |

1)Converta os dngulos decimais em angulos sexagesimais:

a)14,20° c)128,425°
b)36,65° d)0,2222...0
2)Converta os dngulos sexagesimais em adngulos decimais:
a) 3025’ c) 135025'25"
b)15040'5” d)180°0'15”

3)Efetue as operagdes com os seguintes dngulos sexagesimais:
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a) 52034'18" + 12024'12" d) 147024'22" — 120°14'31"

b) 122024'38" + 332°19'26" e) 1012’25 — 15017'44"
c) 17034'28" — 13°54'26" f) 3005958 — 3105959
g) 102034'18" + 98036'22"” — 45036'22" — 155034'18"

4)Calcule o valor das incdgnitas nos seguintes casos:

a) 2z + 15° b)
3z + 25° 0al 82 — 10°
c) d)
150° 3x + 15°
Tz + 45° o

e) f)

& 2x
30°30"20”
25°35'25"

h)

6x

z
5x
Yy

x + 30°

g)

2y + 10°




10.2. Triangulos retangulos

Nesta segdo, daremos inicio aos nossos estudos sobre tridngulos, comegando
pela sua definicdo matematica e pelas definigdes de alguns dos seus elementos mais
significativos. Posteriormente, abordaremos as relagdes métricas de um tridngulo

retdngulo.

Definigdo 10.2.1: Tridngulo é um poligono® que possui trés angulos internos
(dai seu nome) ou trés lados (pode ser chamado também de trilatero) - figura
10.2.1.

Além de trés angulos internos e trés lados, um tridngulo possui trés vértices,
trés alturas e trés medianas.

Definicdo 10.2.2: Vértices sao os pontos de encontro dos lados de um
tridngulo. Ver figura 10.2.2.

Definicdo 10.2.3: Altura de um tridngulo é um segmento de reta
perpendicular a um lado do tridngulo (ou ao seu prolongamento), tracado pelo
vértice oposto. Conforme figura 10.2.3.

Defini¢do 10.2.4: Mediana de um tridngulo é um segmento de reta que divide
o lado oposto em duas partes iguais. Ver figura 10.2.4.

A

a

Figura 10.2.1

Medianas
-~

Figura 10.2.3 Figura 10.2.4
Estudaremos todos os tipos e classificagées de tridngulos, quanto ao lado e

quanto ao angulo, iniciando agora pelo tridngulo retdngulo.

% Ver a definigiio 10.5.1 de poligono nesta unidade.
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10.2.1. Relagcdes métricas no triangulo retangulo

Definicdo 10.2.1.1: Um tridangulo é dito retdngulo quando possui um angulo

interno de 90° (angulo reto).

Em todo triangulo retangulo vale o teorema de Pitagoras.

Teorema 10.2.1.1 (Teorema de Pitagoras): O quadrado da hipotenusa é

igual a soma dos quadrados dos catetos.

a? = b? + c?
a
b Onde:
- e (& a hipotenusa (fica a frente do angulo de 909°).
» e b e c sdo os catetos (demais lados).
(&
Demonstracao:

Na figura ao lado, temos dois quadrados,
um inscrito no outro. O quadrado maior possui
dimensdes b + ¢ e o quadrado menor a.

Unindo os triangulos dois a dois da figura,
formamos dois retangulos de area b.c.

A area do quadrado maior é (b + ¢)?, que
é igual a soma dos dois retdngulos de area b.c
(formado com a unido dos triangulos) mais o
quadrado menor de area a®. Portanto,

(b+c)2= b.c +b.c + a®= b>+2bc+c?= 2bc + a®> = [a®=b? + c2|.

Importante observar que a reciproca do
teorema também é verdadeira: Se o quadrado
de um lado de um tridngulo é igual a soma dos
quadrados dos outros dois lados, entao esse
tridngulo é retangulo. A demonstracdo desse
fato estd nas relagdes métricas de um
tridangulo qualquer — subsecdo 10.3.2.

\\ SAIBA MAIS!

O teorema leva esse nome, mas ndo foi
descoberto por Pitdgoras (570 a.c - 495 a.c).
Registros  histéricos  revelam que  os
babilonios, egipcios e indianos jé utifizavam
essa expressdo. Pesquise!

4

192 exemplo: Calcule o valor de x nos tridngulos retangulo a seguir.
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a) b) 21 c) 10
xr
5m
€T
29
xr
12m 8
4

Solugdo:

a) De acordo com o tridngulo, a hipotenusa é o lado de medida x (que esta a frente do
angulo de 90°). Usando o teorema de Pitdgoras, obtemos
a?=b?+c? >2x2=5%2+ 12?2 = x?2= 25+ 144 = x= V169 = [x=13cm|

b) De acordo com o tridangulo, a hipotenusa é o lado de medida 29 (esta a frente do

angulo de 90°). Usando o teorema de Pitagoras, encontramos
a®> = b>+c® = 292 =x*+ 21° = 841 = x* + 441 =

—x2=441-841 = x?=400 = x= V169 = [x=13u.c]

¢) Nomeando como Yy o lado do cateto que estd ausente no tridngulo superior

esquerdo, temos
a® = b® 4+ g* =10° = 8%+ y* = 10

y% = 100 — 64 = y? =36 >
y= 36 = [=6uq] -

Colocando a informacdo da medida 6 no triangulo

e aplicando novamente o teorema de Pitagoras, agora

no tridngulo inferior direito, dispomos de

a* = b* + ¢c* = 6% = 4% + x* >

x?=36— 16 = x?=20 =

Utilizamos a expressdo “w.c” para abreviar
x=N20 =Sx=vN4E = “unidades de comprimento”. Essa terminologia

¢ utilizada quando nfo estd mencionada a
x= V4.5 = . unidade de medida (cm, m, km, etc.).

290 exemplo: Uma escada de 2 metros é encostada em um muro de forma que

a distancia do pé da escada ao muro é 1,20 m, conforme a figura. Qual a altura do
muro?

Solugao: Considerando como x o lado do cateto que
esta ausente no tridngulo, temos
2 = B = 52 =592 = 1,22 4 5% =
4 =144 +x"=>x*=4— 144 =
x> =256 = x= 2,56 = [#=16m].

Resposta: A altura do muro é de 1,6 m.

MURO x

-12m —>

35 |



MATEMATICA APLICADA AS CIENCIAS AGRARIAS - CONTEXTUALIZACAO - MODELAGEM - TECNOLOGIA

EXERcCIcCIOS 10.2

b
= 15
15
17
56
c) d
" 35
65 i
12
2,5
1,2
T
5
3
8

1)Calcule o valor de x nos triangulos:

a)

)
)
e) f)
T
6V3
x
g) h)
rz+1
T

| 36



] . 21
1
) e b))
16
T +3
x + 2 o
10
T
4 6
k) D) z
2 8
5 3
xr

2)Uma escada de 4,1 metros de comprimento esta apoiada na parte superior

de um muro de 4,0 metros de altura. A que distdncia x do muro essa escada

encontra-se apoiada? /
4,1m

MURO| |4m

3)Um terreno retangular medindo 225m por 140m devera ser dividido
igualmente entre dois irmdos. Por algum motivo, decidiram dividir o terreno em sua
diagonal. Se a cerca a ser utilizada deverd ter quatro fios de arame, quantos metros
de arame no minimo, serdo necessdrios para cercar a diagonal desse terreno?

4)Um engenheiro agronomo pretende construir um canteiro retangular para o
plantio de hortalicas. O canteiro precisa ter 42 metros de comprimento e 40 metros
de largura. Que estratégia o engenheiro deve adotar usando apenas uma trena
(instrumento de medida de distancia), para que o canteiro “esteja no esquadro”, ou
seja, para que cada canto tenha 909°7?



5)(VUNESP) Duas estacas de madeira, perpendiculares ao solo e de alturas
diferentes, estdo distantes uma da outra 1,5 m. Sera colocada entre elas uma outra
estaca de 1,7 m de comprimento que ficara apoiada nos pontos A e B, conforme

mostra a figura. B

A diferenga entre a altura da maior estaca e a altura =
. 1,7m
da menor estaca, nessa ordem, em cm, é:

A
a)95 b)75 c)85 d)80 e)90

6)(ENEM) A figura representa o projeto de uma escada com 5 degraus de

mesma altura, o comprimento total do corrimao e igual a:

a)1,8m. 30cm
b) 1,9 m. T
c) 2,0m.
d) 2,1 m.
e)2,2m.

o

i 24 cm,

90 cm

24cm!

¢

7)(OBMEP) Uma escada com 2,9 metros de comprimento e uma articulagao
central C possui a extremidade B fixa no ch3o e a extremidade A mével, conforme
a figura. A escada, inicialmente estendida no chio, foi dobrada de tal forma que a
extremidade A deslizou 2 centimetros. A quantos centimetros do chio ficou a

articulacao C. 2,9m
a)2 :T c B,:
b)4 e [ Eommmmmmermmsemammmas O
wls o 5
d)11 ; |
e)17
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8)(ENEM) Diariamente, uma residéncia consome 20.160 Wh. Essa residéncia

possui 100 células solares retangulares (dispositivos capazes de converter a luz
solar em energia elétrica) de dimenstes 6 cm x 8 cm. Cada uma das tais células
produz, ao longo do dia, 24 Wh por centimetro de diagonal. O proprietario dessa
residéncia quer produzir, por dia, exatamente a mesma quantidade de energia que
sua casa consome. Qual deve ser a agdo desse proprietario para que ele atinja o
seu objetivo?

a) Retirar 16 células.

b) Retirar 40 células.

c) Acrescentar 5 células.

d) Acrescentar 20 células.

e) Acrescentar 40 células.

9) Um topoégrafo pretende calcular a altura de um prédio. Para isso, posicionou
uma estagdo total (equipamento que mede disténcias) a 1,50m do ch&o e a 60m
do prédio. Em seguida, posicionou a luneta do equipamento em diregdo ao topo do
prédio. Se o equipamento indicou uma distancia de 61m (ver figura), qual a altura
do prédio?

Ooood
oooo
oooOod
oOogoo
oOood

oooo
0ooo

1,50 m

60m

10)(UFLAVRAS) Qual deve ser a altitude do baldo para que sua distancia ao
topo do prédio seja de 10 km?
/‘\\ 10 km

-

. i
1 200 m
e
RS

8 km
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10.2.2. Outras relagcdées métricas no tridangulo retangulo

Nesta subsecao,

estudaremos em detalhes as relagbes métricas de um

tridngulo retangulo utilizando a altura relativa a sua hipotenusa.

e aéahipotenusa (fica a frente do angulo de 90°).

e b ¢ c sdo os catetos.

e h éaaltura do tridangulo (relativa a hipotenusa).

e M € m s3o as projecdes. Em que 1 é a projegio
do cateto € e m € a projecdo do cateto b.

De imediato, podemos aplicar o teorema de Pitagoras no tridngulo de “fora” e

nos dois tridngulos menores, a esquerda e a direita, respectivamente:

a? = b? + c? hZe=phZobgnd c?=h?+n?

As demais formulas sdo:

a=m+n b =a.m c:=a.n h?=m.n a.h=b.c
Demonstracao:

Substituindo b2 =h?+m?,c?=h?+n?2 ea = m + n em a? = b? +c?, temos

(m+n)? = h? + m? +h? + n?
g+ 2.mn+ 7% = 207 + i + % = [ =mon]

Substituindo h? = m.n em b? = h? + m?, obtemos

b2=h?2+m? >b2=mn +m?= b2=(n +m).m = [b2=a.m]|

a O cateto ao
quadrado ¢
Substituindo hZ = m.n em c¢? = h? + n?, encontramos igual ao
produto da

c?=h’+n? =>c?=mn+n?=c?=mn +m).n = M_ hipotenusa
— por sua

Por fim, se b? =a.m=

0 que nos da

40

h2

b? c?
a a

A altura ao quadrado ¢ igual
ao produto das projegoes.

£ projegdo.

o
N

a
)

m= —|ese, c?=a.n= |n = —|. Entretanto, h? = m.n,

pela altura ¢ igual ao
produto dos catetos.

=—.—= a%2.h?2=bh2%¢2 = [a.h=b.c| ZLO produto da hipotenusa
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Exemplo: Calcular o valor de x e y nos tridngulos a seguir.

Solugao:
a
2_) , 5 b2 = am & = an

a? = 122 + 16 2% 50 162 = 20.y

a’? = 144 + 256 144 = 20x 256 i 20y

a? = 400 20x = 144 20y 2—56256

o= VIS ~E=T) | *=SEoE=TE | Y-8
b)

172 = 62+ 15% = %= 289 — 225 = 2 =64= & == [e= 8]

=an =8 =17x = 64 = 17x = 17x = 64 = |x = o3|
64\ 2 4096
2 __ 32 2 2 __ 2 pl 2 — s

e = HE+ar :>8—y+17) > y° = 64 589 =
2 g M096 ., 409 . 14400

R 289 Y= 280 Y T T289
14400 120 Descubra outra forma de
y = 289 = Y= EEA calcular y.

c)
A= i = yh= w02 = (D).

Usando o teorema de Pitagoras no tridngulo da esquerda, podemos escrever
1 = w4+ B = [P = 3P+ ] (2.
Substituindo (1) em (2), encontramos
82 = 12x+ x2 264 = 12x+ x? =
[x2+12x—64=0] = (a=

1,b =12 e c = —64).
A=b?—4a.c= 122 —4.1.(—64) =144+ 256 = |4 = 400|

o =125:20
—b+VA  —124V400 —12420 X T 5 Tlkx =1
X = = = =
2.0 2.1 2 o — 12 = Z0 3
= = —16 (nao serve)
Substituindo x = 4 em (1), finalizamos com

y2=12x = y2 = 124 = y= V48 = |y =43}
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EXERCICIOS 10.3

1)Calcule o valor de x nos tridngulos:

- T —
a) b) L))
20!
) T d)
L.
1.8
7
e) & f)

24

61
12

2)Um avido emite um sinal sob um angulo de 90° para a torre de controle. De
acordo com a altitude do avido o raio de abrangéncia aumenta
ou diminui. Qual a altura A do avido quando o raio de
abrangéncia for de 200 metros?

200m 200m

42



10.2.3. Seno, cosseno e tangente no triangulo retangulo

Definigdo 10.2.3.1: Seja um angulo interno a de um triangulo retangulo de
medidas a, b e c¢c. Denominamos de sena (lé-se: “seno de alfa”), cosa (lé-se:

“cosseno de alfa”) e tga (lé-se: “tangente de alfa”), as seguintes relagdes:

Cateto oposto b

senqg = ———— = —

hipotenusa a

a Cateto adjacente ¢

b cosa = . = _
hipotenusa

a Cateto oposto b

H tga = = = —

c Cateto adjacente ¢

Onde o cateto oposto € o cateto que esta a frente do dngulo em analise (a)
e o cateto adjacente esta ao lado do angulo em analise ().

A partir dessas definicoes, podemos demonstrar os seguintes teoremas.

Teorema 10.2.3.1: Em todo tridngulo retdngulo com um &angulo interno «,
vale a seguinte relagdo para tangente desse angulo:

sena
tga =

cosa

Teorema 10.2.3.2 - Teorema fundamental da trigonometria: Em todo

tridngulo retangulo com um angulo interno «, vale a seguinte relagdo entre o seno
e cosseno desse angulo:

sen?a + cos’a = 1

Demonstragoes:
b £ sena
- Dividindo tga = — por a, obtemos: tga = g e
c < cosa
a
- Dividindo o teorema de Pitdgoras a? = b? + c¢? por a?, encontramos
senay 2 cosay 2
i
a? b2 2 T S S
—=—t—= 1= — +{ — = [sena + cos?a=1]
a a a a a
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Exemplo: Calcular o seno, cosseno e tangente dos angulos a e 6 que estdo

nas figuras:
b 6cm
a ) ] | 4
15
12
6cm
0
%

Solugao:

a)

a)Para calcular seno, cosseno e tangente de algum dos dngulos, precisamos da
outra medida (o outro cateto) do tridngulo que esta ausente. Para isso, vamos utilizar o
teorema de Pitagoras.

2

a? = b +c?* > 152 = 122 + y?> = y? = 225— 144>y%> =81 =

= W =
De acordo com «, o lado 9 é o cateto oposto (C.0), pois esta a frente do angulo. O lado
12 é o cateto adjacente (C.A), uma vez que estd ao lado do angulo. E o lado 15 é a
hipotenusa, visto que esta a frente do angulo de 90°. Desse modo,
E.0 9 3

= =_—=_=0,6.
Sena = 4ip. 15 5
_ C.A_12_4_O8 2
COSE= hip. 15 5 % o | s
€. 0 9 3
= === 12
tga C A 1z Z 0, 75.
A tangente também pode ser calcula da seguinte forma, C.0
& :
. _ sena §735737075 7]
9% = Cosa 4 54 4 7T 9
5

Veja também que vale o teorema fundamental da trigonometria:
sen?a + cos?a=1 = 0,62+ 0,8° = 0,36 + 0,64 = 1.
De acordo com 6, o lado 12 é o cateto oposto (C.0), pois
estd a frente do dngulo. O lado 9 é o cateto adjacente (C.A), uma

vez que estd ao lado do angulo. E a hipotenusa é a mesma. Sendo

12
assim,
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C.A 9 3

cos@ :_hip. =E=§=06.
g G012 %
v =ra 5 3

E imediato observar que o seno de um angulo é igual ao cosseno do outro angulo, e

vice-versa. Isso se aplica a qualquer tridngulo retdngulo.

b)Nesse tridngulo falta a medida da hipotenusa. Utilizando o teorema de Pitagoras,
obtemos

a?=b?+c? = a?=62+6%? = a’=36+36=>

a? =72 = g= 72 = w=w362 =vV362 = m.

De acordo com a, um lado 6 é o cateto oposto (C.0), pois esta a frente do angulo,

enquanto o outro lado 6 é o cateto adjacente (visto que esta ao lado do 4ngulo). Assim,

B 6 1 47 6cm
N ip T evE VI 2
_CA 6 1 2
O hip. ez VI 2
C.0 6 6em
WiTTaTe b

O angulo O tem os mesmo valores de seno, cosseno e

tangente, pois os catetos sao iguais.

5
2° exemplo: Sabendo que o seno de um angulo é E’ calcule o cosseno e

tangente.
Solugao: O teorema fundamental da trigonometria nos da a relacao entre seno e

cosseno de qualquer dngulo. Assim,

2o+ cosfa =1 :>(5)2+ Bl e = 25:>
sen-a cos~a = 13 cos~a = cos~a = 169
5 169 — 25 5 144 144 1.2
e = ey = i e =T
cos~a 169 cos~a 169 cosa 169 cosa 13

5

. sena = = 5 13 . 5 6.4
= mem—————— —— = — L

9% = Cosa 12 13 ‘12 T

13

Consultando a tabela 2 - tabela trigonométrica — disponibilizada no final desse

volume, esse angulo é de aproximadamente 23° (confirme!).

Ndo ha uma maneira pratica de encontrar o valor de um angulo, a partir do
seno, cosseno ou tangente, sem a consulta de uma tabela ou recurso tecnoldgico.
Porém, existem trés dngulos: 309, 450 e 60° que apresentam valores notaveis, e
portanto, faceis de identificar. Veja a tabela na subsegdo seguinte.
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10.2.4. Tabela de angulos notaveis

Angulo: 30° 45° 60°
Seno 1 E ‘/_§
2 2 2
Cosseno ﬁ E 1
2 2 2
Tangente ? 1 V3
Demonstracao:

Um quadrado de lado a ao ser dividido ao meio por uma de suas diagonais,

forma um angulo de 459 entre essa diagonal e o lado (uma vez que é a bissetriz),
conforme a figura a seguir.

Nesse contexto e de acordo com o teorema de Pitagoras, x é a hipotenusa e

vale: x2 = a?+ a? = 2a? = x =+/2a? ﬁm \/2| Desse modo,

,_CO0_ a 1 V2 , V2 a
sen 45 =W=m= \/i\/i sen 45 =—2
C.A a 1 2 V2 T
cos 45° = m = a_\/i = \/—_ T = |cos 45° =—2 a a
c.0 a
tg 45° = ﬁ = E = |tg 45° =1 45°
a

Vamos demonstrar agora, seno, cosseno e tangente dos angulos de 30° e 60°

utilizando um tridngulo equilatero de lado a. Aplicando o teorema de Pitagoras no

tridngulo em destaque a seguir, dispomos de

a
a2:(— + x? = x?2 = —()ﬁ
a? 4a? — 3a?
x2 =a?— —= x? =
4
. 4a? — a? 5 3a? av3
= = = = = —
x 4 T T T 2
Portanto,
x %§ J3 % 1 x o)
sen60°=a=—a == cos60° == tg60° :g:%:
a a3 a a
S _X_Z _|{3 o_Z__2 _|{3
sen30—a—2 cos60 =—=3 tg60_x_ﬂ_3
2
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A partir das informagbes dessa tabela é possivel resolver diversos problemas
de geometria. Ao calcular o seno, cosseno e a tangente de um angulo, por exemplo,
e esse valor estiver na tabela, imediatamente saberemos de qual dngulo se trata.
Se contrariamente, houver algum angulo de 30°, 45° e 60° em algum problema
geomeétrico, a partir dos valores de seno, cosseno e tangente da tabela, podemos

resolvé-lo facilmente.

Exemplo: Calcular o valor de x e y nos tridngulos a seguir.

Solugao:
s G0 _ x 5 5l :
a) sen30 a4 10.Porem, sen30 = (ver tabela). Assim,
L o B = =5
5 =I5 X% = 5Siucl
cA_y

Veja que cos30° = Rip. =55 Mas, de acordo com a tabela,

cos30° = g , 0 que nos da

Podemos também calcular y usando o valor da tg30°. Veja a seguir.

tg30°=%=§. Todavia tg 30°=§(Ver tabela) e x = 5. Logo,
v3 5 15 15 +3 15v3

De sorte, é possivel calcular a tangente também utilizando o teorema de Pitagoras,
102 = 52 + y2 = y2=75= y =+/25.V3 =|y = 5V3|

b) Para encontrar y, que é a hipotenusa, é preciso utilizar o cosseno. Pois, o cosseno

relaciona o cateto adjacente 4 e com a hipotenusa que desejamos.
C.A 4

602 = =
cos T
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Substituindo cos60° = % da tabela, obtemos

i1 4 ~
- = — |y = Lc]
> - hY% ..

Denominando de z a medida que falta no

segmento AB, veja a figura ao lado, podemos escrever

c.or 2
sen30° = — = —
hip. Z

. 1
Substituindo sen30° = > da tabela, encontramos

1 2 =
5 S z= 4|
- o . o CO _ x+z o
Por ultimo, no tridngulo maior, tg60° = A A Como tg60° =+/3 (ver tabela)

e z = 4, finalizamos com

x+ 4
\/§:T:>4\/§=x+ 4=>|x=4(\/§— 1)u-C|-

Exemplo: Calcular o valor de a e # nos triangulos abaixo:

a) b)
Solugao:
a)
RS 2 J2__J2
sena =7 —= —=.—== 5.
hip.  2J2°J2 2
De acordo com a tabela de angulos notaveis, .
CA 2 VZ

cosl =3 —=—F Q =
hip.  2y2'V2 2
De acordo com a tabela de angulos notaveis, [0 = 45°].
b)

tgaz%— %: 1.5

Consultando a tabela trigonométrica no final do livro, encontramos l = 56°].

cCo_ 2
tgl = CA 3= 0,67.

De acordo com a tabela trigonométrica no final do livro, vemos que: [ = 34°].
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EXERCICIOS 10.4

1)Calcule o seno, cosseno e tangente do dngulo & e em seguida sua medida

em graus. Consulte a tabela no final desse livro caso ndo seja um angulo notavel.
a) b)
17
9
o «
15
40
5 5v3
25
)
«
17 17v2 8v3
16
av3
o
8
2) Calcular o valor de x e y nos tridangulos abaixo:

a) b)
T
¥ ' 20
O

e)
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c) d) &s
5 9v3 ’
7
Y z 60°
s
.
5

f) 30°

60°

3)Calcule o dngulo o« em cada caso.

a) b)

«

W\

4)Um tronco de uma &rvore sem a copa quebrou e caiu no solo a uma
distdncia de 4 metros do seu pé, formando um angulo de 30° (ver figura). Qual a

altura desse tronco antes da queda?

30°
4m




5)(UFJF) Um topdgrafo foi chamado para obter a altura de um edificio. Para
fazer isto, ele colocou um teodolito (instrumento 6tico para medir dngulos) a 200
metros do edificio e mediu um angulo de 30°, como indicado na figura a seguir.
Sabendo que a luneta do teodolito esta a 1,5 metros do solo, pode-se concluir que,
dentre os valores adiante, o que MELHOR aproxima a altura do edificio, em metros,
é (use os valores: sen30° = 0,5 cos30° = 0,866 tg30° = 0,577):

a)112.

b)115. oooo
c)117. oooo
d)120. oooo
e)124. oooo

. 50° oooo
oooo
\ oomoao

6)Uma pipa é presa de forma que a linha esticada forma um angulo de 459
com o solo. O comprimento da linha é de 100m.

Qual a altura h da pipa?

7)Numa tarde ensoclarada e no dia em que o fenémeno do equindcio acontece

em Macapa, um visitante com 2 metros de altura, vé o sol completamente no
interior do circulo do monumento a uma distancia de 15 metros, sob um angulo de
459 com a horizontal, conforme a figura. A que altura aproximadamente, encontra-
se o circulo do monumento do chio? Sl
a)13m b)10m c¢)17m d)25m e)30m '
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8) (PUCCAMP) Uma pessoa encontra-se num ponto A, localizado na base de
um prédio, conforme mostra a figura adiante. Se ela caminhar 90 metros em linha
reta, chegara a um ponto B, de onde podera ver o topo C do prédio, sob um angulo
de 60°. Quantos metros ela devera se afastar do ponto A, andando em linha reta
no sentido de A para B, para que possa enxergar o topo do prédio sob um angulo
de 30°?

a) 150 b) 180 c¢) 270 d)300 e) 310

[

mimn
ooo
aono

oo
60° I—‘—I

B A

9) Em Dendrometria (um ramo das ciéncias florestais) alguns métodos dao
bons resultados na medigdao de altura de arvores.
Fonte: (SILVA e NETO, 1979)

a) Método das sombras: O observador coloca perto da arvore, uma vara fixa
ao chdo em posicdo vertical. As sombras da arvore e da vara formam com o solo
um mesmo angulo (os raios solares sdo praticamente paralelos), dessa forma é
possivel calcular a altura aproximada da arvore.

0.6m

Qual o valor da altura H da arvore na figura?

b) Método do esquadro de Leduc: O observador segurando o esquadro
colocando-o junto a sua vista, procura visar o topo da arvore com uma linha
divisada tirada pelo lado superior do esquadro.

Um observador que tem 1,72 metros de altura, estda a 10 metros de um arvore.
Ele enxerga o topo dessa arvore, usando o esquadro, sob um &ngulo de 45°. Qual
é a altura dessa arvore?
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Aplicacdo do esquadro de Leduc

10m

c) O hipsémetro é um instrumento usado para determinar a altura de arvores

por triangulacdao, exemplos:

hipsémetro de Merrit, de Christen, de Klausner,

Faustmann, entre outros. Em todos esses hipsémetros ha precisdo em se medir a
distancia na horizontal, do observador até a arvore. Porém, ha casos em que existe

declividade no terreno (ver figura).

Sendo L a distancia do observador até a arvore, mostre que a altura da arvore

é dada por H = L(tgf —tga).

Nesse contexto, qual a altura de uma
arvore em que o observador estd a uma
distédncia de 10m e os angulos f§ e «a, sdo

respectivamente, 60° e 3007

10)Um topégrafo utiliza um teodolito de 1,60 m de altura para medir a altura

de uma &arvore. Inicialmente ele visualiza uma angulo de 30° e em seguida anda 5

metros em direcdo a &rvore, nesse ponto visualiza um novo &ngulo de 60°

(conforme a figura). Qual a altura da arvore?
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11)Um topdgrafo precisou medir a distdncia do ponto A ao ponto B onde havia
um muro entre eles (ver figura 1). Para evitar erros de medigdo de comprimento,
utilizou uma vara vertical de altura 12 m no ponto B e mediu a distancia L do topo
da vara ao ponto A usando a trena, conforme a figura 2.

Figura 1

a) Qual a distancia de A a B?
b) Sabendo que o muro é equidistante aos pontos A e B e a trena encosta na
parte superior do muro, qual a altura do muro? Desconsidere a sua espessura.

12)(UNIRIO) O teodolito é um instrumento 6tico usado principalmente por
engenheiros civis e agronomos para realizar medidas indiretas de grandes
distdncias e alturas. Uma Iluneta, apoiada em um tripé, permite que um
observador O mire em um referencial P e o teodolito indica o angulo agudo 6 que o
segmento OP faz com o plano horizontal.
Um engenheiro usou o teodolito para medir a altura do P3o de Agucar do
seguinte modo:
a) Em um ponto A, o teodolito indicou um angulo de 459,
b) Em seguida o engenheiro foi em diregdo ao P3o de Agucar até um ponto B,
distante 99 metros de A e o teodolito indicou um angulo cujo seno é 0,8.
Para calcular a altura do Pdo de Agucar, o engenheiro desprezou a distancia da
luneta do teodolito ao solo. A altura calculada foi:
a)384 metros.
b)388 metros.
c)392 metros.
d)396 metros.
e)400 metros.

Pao de agucar

99m B

o
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10.3. Tridngulos quaisquer

Nesta secdo, abordaremos teoremas e informacgdes importantes que se aplicam
a qualquer tridngulo.

10.3.1. Soma dos angulos internos de um tridangulo

Para demonstrarmos o valor da soma dos angulos de um tridngulo qualquer,
precisamos da condicao de paralelismo entre duas retas, conforme a definicdo e a
proposicao a seguir.

Definigcdo 10.3.1.1: Considere duas retas distintas r e s sao paralelas (r // s)
e uma terceira reta t, chamada transversal, que intersecta r e s. Denominamos de:

. Angulos alternos internos: Os angulos que estdo na figura 10.3.1.1;

o Angulos alternos externos: Os angulos que estdo na figura 10.3.1.2.

Figura 10.3.1.1 — Angulos Figura 10.3.1.2 — Angulos
alternos internos alternos externos

A expressdo "alternos" denota que os angulos ocupam posicdes alternadas em
relacdo a reta transversal. A designacdo "internos" é atribuida aos dngulos situados
entre as retas paralelas, enquanto "externos" refere-se aqueles que ndo se

encontram entre as retas paralelas.

Proposicdo 10.3.1.1: Duas retas distintas r e s sdao paralelas (r //s) se, e
somente se, uma terceira reta t, transversal, que intersecta r e s, determina
angulos alternos internos e externos congruentes.

Demonstracgdo: Na figura 10.3.1.3, os angulos B e B’ sdo opostos pelo vértice,
portanto, sdo congruentes. Nessa perspectiva, se o angulo B’ for menor (ou maior)
que o angulo «, teremos, inevitavelmente, um ponto de intersegdo entre as retas r
e s, e assim, deixariam de ser paralelas por definicdo (ver figura 10.3.1.3).
Imediatamente, as retas sdo paralelas quando tais angulos sdo congruentes. Assim,
a =" = p. Como consequéncia, se os angulos sdo opostos pelo vértice, entdo todos
os angulos alternos (internos ou externos) correspondentes sdo congruentes (figura
10.3.1.4).
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Ponto de t
t intersegdo /‘*%a
4 ; /]4
o &)
/"’
ot i
p s g
ﬁ>/ 8
Figura 10.3.1.3 Figura 10.3.1.4

Exemplo: Sabendo que r // s, calcule x, y e z.

™

60° 70°

Solugao: Prolongando os dois lados do tridngulo conforme a figura a seguir, vemos
que y e 60° sao opostos pelo vértice, portanto, congruentes. Os dngulos z e 70° também
sdo opostos pelo vértice, e também sio congruentes. E os dngulos 60°, x e 70° formam

juntos um angulo de 180° (angulo raso), o que nos da x = 50°,

x
Resposta: [z = 70°%y = 60°ex = 50°| " z>v< y

€0° 70°

S

/ %

Diante da proposigao 10.3.1.1, podemos demonstrar o seguinte teorema.

Teorema 10.3.1.1: A soma dos angulos internos de qualquer tridngulo € 1800,

Demonstracao: Na figura a seguir, foi tracada uma paralela de AB em C.
Pela condigdo de paralelismo, o angulo formado entre essa paralela e o
prolongamento de BC é congruente a «. O dngulo entre a paralelae ACéyeB éo
dngulo oposto pelo vértice em C. Assim pela figura, a soma dos dngulos internos de

um tridngulo é a + f + y = 180°, pois formam um angulo raso.
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{7
Solugdo:
a) b)
60+ 80 +x =180 90 + 35 +5x =180
140 +x = 180 1254+ 5x =180
x =180 - 140 5x=180- 125

E=107] x =35 E=T177

2° exemplo: Sabendo que r // s, calcule x.

r T

55° 55°

/ N
Solugdo:

Prolongando um dos segmentos do angulo x até a reta s, encontramos 55° como
angulo alterno externo e formamos um tridngulo. Angulos opostos pelo vértice sio
congruentes, entido um angulo desse tridngulo é 55°. O outro dngulo é 35° e o terceiro
adjacente ao angulo x mede 90°, uma vez que a soma dos angulos internos de qualquer
tridngulo é 180°. O d4ngulo x e o dngulo de 90° formam um angulo raso (180°), o que nos

leva a concluir que x mede 90°.
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10.3.2. Relagcdes métricas (leis dos senos e dos cossenos)

Teorema 10.3.2.1: Em um triangulo qualquer conforme a figura a seguir, vale
as seguintes relagoes (leis):

e LEI DOS SENOS:

A
a b c
= — = = = c
senA senB senC b
e LEI DOS COSSENOS: B C

a?=b%+c*>— 2.b.c.cosA

ou

— Notagio: A, B ¢ C sio,
2 2 A .

a‘“+ c“— 2.a.c.cosB respectivamente, os angulos nos
vértices A, B e C.

bZ

ou

¢2=a%?+ b%—2.a.b.cosC

Demonstragdes:

Conforme o tridngulo a seguir de altura h, dispomos de

~ h =
senB = = = h =senB.c (1). A

=~ h .
senC = = h=senC.b (2).

De (1) e (2), constatamos que h E
b & E
= = ~ ma—x
senB senC B, | _C
a

De modo andlogo, usando a outra altura relativa ao vértice B, encontramos
a Cc

send senC’

a b c

O que nos da, igualando as duas equacgdes = = = = = s
senA senB senC

No mesmo tridngulo, dispomos de
c?= h?+x? = (3).
b% = h? +(a—x)? = [h% = b% — (a — x)?|(4).
De (3) e (4), inferimos que
cz—x2=b2—(a—x)2=>cz—%= b2—a2+2ax—}(é=
[c2 = b2 — a2 + 2ax | (5).
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O triangulo retangulo da direita, nos da
——

P % =
cosC =—— = [x = a —b.cosC| (6.
Ao substituir o valor de x em (5) na expressédo (6), concluimos que

c?= b%2—a?+2a(a— b.cosC)=

c? = b?> — a? + 2a® — 2ab.cosC = |C2 :a2+b2—2.a.b.cosf|.

De forma analoga, usando as alturas dos outros vértices, demonstram-se as
demais férmulas para os demais lados.

Informacbes importantes:

— O seno de um angulo no tridngulo retadngulo é um caso particular da lei dos

senos. Pois, como sen90° = 1, pela lei dos senos, temos
a c

Spie] C 7 -7 - - A ~
= = = senC = — (féormula ja conhecida no triangulo retangulo).
sen9on® senC a

- No mesmo entendimento, podemos demonstrar de imediato o teorema de
Pitagoras utilizando a lei dos cossenos, basta substituir cos90° = 0. Veja:

a’?=b?+c?— 2.b.c.cos90° = | a? = b? + c?|

0
Isso prova também a reciproca do teorema de Pitagoras.

Exemplo: Calcular x nos itens a seguir.

45°

>}
Q

Solugao: Aplicando lei dos senos
Lado —&» a b 12 X 12

. — = = = —— =
Angulo posto —» senA senB sen45° sen30° V2
2

b)
10

60°

16
Solugao: Aplicando lei dos cossenos

a?=b?+c?—2.b.c.cos4A = x?=10%+ 16%— 2.10.16.cos60° =

1
x? =100 + 256 —320.5 = x> =356 — 160 = x? =196 = x=+V196 =[x =14]
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Uma excelente aplicacdo dessas leis, esta na demonstracdo das propriedades
de um tridngulo classificado quanto ao lado.
Um triangulo, quanto ao lado, pode ser classificado em:

¢ Equilatero: Quando possui os trés lados congruentes e os trés angulos
internos congruentes (e iguais a 600°).

60°
a a
60° 60°
a
Tridngulo equilitero

Com efeito, se os lados trés lados sao congruentes, pela lei dos senos os trés
angulos sdao congruentes, pois
a a a -y R N = = g
= = = = ,,:»S€nA=SenB=SenC=~
senA senB senC
Reciprocamente, se os trés dngulos sdo congruentes, pela lei dos senos, os trés

lados também s&do congruentes.

a b c
= = =|la=b=c

senﬁ - SEHZ - SETLZ
E é claro que, se a soma dos dngulos internos de um tridngulo qualquer é 1800
e esses dngulos sdo congruentes, entdo cada um mede 600°.

¢+ Isdsceles: Quando possui pelo menos dois lados congruentes e dois dangulos
internos opostos a esses lados, também congruentes.

b = base

Triangulo isésceles

Denominamos o lado ndo congruente de base.

¢ Escaleno: Quando todos os lados ndao sao congruentes e todos os angulos
internos ndao sdo congruentes.
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b

Triangulo escaleno

Use o mesmo entendimento aplicado ao triAngulo equilatero, para demonstrar

as propriedades dos tridngulos isésceles e escaleno.

Exemplo: Calcule o valor de x no tridngulo abaixo, sabendo que ele é is6sceles
de base BC.
A

2z + 32 —3z + 42

C B

— ®

Solugao: Como o tridngulo é isésceles, os lados diferentes da base BC sio

congruentes. Assim,

2x+32=—3x+42:>2x+3x=—32+42:>x=?2>x=2.

29 exemplo: Calcule o valor de y no tridngulo abaixo, sabendo que ele é

isésceles de base BC.

A

Solugdo: Ja que o tridngulo é isésceles, os dngulos opostos aos lados congruentes

sdo também congruentes. Essa constatacdo nos dé,
36
—yv+ 30 =2y—6=> -3y =—6—30=y= = =y =12°|

30 exemplo: Calcule o valor de x na figura a seguir, sabendo que os

segmentos com marcas iguais sdo congruentes.
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Solugao: Como as medidas com marcas iguais sdo congruentes, o primeiro tridngulo
€ equilatero e cada dngulo mede 60°. Se os angulos no ponto de encontro dos dois
tridngulos sdo opostos pelo vértice, entdo eles sio também congruentes. Assim, um dos
angulos do segundo tridngulo é 60°.

Todavia, os outros dois dngulos sdo também
congruentes, ja que o tridngulo é isésceles. Denominando-os
de x, temos

x+x+60=180 = 2x=180—-60 =
120

=S =60

0 segundo tridngulo também é equilatero.

EXERCICIOS 10.5

1)Sendo r //s, calcule o valor de x e y nos casos:

a) b) 140° r
30° r

S 2x — 10°

T X/ 2y
Y
. : ” P

30°
70° o

120°
30°
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2)Calcule o valor de x e y, sabendo que segmentos com marcas iguais sdo

b)
Yy

congruentes:

a)

A " 2z

Yy

c) d)

8x
20°
Y
\K
80° ® Yy
3) Calcular x nos casos:
b) <
8
T
<
8
q
d)
00
8
x

/‘?\
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4)Um topdgrafo posicionou uma estagdo total (instrumento que mede dngulos
e distdncias), no ponto A de um terreno triangular. O equipamento acusou um
angulo de 60° e distancias de 300m e 480m do ponto A, respectivamente, ao ponto
B e ao ponte C, conforme a figura. Se a intensao € cercar esse terreno com rolos
de arame farpado de 500m, quantos rolos no minimo sdo necessarios para 4 voltas?

B
LD
300m
c
A =
m 480m
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10.3.3. Area de um tridngulo qualquer

O conceito de &area é definido na matematica como a quantidade de
quadradinhos unitarios que cambem dentro da figura de acordo com a unidade de
medida adotada.

A figura mais simples é um retdngulo. E elementar (pelo principio
multiplicativo) que a quantidade de quadradinhos que cabem em um retangulo que
mede h de altura e base b, seja dado pelo produto entre eles: b. h. Como exemplo,
veja no retangulo da figura 10.3.3.1, em que b =6cm e h=3cm, que na figura
cabem 6 x 3 = 18cm? (18 quadradinhos de 1cm?).

b
Figura 10.3.3.1 Figura 10.3.3.2

A area de um tridngulo qualquer é a metade da area de um retadngulo que
possui mesma base e mesma altura.

Com efeito, tragando uma diagonal em qualquer retangulo ou duas diagonais,
conforme a figura 10.3.3.2, a area do tridngulo formado é a metade da area do
retdngulo.

Em consequéncia dessa constatacdo, podemos anunciar as férmulas para
calculo de area de tridngulo.

Seja um tridngulo qualquer conforme a
figura 10.3.3.3, sua area pode ser calculada
a partir das medidas da base e altura:

o a.h Base vezes a altura
- 2 dividido por 2.
Figura 10.3.3.3
Usando dois lados e um angulo entre eles:
" b.c.sen& o a.c.senC " b.a.senB
2 2 2

Usando somente os lados com a férmula de Héron (10 d.c 70 d.c):

b
p=a+24=> A=+ple—a)p-b)p-c)
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Demonstragoes: Pela figura 10.3.3.3, temos que senB = % Assim,

A=== 7 )

a.h _ a.(csenB) a.c.senB 4 A drea de um trifingulo é igual a metade do produto de

dois lados pelo seno do angulo entre eles.

J

De forma andloga, demonstra-se as demais férmulas com as demais alturas.

Quanto a férmula de Héron, temos que

a.c.SenB

A=
2

-~ 24
B =— (1).
sen a.c D

E de acordo com a lei dos cossenos,

b2 =c24+4a%2—2.c.a.cosB =

Entretanto, o teorema fundamental da trigonometria, diz que

c?2+a?—b2

E =
= 2.a.c

[sen”®B + cos?B

=1]3).

Ao substituir (1) e (2) em (3), obtemos

2AN\2 e? + a? — b2\°
(—) (T2 21
a.c 2.a.c

16A% + (c? +a? — b%)?

4A% (c? + a? — b?)?
=1 =

a® c*? 4.a% c*

(2).

4.a%.c*?

1642 = 4.a>.c*>-(c? +a?* —b?)* =

1642 = (2.a.c+ (c?2+ a2 —bH)).(2.a.c- (¢ + a? —b?2))

1642 = (2.a.c +c?2+a? — b2).2.a.c —c?—a?+ b2?)
16A%2 = ((a+ )% — b2).(b%2— (a— ©)?)
1642 =(b+a+ c)(a+ c— b)Y (b+ a—c)(b— a+ ©)

_(c+a+b)la+c-b)(

b+a—c)(c—a+b)

& 16
A2:(c+a+b).(a+c—b).(b—l—a—c).(b—l-c—a)
2 2 2 2
, (a+b+c) (a+b+c—2c) (a+b+c—2b) (a+b+c—2a)
&= 2 ’ 2 ) 2
(a+b+c) f(la+b+c) 2c (a+b+c) 2b
e = 2 ( 2 _7)'( 2 _7)(
_(a+b+c) (f(la+b+c) (a+b+c) (a+b+c)
oI (@b (erhio ) (@rhio .,
Como:

_a+b+c
B 2

= a=/p-—DG-DE -0}

2

(a+b+c) 2a

2

2

a+bic

A expressdo p =

¢ denominada de semiperimetro. ]
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Exemplo: Calcular a area dos tridngulos a seguir.

Solugédo:

Utilizamos a expressdo “u.a” para abreviar “unidades de
area”. Essa terminologia é adotada quando nio esta
mencionada a unidade de medida (cm, m, km, etc.).

10
b) Solugao: O tridngulo possui dois lados e um
angulo entre eles. Logo, devemos usar:
30° 8 P b.c.send
4 - 2
4.8.sen30° 32 1
A= o s
2 2 2

c) Solugdo: Hi trés medidas e nao ha angulo,

7 usaremos entdo a féormula de Heron:

74546 18
¥="% B

5 A= \p(p—a)®—b)(P—c)

3 A=./9(9—7)(9—-5)(9—6)

A=+vV9243> |[A=6V6u.aqal
Solugao: Precisamos de duas medidas e um angulo
& entre essas medidas. Como o triangulo é isdsceles (dois
d) lados congruentes), o angulo C = A = 75°e o 4angulo B é
30° (pois, a soma deve ser 180°). Entdo, a area do

12em 3 /i
L) triangulo é
12.12.senB 12.12.sen30° 144 1 144
= = = Gy =
12¢m 2 2 2 "2 4
Q A =|[36cm?|

Solugao: Os valores 3 e 12 sao projecoes (o

tridngulo é retiangulo), assim sua altura é

h=mn=+v312= [h=6uc

E a area é

A= —o—=——=>[A=45u.q]
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EXERCICIOS 10.6

1) Calcular a drea dos tridngulos a seguir.

a)

60°

10

30

e)

b) @&
5v/2 ¢
d)
13 5
12
)
12
12
12

h)

m__

14
150°




2)Calcule a soma das areas A; + A,, nas figuras a seguir.

a) b)

18

A,

3) A estacao total ou taquedémetro é um equipamento eletrénico concebido pela
juncao de dois instrumentos topograficos: o teodolito (que mede angulos) e o
distanciometro (que mede distdncias). Alguns equipamentos de estagao total mais
modernos utilizam também GPS.

a)Um topégrafo ao fazer um levantamento de um terreno triangular obteve
junto a esse equipamento os dngulos internos que estao na figura a seguir. Calcule
o erro entre a medida real dos dngulos e o apresentado no equipamento.

36°48'24"

82°45'15"

b) Utilizando esse equipamento em outro terreno triangular obteve as
seguintes medidas de lado: 130m, 140m e 150m. Calcule a area desse terreno.

c)Um topégrafo usando a estagao total (sem o prisma), deseja saber a
distdncia entre duas arvores que estao no outro lado do rio, de dificil acesso. O
equipamento forneceu as informagdes que estdo na figura a seguir. Qual a distancia
entre as arvores?
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Rio

Estacdo total

d) Usando esse equipamento, um engenheiro obteve as dimensdes e os
angulos internos de um terreno que esta na figura. Qual a area do terreno?

6m

60°
10m

e) Ainda com o mesmo equipamento, outro engenheiro agrénomo mediu
uma propriedade poligonal e obteve as dimensdes e os dngulos internos que estdo
na figura. Qual a drea dessa propriedade?

60v3m

30°

60°

60m

4)Um agricultor possui apenas duas ferramentas: uma trena (que mede
distdncias) e uma calculadora que possui apenas as quatros operactes e a raiz
quadrada. Ele precisa calcular a area do seu terreno para o calculo de adubo e
sementes. Se o terreno é um quadrilatero qualquer (ou seja, ndo é quadrado, nao
é retangulo, etc.) que estratégia ele deve adotar para o calculo dessa area,
utilizando apenas essas duas ferramentas? Exemplifique.
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10.3.4. Semelhancga de triangulos e Teorema de Tales

Definicdo 10.3.4.1: Dois tridngulos sdo ditos semelhantes quando possuem
os dangulos internos ordenadamente congruentes ou lados ordenadamente

proporcionais. A
Matematicamente:
Ay

« A, =A,B=8B,,C=C, a b

a b c aj by
. - === k

a b1 <

B 4 o C
c B, c1 G

('S

Usamos a nhotacdo:AABC ~ AA;B, C,, para dizer que o tridngulo ABC
semelhante ao tridngulo A;B;C;.

Vamos demonstrar que uma afirmacgdo implica na outra, isto é:

e Se um tridngulo possui dngulos ordenadamente congruentes, entdo possui
lados ordenadamente proporcionais.

Com efeito, pela lei dos senos nos dois tridngulos, temos

b b
a ¢ D e a, It @).

send, senB, senC,

senA senB  senC

Como A, =A,B=RB, e €=C,, obtemos em (2):

a, by C1

= 3)

senA senB senC

a
Agora, dividindo (1) por (3), concluimos que a_ =— =

e Se um triangulo possui lados ordenadamente proporcionais, entdo possui
angulos ordenadamente congruentes.
De fato, se

a b c . a? b%Z c? 52| ca
—_——— == = === :
a; by a2 bZ 2 B

Usando a lei dos cossenos no tridngulo AA;B, C,, temos

a2 =b %4 c,%— 2.b1.cl.cosfll(5).

Multiplicando tudo por k2, constatamos que
k2. a,° = k2.b,> + k?.¢,2 — 2. k.by . k.c, .cosC,
kit B 0L B
a? b2 c? b =
Essa é a lei dos cossenos aplicada ao triAngulo AABC:a? = b?+c? - 2.b. c.cosC.

O que implica em cosC, = cosC e C,=C (j&d que 0° < C, = C < 180°).
De forma analoga demonstra-se a igualdade para os demais lados e dngulos.

A mesma proporgcao k existente entre os lados dos tridngulos semelhantes se
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mantém para quaisquer outros segmentos internos, como as medianas, as
mediatrizes e as alturas dos tridngulos, ordenadamente.

Vamos demonstrar essa proporgdo para as alturas dos vértices A e A; (da figura
anterior) e as demais alturas, medianas e mediatrizes, ficam como exercicio para o
leitor.

Aplicando a lei senos nos triangulos, temos
a h a, h,

AABC = W:ﬁ (1) e |AA,B, C, =

(2

sen90°  senB,

— a
Dividindo (1) por (2) e substituindo: sen90° = 1, senB; = senB e o= k,
1

encontramos

Outra relagao importante entre os triangulos semelhantes esta na relagdo entre

as suas areas. Veja o teorema a seguir.

Teorema 10.3.4.1: A razdo entre os lados (ou quaisquer medidas)
correspondentes de dois tridngulos semelhantes é k se, e somente se, a razdo entre
as suas areas é k2.

Demonstragdo: Calculando a area dos dois tridngulos da figura anterior,
encontramos

c.h oy

Amaior = 2 e(Amenor = 2

Dividindo um valor pelo outro, obtemos

Ao c.h (C) (h) >
_— = e({—){—)=k".
Amenor €1-h4 C1 hy

—_—
k k

Teorema 10.3.4.2: Se uma reta é paralela a um dos lados de um triangulo e
intersecta os outros dois em pontos distintos, entdo o tridngulo que ela determina
é semelhante ao primeiro.

Demonstragdo: Na figura a seguir, de acordo com o proposigao 10.3.1.1
(condigdo de paralelismo entre retas), os dngulos formados pela reta paralela a
base BC sdo congruentes aos angulos da base. Portanto, os angulos internos dos
dois triangulos sdo ordenadamente congruentes e pela definicdo anterior, os dois

tridngulos sdo semelhantes. P
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1° exemplo: Os angulos com marcas iguais sdo congruentes, determine o

valorde x e y.

Solugao: Os angulos correspondentes sao
@ congruentes, portanto, os tridngulos sao semelhantes.
4 Como os lados correspondentes sao proporcionais,
temos
10
5 10 x 40
y ?:Z:)szll—o :>x:?:>x:8
3
100 3 1.5

Wi ioy=15 =y = 22 o =)

2° exemplo: (ENEM) A sombra de uma pessoa que tem 1,80 m de altura mede
60 cm. No mesmo momento, a seu lado, a sombra projetada de um poste mede
2,00 m. Se, mais tarde, a sombra do poste diminuiu 50 cm, a sombra da pessoa
passou a medir:
a)30cm. b)45cm. ¢c)50cm. d)80cm. e) 90 cm.
Solugao: Devido a grande distancia do sol para a terra, os raios solares sao
praticamente paralelos. Portanto, o tridngulo formado pelo raio solar, a sombra da pessoa

e sua altura, é semelhante ao tridngulo formado pelo raio solar, a sombra do poste e sua

‘ /
/
: 4
/
/ /
/ /
/ /
7
/ A h
/ 7 h
? , —>
/ 1,80m
/B8 1,80m 2 g
// £
; 2
0,6m 2m

altura.

0,6m 2m

O triangulo O tridangulo
menor menor
—— —t——
G L 0,6h = 3,6 e h =6
— = — = == = 6m|
h 2 ’ ’ 0,6
o At
o triangulo O tridangulo
maior maior

Mais tarde a sombra do poste diminuiu 50cm, ou seja, passou a ser de 1,5m. Entéao

1,8 X 2,7
= 15 6x =2,7 = Eea = [x = 0,45m]| = [x = 45cm]| = letrab.

3% exemplo: Calcule x sabendo que o segmento DE é paralelo ao lado BC.
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Solugdo: Os angulos correspondentes sao

congruentes, portanto, os tridngulos sdao semelhantes.

6 Como os lados correspondentes sao proporcionais,
D temos
B O ladodo O lado do
tridngulo tridngulo
12 mgﬂor menor
° S = 18x=54 X
= =% N = =2 X === |X = .
12+6 9 18
9 gh ST s
O lado do O lado do
c tridangulo triangulo
maior maior

Teorema 10.3.4.3 (teorema de Tales?): Feixes de retas paralelas
intersectadas por segmentos transversais formam segmentos de retas
proporcionalmente correspondentes.

Y
VRN Z =

G F

7 A\

Demonstragcdo: Os segmentos transversais foram prolongados até se
encontrarem no ponto P formando os tridngulos semelhantes: APAD ~ APBE~ APCF,
conforme a figura a seguir.

Nesse contexto, usando a proporgao na
semelhanga dos tridngulos, temos

PB PE PA PB

A = = === =|(1).
: PA _PD 55~ 75|V
BJL >\E Que ainda,
PC PF PC PE
—_ = 1l==—1 =
PB P PE
BC EF

(2).

-
Pt
3
sy

I
)
=

[}
| w
m\llI 3
A3

* Tales de mileto (623 — 546 a.c)
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PA BC
Comparando com (1) e (2), obtemos = = — (3). E além disso,
4B DE
PB PE PB PE PB— PA PE— PD PA AB
—_—— =1 = — = — = |l===|(4)
PA PD PA PD PA PD PD DE
Comparando (3) e (4), inferimos e BE B = LAE
el + INTENIMOS QUe |17 = BE| ~|Bc_ EF
PA P PA PC .
Como APAD ~ A PCF = c == B = =) = PF E comparando essa expressdao com

(4), concluimos finalmente que |== ===

Observacgédo: A demonstragao e a ilustragao acima feita com apenas 3 feixes
é andloga pra 4 ou mais, ou seja, independentemente da quantidade de retas
paralelas, as retas transversais formam segmentos correspondentes proporcionais.

19 exemplo: Calcule x sabendo que r//s//t.

/ r Solugdo: Comor//s//t, vale o teorema de Tales:
x 5B 15
- 5cm T 2 AEg =

X+3

3
i Outra forma: = — = .
S / A 5+4 4

2° exemplo: Na figura abaixo r//s//t//uex + y + z = 9cm, calcule x, y e z.

Solugao: Comor//s//t//u, vale o teorema de

Tales, isto é,
x +y+
T y L
| 1+2+15 1 2 15
\\ Como x +y +z =9, temos
) ¥ iy Zz
45 1 2Z 15
S— 1 x
lcm 2cm 1,5cm . 2:I=>.
y
- 2-3= = e}
ra :
z
o 2=—=|z = 3cm
1.5
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EXERCICIOS 10.7

1) Calcule o valor de x e y nos tridngulos a seguir.

a) b)
40 v

3,5 & 0,5

90 6,5 4 2

T

2,1 ¥

c)

30em

15em

S5cm

2)(ENEM) A rampa de um hospital tem na sua parte mais elevada uma altura

de 2,2 metros. Um paciente ao caminhar sobre a rampa percebe que se deslocou

3,2 metros e alcangou uma altura de 0,8 metros. A distancia em metros que o
paciente ainda deve caminhar para atingir o ponto mais alto da rampa é:

a) 1,16 metros. b) 3,0 metros. ¢) 5,4 metros. d) 5,6 metros. e) 7,04 metros.

3)Calcule as incégnitas sabendo r//s//t//u.

a) —

4)(FUVEST-SP) Trés terrenos té&m frente para a rua A e para a rua B, como na
figura. As divisas laterais sdo perpendiculares a rua A. Qual a medida de frente para
a rua B de cada lote, sabendo que a frente total para essa rua tem 180m?
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Rua A

5)Um engenheiro pretende construir uma ponte scbre um Igarapé (riacho que
nasce na mata e desagua em rio). Todavia, ndo é possivel atravessar o igarapé para
fazer a medicdo da sua largura. Ele estda a 3 metros do ponto A, onde pretende
construir a ponte, e avista uma arvore que esta a sua frente e exatamente na outra
margem. Caminha entdo, 5 metros em linha reta paralelamente a margem do
igarapé e visualiza novamente a mesma arvore sobre uma reta imaginaria e marca
o ponto B sobre a margem (ver figura). Apds medir a distancia do ponto A ao ponto
B e encontrar o valor de 4 metros, ele concluiu que o tamanho da ponte precisa ser
de aproximadamente:

a) 15 m

b) 2,4 m

A
& 12 m / rvore

d) 10 m Igarapé
Ponte
e) 14 m B A
4m
/ | 3m

5m

6)Um aluno fez um corte reto em um tridngulo de 12 cm?2, paralelo a um dos
lados que mede 10 cm. Sabendo que o tamanho do corte foi de 5cm, qual a area
do novo tridngulo formado?

10cm

7)Visando estimar a profundidade de uma cisterna com 2 m de largura, uma
pessoa com 1,80 m de altura, se posiciona a 0,50 m de sua borda. Nesse momento
ver que a borda da cisterna esconde exatamente seu fundo, como mostra a figura.

Calcule a profundidade dessa cisterna.
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4 -
¢+ Clisterna

8)Um topdgrafo deseja obter a distancia entre os pontos A e B. O equipamento
forneceu as medidas que estdo na figura. A
Se PQ//AB, qual a distdncia de A e B?

9) Um canteiro de flores de madeira foi construido conforme a figura. Um
floricultor pretende dividir o canteiro com

uma tabua para separar dois tipos de flores A
diferentes. Se exatamente a tabua deve estar
P
nos pontos P e Q paralelos aos lados do
canteiro, qual deve ser o seu tamanho? 4m
2m
Q B
o
2m 2m

10) Trés irm3os receberam de heranga um terreno e dividiram entre si

conforme a figura. Calcule o perimetro e a area de cada terreno.

8m 16m 20m
[
5m
III Ir I
25m
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10.4. Area de quadrilateros notaveis

Os quadrilateros sdo poligonos (ver definicdo 10.5.1) que possuem quatro
lados. Os principais quadrilateros que denominamos de notaveis sdo: os retangulos,
os quadrados, os paralelogramos, os trapézios e os losangos.

Retangulo: Possui lados opostos paralelos e angulos internos retos.

L1

A= a.b A drea ¢ igual a base vezes
B ) a altura.

Observagdo: féormula ja averiguada na segdo 10.3.3.

a

Quadrado: Possui lados opostos paralelos e todos congruentes. Os angulos
internos sdo retos (caso particular de um retangulo).

2 A arca ¢ igual ao quadrado
A= a de um lado.

1 ]

Paralelogramo: Possui lados opostos paralelos.

A= a.h A érea ¢ igual a base vezes
— : a altura.

a

Demonstracdo: Basta transportar o tridngulo retdngulo do lado esquerdo e

encaixar no lado direito, formando um retangulo de area a.h.

a

Losango: Possui todos os lados congruentes e suas diagonais sdo
perpendiculares.
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: a.b A 4rea ¢ igual a metade do
b . | _ PP A= — produto das diagonais.
' i : 2
' @ : ab
Demonstracdo: Cada tridngulo retdngulo tem area % E ao multiplicar por 4,
obtém-se: A= %b.
Trapézio: Possui dois lados opostos paralelos.
b
(b + (1). h A érca ¢ igual a metade
h A= — da soma das duas
2 bascs vezes a altura.
a

Demonstracdo: Vamos dividir o trapézio na figura a seguir em trés partes:

, hx , h.z b
areal = = area2 = h.b e area3 = =

Somando as trés areas, obtemos

& h.x+hb+h.z h(x+ 2b + z) 2
o — i _—_
2 2 2
A _h.(x+b+z+b) |h(b+a)
a 2 o 2 [
a
Exemplo: Vamos calcular a area das figuras a seguir.
a) b)
5cm '[_J
3cml'|l Scmi
|__i |
8cm 10cm
Solugdo: Trapézio. Solugdo: Paralelogramo.
(5+8).3 133 39 = >
- = = A= 10.5 =|50em*|].
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EXERCICIOS 10.8 ﬂ

1) Calcule a area dos quadrilateros a seguir:

a) 10cm b) T

8cm

8cm
15cm
Cl
c) i
3cm|
: 22cm
y "
1
12cm !
1
1
1 -
i
1 1
' 1
l 1
- 20cm >
1 1
1
e) f) 25cm
25cm
[3
g) h) I3
13cm
16cm
18cm 12cm g
5cm
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i)

13ecm

i~

ol

10

20cm

10m

30°

2) Mostre que o quadrilatero interno destacado é um

quadrado e calcule a sua area em fungdo de b e c.

3) Marque a alternativa incorreta.
a)Todo quadrado € um retangulo;
b)Todo retangulo € um paralelogramo;

c) Todo quadrado € um losango;

d)Todo quadrado € um paralelogramo;
e)Todo losango é um quadrado.

4)(ENEM) Um patio de grandes dimensdes vai ser revestido por pastilhas
quadradas brancas e pretas, segundo o padrao representado ao lado, que vai ser
repetido em toda a extensdo do patio.

As pastilhas de cor branca custam R$

8,00 por metro quadrado e as de cor preta,
R$ 10,00. O custo por metro quadrado do
revestimento sera de
a)R$ 8,20. b) R$ 8,40. c) R$ 8,60.
d) R$ 8,80. e)R$ 9,00.
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5)(ENEM) Um senhor, pai de dois filhos, deseja comprar dois terrenos, com
areas de mesma medida, um para cada filho. Um dos terrenos visitados ja esta
demarcado e, embora nao tenha um formato convencional (como se observa na
Figura B), agradou ao filho mais velho e, por isso, foi comprado. O filho mais novo
possui um projeto arquiteténico de uma casa que quer construir, mas, para isso,
precisa de um terreno na forma retangular (como mostrado na Figura A) cujo
comprimento seja 7 m maior do que a largura.

Para satisfazer o filho mais novo, esse senhor precisa encontrar um terreno
retangular cujas medidas, em metro, da largura e do comprimento sejam iguais,
respectivamente, a

a) 7,5 e 14,5.

b) 9,0 e 16,0. o 21m
c) 9,3 e 16,3. i 15m
d) 10,0 e 17,0.
e) 13,5 e 20,5. o = - 3m
X+ 7  15m
Figura A Figura B

6)(ENEM) Um fabricante recomenda que, para cada m2 do ambiente a ser
climatizado, sdo necessarios 800 BTUh, desde que haja até duas pessoas nho
ambiente. A esse numero devem ser acrescentados 600 BTUh para cada pessoa a
mais, e também para cada aparelho eletréonico emissor de calor no ambiente. A
seguir encontram-se as cinco opgbes de aparelhos desse fabricante e suas
respectivas capacidades térmicas:

Tipo I: 10 500 BTUh

Tipo II: 11 000 BTUh

Tipo III: 11 500 BTUh

Tipo IV: 12 000 BTUh

Tipo V: 12 500 BTUh

O supervisor de um laboratério precisa comprar um aparelho para climatizar o
ambiente. Nele, ficardo duas pessoas mais uma centrifuga que emite calor. O
laboratério tem a forma de trapézio retdngulo, com as medidas apresentadas na
figura. 3,8m

Para economizar energia, o supervisor devera

escolher o aparelho de menor capacidade térmica

que atenda as necessidades do laboratério e as

recomendacgdes do fabricante. 4m
A escolha do supervisor recaird sobre o

aparelho do tipo

a)I. b) II. c)III. d)IV. e)V. gl €
3m
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10.5. Poligonos

Definicdo 10.5.1 (simplificada): Poligono é uma figura plana limitada
(fechada) por segmentos de reta denominado de lados, em que cada extremo
desses lados sdo chamados de vértices, e cada vértice é encontro de dois e somente

dois desses lados.

Exemplos de poligonos:

Exemplos de figuras que nio sio poligonos:

E

Motivo: Figura ndo limitada (aberta) Motivo: Figura ndo limitada por retas (possui curvas)

Elementos: Vértices, lados, angulos internos, dngulos externos e diagonais.

Os lados sdo todos os segmentos de reta que formam o poligono.

Os vértices sdo os pontos de encontro dos lados.

Os angulos internos sio os angulos formados por dois lados consecutivos do
poligono internamente. Enquanto os angulos externos sdo formados por um lado
da figura e o prolongamento de um lado adjacente.

A diagonal de um poligono é um segmento de reta que une dois vértices ndo
consecutivos (nao adjacentes).

Veja esses elementos representados na figura 10.5.1 a seguir.
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Vértice

Lado

Diagonal

& /
Angulo externo &

Figura 10.5.1

Um poligono que possui todos lados congruentes € denominado de equilatero.
Se possuir os angulos internos congruentes, é equidngulo.

Definigdao 10.5.2: Denominamos um poligono equilatero e equiangulo de
poligono regular.

Quando um poligono é regular, acrescentamos a palavra regular ao seu nome.
As excegdes sdo os tridngulos que sdo denominados de equilateros e os retdngulos
regulares que sdao denominado de quadrados.

Alguns poligonos regulares e seus respectivos adngulos internos estdo a seguir.

A D i
90° 90°
60°
90° 90°
60° 60°
B C E F
TRIANGULO EQUILATERO QUADRADO PENTAGONO REGULAR HEXAGONO REGULAR

Definigdo 10.5.3: Um poligono pode ser convexo ou cdéncavo (ou nao
convexo).

¢ Convexo: Se todos os angulos internos forem inferiores a 180° (figura
10.5.2) ou todas as diagonais sdo internas ao poligono (figura 10.5.3).

¢ Ndo convexo: Se existir um angulo interno qualquer maior que 180° (figura
10.5.4) ou alguma diagonal externa ao poligono (figura 10.5.5).
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angulo maior que 180°

Figura 10.5.4

Nome dos poligonos:

De acordo com o nimero n de lados, os poligonos recebem nomes especiais.

Os mais utilizados sao:

Diagonal externa

Figura 10.5.5

N©° de lados Nome do Poligono N©° de lados Nome do Poligono
3 Triangulo ou trilatero 9 Eneagono
4 Quadrangulo ou quadrilatero 10 Decagono
5 Pentagono 11 Undecagono
6 Hexdgono 12 Dodecagono
7 Heptdgono 15 Pentadecdgono
8 Octdgono 20 Icosagono

Teorema 10.5.1: O numero de diagonais (d) de um poligono de n lados é

dado por:
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Demonstragcdo: Supondo que o poligono na figura a seguir possua n lados.
Partindo do vértice A é possivel tragar (n —3) diagonais, pois sdo n vértices menos
os vértices B e M (que ndo sdo diagonais) e o proprio A. O mesmo acontece com
os demais vértices, sempre é possivel tragar (n -3) diagonais (verifique!). Como

um poligono de n vértices possui n lados e cada vértice é possivel tragar (n -3)

diagonais, entdo, o total de diagonais é n. (n -3).

Entretanto, a diagonal AC = CA, AD = DA, AE
= EA,..., o que implica que a diagonal que
contamos em cada vértice, foi contada também em
outro vértice, em duplicidade. Desse modo, é
preciso dividir n. (n -3) por 2, demonstrando a

formula.

Exemplo: Qual o nimero de diagonais de um pentadecagono?
Solucgdo: Como o pentadecagono possui 15 lados entio, ele possui
15:(15—38) _15.12

B 2 T2

=15.6 = |[d =90 diagonais|

Teorema 10.5.2: A soma dos angulos internos de um poligono convexo é dado
por:

S; = (n-2).180°

Demonstracdo: Considere um poligono convexo de n lados, cujos vértices sdo
A, B, C, etc. Podemos tracar do vértice A, sempre n -3 diagonais, dividindo o

poligono em n -3+ 1 =n — 2 tridngulos. Veja dois exemplos:

Assim um quadrilatero pode ser dividido em 2 tridngulos, um pentagono em 3
tridngulos, um hexagono em 4 tridngulos, e qualquer poligono convexo de n lados

em n — 2 triangulos. Como todos os tridngulos sdo adjacentes, a soma dos angulos
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internos do poligono é a soma dos angulos internos de cada triangulo, ou seja, (n —

2).180°. Demonstrando o teorema.

Exemplo: Qual a soma dos angulos internos de um octégono regular?
Solucgao:
Um octégono possui 8 lados e a soma dos seus angulos internos é

S; = (8- 2).180° = 6.180° = 1080°.

Teorema 10.5.3: A soma dos angulos externos de um poligono convexo é
360°.

Se = 360°

Demonstracdo: Denotando como E,, E., etc., os dngulos externos do poligono
a seguir e I,, I, etc., como os angulos internos, temos

Ey, +I, +E.+I. +E;5+1I; +...

e+ E, + I, = n.180° =

S, + S; = n.180°

Como S; = (n- 2).180°, obtemos

Se + (n— 2)‘_.1800 = n.180° )

Se + m.180° — 2.1800 = n.1800 =

Se = 360°.

Exemplo: Calcule:

a) O valor de x abaixo.

Solugdo: O poligono é um hexagono (possui 6
lados), assim, a soma dos seus angulos internos
é
S = (6- 2).180° = 4.180° = 720°.

Somando os todos os angulos, encontramos
6x + bx = 6x & 120 + 100 =+ 3x= 720

20x +220 = 720

20x = 720- 220

500

20x = 500 = x= —- = [x = 25°]
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b) O nimero de diagonais do poligono acima.
Solugdo: Como o poligono possui 6 lados, basta utilizar n = 6 na férmula do

calculo do namero de diagonais,
n(n—3) 6.(6—3) 63 18

7] g o 2 ﬁ'

Resposta: 9 diagonais (confira na figura ao lado).

d =

2° exemplo: Confirme o valor do angulo interno de cada poligono regular

abaixo:
D G
90° 90°
90° 90°
60°
WA E F
TRIANGULO EQUILATERO QUADRADO PENTAGONO REGULAR HEXAGONO REGULAR

Solugdo: Como poligonos regulares possuem todos os 4angulos internos
congruentes (¢ cquidngulo), entdo dividiremos a soma dos angulos internos pecla
quantidade de vértices (que é o mesmo que o nimero de lados). Da seguinte forma:

e Para o tridngulo equilatero, temos n = 3. Assim,

S= (3-2).180° = 1.180° = 180".

Dividindo essa soma por 3, obtemos: 60°.

» Para o quadrado, temos n = 4. E assim,
5= (14— 2).180°=2.180°=3860°

Ao dividir a soma por 4, obtemos: 90°.

e Para o pentiagono regular, temos n = 5. O que nos leva a,
S'= (b= 2),180°=3.180° =54.0°,
Ao dividir por 5, da: 108°.

» Por fim, para o hexagono regular, temos n = 6 e dessa maneira,
S= (6= 2).180°=4.180°=720°

Dividido por 6, encontramos 120°.
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EXERCICIOS 10.9

1)Determine o valor de x nos casos:

a)

b) H

3z

100°

2x
L]
2x
x
2x
_|

2)Calcule o valor do angulo interno de cada poligono regular a seguir:
a) b)

3)Calcule a soma dos angulos internos de um:
a) Octégono convexo
b)Icosagono convexo

4)Qual o poligono convexo cuja soma dos angulos interno vale 90007

5)Qual o numero de diagonais de um undecagono?
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6)Calcule a medida de um &angulo interno de um

a) Icosagono regular
b) Poligono regular de 30 lados.

7)Determine x, nos casos.

a)

30°

8) Sabendo que o segmento AD é bissetriz do dngulo A, calcule x:
B

A b)

a)

120°

60° T 70° E

9) (UNIFESP) Pentdgonos regulares congruentes podem ser conectados, lado
a lado, formando uma estrela de cinco pontas, conforme destacado na figura:

Nestas condicdes, o angulo 8 mede
a) 108°. b) 72°. c) 54°. d) 36°. e) 18°.

10)(FAAP) A medida mais préxima de cada angulo externo do heptagono

regular da moeda de R$ 0,25 é:

a) 60° b) 45° c¢) 36° d) 83° e) 51°

19'403°q0q
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11)No triangulo WZV da figura, o angulo W & 100° e o angulo C, 40°. VE é
bissetriz e WF é altura. Calcule valor de x.

12) Em topografia a definigdo de angulo externo de em um poligono é diferente
da definigdo de &angulo externo na geometria. Na
topografia, o angulo externo somado ao angulo interno

angulo externo

mede 360°, conforme a figura. Mostre que a soma dos
angulos externos de um poligono na topografia é dado
por S = (n+ 2).180°, onde n é quantidade de lados do
poligono.

angulo interno

13) Um topdégrafo ao fazer um levantamento de alguns terrenos obteve junto

a estagdo total os angulos internos que estdo na figura. Calcule em cada caso, o
valor de 67?7

118.37°

60°30'50"

) d) 128°30'50"

144°35'40"

120°30'45"
99°35'40"

92°02'25" 98955'55"
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10.5.1. Area de um hexagono regular

Um hexagono regular é um poligono que possui 6 lados congruentes. Ao dividi-

o

= 5 . , 36 )
lo em 6 triAngulos, o angulo central de um dos triangulos é = 60° e os demais

(pela soma dos angulos internos) também. Assim, todos os tridngulos formados sao
equilateros. Veja as figuras:

Desta forma, para calcular a area de um hexagono regular, basta calcular a

area de um tridngulo equilatero apenas e multiplicar o resultado por 6.

Por exemplo: Vamos calcular a area de um hexagono regular de lado 4cm.

Solugao:

N
1653

4.4, 60°
A area de um tridngulo equilatero é: Ay = s;n = Ap = 43cm?|.

Apex = 6. Ay = 6.4V3 = | Ay = 243 cm?|

2° exemplo: Calcule a area de um hexagono regular de lado 10cm.

Solugao: A area de um tridangulo equilatero é:
VE

10.10.sen60° 100.=—
Ani= > = > 2 = |4, = 5vV3cm?

Apex = 6.Ap = 6.25V3 = |Aper = 150V3 cm?|
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10.5.2. Area de um octégono regular

Um octégono regular é um poligono que possui 8 lados congruentes. Ao dividi-

o

lo em 8 tridngulos, o dngulo central de um dos tridngulos é = 450,

Veja a figura: a

Como todos os tridngulos sdo congruentes (verifique!), é suficiente calcular a

area de um tridngulo apenas e multiplicar o resultado por 8.

Exemplo: Calcular a area de um octégono regular de lado 6cm.

Solugao:

Pela lei dos cossenos, temos 6cm
a? =b? + c? —2bc.cosA = 6% = x? + x? — 2x.x.cos45° =
36
36 = 22— VT)= = —— | >
a h '.
A area de um triangulo é:

x%.sen60°  x% 2 36 V2 (2+J2) 9(2VZ+2
Ay = = = Ltk - (4_2 )2AA=9(\/§+1).

2 4 22 4°@2+JD

A area do octégono regular é:

Ay = 72(N2 + Dem?

Ao =8.A, =892+ 1) >

De forma analoga ao octégono regular, podemos calcular a area de um
dodecagono regular. Ao dividi-lo em 12 tridngulos, o dngulo central de um dos

°

: , 36
tridangulos é =
12

acima, utilizando a lei dos cossenos.

30°. Para calcular sua area basta seguir os mesmos passos




10.6. Circunferéncia

Circunferéncia é ao conjunto de todos os pontos de um plano que estdo a
uma mesma distancia de um ponto fixo, denominado centro. Cada segmento de
reta que une o centro da circunferéncia a um de seus pontos é chamado raio(r).

O didmetro (d) é igual a duas vezes o raio (r):

raio (r)

de=u?u

raio (r)

“A razdo entre o perimetro C (ou comprimento)
de qualquer circulo pelo seu didmetro d é um
numero irracional constante representado por
m=3,14159...”

n=g |:> C =2nr

1

1

1

1

|
a
O
-]
3
)
I

1

1

1

1

1

O comprimento C da circunferéncia é a medida do perimetro da figura. E como

se pudéssemos abrir a figura e medir o seguimento formado. Veja a ilustracdo:

B
B
— e
T —5
C=AB
A B A A LA B

Exemplo: Vamos calcular o comprimento de uma circunferéncia de raio 10 cm.
Solugédo:

C=2nmr =C=2.1.10 = C=20mr cm.Usandom = 3,14 = |(C = 62,8 cm|.

A area de uma circunferéncia é dada por:

Demonstracgao:
Considere um poligono regular de n lados inscrito em uma circunferéncia. A

seguir, estdo dois exemplos paran =9 e n = 20 lados.
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Paran = 9. Para n = 20.

Observe que para um poligono de 20 lados, a diferenca entre a area da
circunferéncia e a area do poligono é quase nula. Nesse entendimento, podemos
considerar um poligono com um valor n de lados suficientemente grande (tdo
grande quanto se deseje), e assim, a area da circunferéncia coincidird com a area
do poligono inscrito.

Nesse sentido, como o poligono é regular, ele pode ser
dividido em n tridngulos (conforme a figura ao lado) e cada

b.r
tridngulo tem area -
Como sdo n tridngulos, a area do poligono, que

coincide com a area da circunferéncia, é dada por
4 b.r
=n—.
2

Entretanto, quando tornamos n suficientemente grande, o lado b do tridngulo

coincide com a circunferéncia, fazendo com que o perimetro do poligono (n.b)
torne-se o proprio comprimento da circunferéncia (C), ou seja, n.b = 2nrr. Além
disso, a altura r dos tridngulos torna-se o préprio raio. Substituindo essas

informacgdes na expressdo anterior, concluimos que:

A b.7”_2.7r.7”.7”2 p
=n. > = >

1° exemplo: Determine a drea de uma circunferéncia de raio 8cm.

r

Solugdo: A =nr? = A = 1.8% = A = 64ncm?.

Substituindo 7= = 3,14 , tem-se: [4 = 200,96 cm?|

2° exemplo: Determine o comprimento e a area do circulo abaixo.

Solugao:

C=2.m.3=6mcmou6.3,14 =|18,84cm|
A=m32=9mcm?ou 9. 3,14 =| 28,26cm?|
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3% exemplo: Pretende-se forrar com lajotas o piso de um compartimento em
forma circular de 4 metros de diametro. Quantos metros quadrados de lajotas serdao
necessdrios?

Solugdio: A =m.22 =[A=4amcm?|lou A=4.3,14 = [A = 12,56cm?]|

4° exemplo: (ENEM 2010) Uma metalldrgica recebeu uma encomenda para
fabricar, em grande quantidade, uma pega com o formato de um prisma reto com
base triangular, cujas dimensdes da base sdo 6 cm, 8 cm e 10 cm e cuja altura é
10 cm. Tal pega deve ser vazada de tal maneira que a perfuragdao na forma de um
cilindro circular reto seja tangente as suas faces laterais, conforme mostra a figura.

O raio da perfuragdo da pega é igual a
a) 1 cm. 6em scm
b) 2 cm.
c) 3 cm.
d) 4 cm.
e) 5 cm. 4

\
TS
/
A\
.
N ‘;f”
!
/
f {
!
i
I

Solugdo: Na parte superior do prisma, temos o seguinte triAngulo que foi divido em
trés outros tridngulos, cujas bases sdo 8cm, 6¢cm, 10cm. Como a circunferéncia é tangente

aos trés lados, o raio é perpendicular a cada lado, ou seja, os triAngulos tem altura r.

10cm

A area do tridngulo maior é igual a soma das trés areas de cada tridngulo menor

6.r 8.r 10.r
—_— =3r+4r +5r =4 =12r|(1).

A== T
Entretanto, a 4rea também pode ser calculada usando a férmula de Heron,
a+bt+ec ©4+8110
- 5 = 5 =
A=\/plp—a)p—b)(p—c)=> A=/12(12—6)(12 —8)(12 — 10)
A=+12.6.4.2 =576 = [A=24](2).

Igualando (1) e (2), encontramos

24
12r=24 = r=p7>= [ =2cm]

12

Resposta: letra b.
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10.6.1. Area de um setor circular

360° —» ©r? (4rea do circulo)
qX —> Asetar
nri.a
Asetor = W

Exemplo: Calcule a area do setor circular abaixo.

Solugdo:
360° —— nr? (area do circulo)
110° —>  Ageror
s 74110 m.49.110
Asetor = 360 = 360 = 3,14 .14,97 =
.

10.6.2. Area da coroa circular

Acoroa = Acirculo maior — Acirculo menor

Exemplo: Se R = 4cm e r = 2cm, entao

Apnrse =B RE—B® =542 — 2%) = 5. C16—4) = |Arua=— 12mom® |

Todas as figuras dos exemplos a seguir, apresentam curvas referentes a
circulos combinadas com poligonos de uma forma geral (ja conhecidos), cujas
operacdes, soma ou subtracdo (ou proporcdo) de areas, dependem da forma em
que se apresenta a figura.
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1° exemplo: Calcule a area da regido sombreada (destacada em cinza) nos
seguintes casos:

Solugao:

a) 2cm
C = 2nrem —— > nr? (4rea total do circulo)

‘ 2cm > Asetor
V22 >
b)
6cm 6cm
60°

Solugao: Precisamos do raio do semicirculo. Como o tridngulo na figura é is6sceles,
os dois angulos da base sao iguais, denominando de Xx, temos

x + x + 60° = 180° =

Assim, o triangulo é também equilatero (outra forma de

constatar é usando a lei dos cossenos).
Perceba que o raio do semicirculo é a metade do lado do Aa

i , L , 6cm
triAngulo. Desse modo, r = 3cm e area do semi-circulo é a 60°

metade de mtr?,

nr2 w32 91T
B = w = AS=Tcm

Ay =

A area do triangulo é

a.b.sen60°  6.6./3 36.4/3
A, = = =——= =| Ay = 9V3cm?|

Somando as duas areas, encontramos

9(m+2vV3)
=Tcm 5

97
A= A+ AA:7+9\/§:> A
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<)

2cm

--—— 2cm —

i,
Solugao: Como o poligono é um quadrado, cada regiao representa % do circulo

completo de raio 1cm.

Area do quadrado é 2x2 = 4 cm?.

\
As quatro &reas somadas representam o circulo

completo, isto &,

Ap= A1+ Az + Az + Ay = nr® =m.1% = [4, = m cm?]

A area da parte sombreada é a area do quadrado menos

a area do circulo, o que nos da

|A = (4 —m)cm? |

d)

Solugao: A area do hexagono regular é dada por
5.55en60°

‘
Apper = 6.——— = | Ao = 75V3cm?| .
A area do circulo é A

Ay = m? =5 = [, = 25w o]

A area da parte sombreada é a area do circulo menos a

‘

area do hexagono regular, isto é

V3 25(2m — 3v3
A= Ay — Apey =25m—75.— =|A= %cmz.
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EXERCICIOS 10.10

1)Determine o comprimento e a area das circunferéncias abaixo:

| . | .
2)Calcule a area e o perimetro do semicirculo abaixo:

( : 20cm

3)Qual o raio de um circulo que possui, aproximadamente, 12,56cm? de area?

4)(UFAL) Na figura abaixo tem-se um circulo inscrito em um tridngulo reténgulo
cujos lados medem 9cm, 12cm e 15cm.
A medida do raio do circulo, em centimetros, é
a) 2,4

b) 2,5

c) 3

d) 3,2

e) 4 \

5)Y(ENEM 2010) A ideia de usar rolos circulares para deslocar objetos pesados
provavelmente surgiu com os antigos egipcios ao construirem as pirdmides.

Representando por R o raio da base dos rolos cilindricos, em metros, a
expressdo do deslocamento horizontal y do bloco de pedra em fungdo de R, apds o
rolo ter dado uma volta completa sem deslizar, é
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a)y = R.

Interbits®

b) y = 2R.
c)y = mR.
d) y = 2nR.
e) y = 4nR.

6) Uma propriedade usa um sistema de irrigagdo denominado pivé central.
Esse sistema gira 360° por toda a plantagdo em torno de um ponto central. Sabendo
que o brago acoplado ao pivé central possui 150m, qual a area abrangida pela
irrigagdo desse sistema?

7)Calcule, em cada caso, a area da regido sombreada (destacada em cinza)
sabendo que o raio da circunferéncia é de 6 metros.

a) b)

8)Calcule, em cada caso, a area da regido sombreada (destacada em cinza)

10cm
a) b)

9)Calcule, em cada caso, a area da regido sombreada (destacada em cinza),

')

sabendo que o poligono da figura é:
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a) Um quadrado b) Um retangulo

\ ‘ o
|

c) Um tridngulo equilatero de lado 3cm d) um tridngulo equilatero de lado 8cm

o\

e) Um quadrado f) Um hexagono regular de lado 10cm

O

10)Calcule a area da figura abaixo, sabendo que o poligono € um quadrado.

4cm

11)Calcule a area da parte escura, sabendo que o circulo maior possui didmetro
12cm.
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a) b)

12) Um bode foi amarrado em um cercado retangular que possui em sua volta
um capinzal, conforme a figura. Se a corda em que o bode foi preso mede 6 metros,
qual a drea maxima de capim que o bode pode alcangar para se alimentar?

3m Cercado

4m 1=

13)Nos paises em que se adota o sistema métrico, o didmetro ou a
circunferéncia de uma &arvore sao tomados a altura do peito (1,30 m), e por esta
razao denominada de DAP (diametro a altura do peito) ou CAP (circunferéncia a
altura do peito).

Fonte: (SILVA e NETO, 1979)

Como a secgao transversal do tronco se aproxima da forma circular, para
propdésitos praticos, usamos as mesmas férmulas para uma circunferéncia perfeita.
Nesse contexto, calcule:

a) A relacao entre a DAP e a CAP?
b) A drea da secgao transversal de uma arvore em fungao da DAP.

14)(ENEM) Pivd central € um sistema de irrigagao muito usado na agricultura,
em que uma &rea circular é projetada para receber uma estrutura suspensa. No
centro dessa area, ha uma tubulagdo vertical que transmite agua através de um
cano horizontal longo, apoiado em torres de sustentagao, as quais giram, sobre
rodas, em torno do centro do pivé, também chamado de base, conforme mostram
as figuras. Cada torre move-se com velocidade constante.

Um pivd de trés torres (T1, T2 e T3) sera instalado em uma fazenda, sendo
que as distancias entre torres consecutivas bem como da base a torre T1 sdo iguais
a 50 m. O fazendeiro pretende ajustar as velocidades das torres, de tal forma que
o pivo efetue uma volta completa em 25 horas. Use 3 como aproximagao para Tr.
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Para atingir seu objetivo, as velocidades das torres T1, T2 e T3 devem ser, em
metro por hora, de
a) 12, 24 e 36.
b) 6, 12 e 18.
c)2,4e6.
d) 300, 1200 e 2700.
e) 600, 2400 e 5400.

15)(ENEM) Uma empresa de telefonia celular possui duas antenas que serao
substituidas por uma nova, mais potente. As areas de cobertura das antenas que
serdo substituidas sdo circulos de raio 2 km, cujas circunferéncias se tangenciam
no ponto O como mostra a figura:

O ponto O indica a posigdo da nova antena, e sua regido de cobertura serd um
circulo cuja circunferéncia tangenciara externamente as circunferéncias das areas
de cobertura menores.

Com a instalagdo da nova antena, a medida da area de cobertura, em quildmetros
quadrados, foi ampliada em quanto?

a) 8m. L i \;ﬁ Area de cobertura
b) 1211, Nova antena
C) 16m.

d) 32m.

e) 641, Area de cobertura [o) Area de cobertura

Antena 1 Antena 2
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11. FUNCOES TRIGONOMETRICAS

Estudamos a trigonometria com as definicdes de seno, cosseno e tangente de
angulos em tridngulos. Nesta unidade, ampliaremos e aplicaremos essas definicdes
em uma circunferéncia. Esses estudos iniciais serdo a base para o desenvolvimento
das funcgdes trigonomeétricas, conteido que possui varias aplicagbes em diversas
ciéncias, além da matematica, principalmente na modelagem de fendémenos

periddicos.

11.1. Elementos iniciais

A seguir estdo alguns elementos da circunferéncia ja conhecidos e outros que

podem ser importantes.
Elementos (ver figura 11.1.1):

e A : centro da circunferéncia;

e AB = r: raio da circunferéncia;

e LD = d: didmetro da circunferéncia;
e EF : corda da circunferéncia;

e HI : arco da circunferéncia;

e JAG = «a: angulo central.

e C : comprimento da circunferéncia.

Figura 11.1.1

11.2. Unidades de medidas de arcos

As unidades que iremos usar para medir arcos (ou angulos) sdo: o grau, ja
conhecido, e o radiano.

Definicdo 11.2.1: Arco de 1rad (um radiano) € um arco unitario cujo
comprimento é igual ao raio da circunferéncia.

Aplicando uma regra de trés simples a partir dessa definicdo, temos:

lrad ————»
T e T =rx=2mnr.1rad = [x= 2nrad].

x pem T e 2.
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Isso significa que uma circunferéncia completa (360°) equivale a 27 rad.

Por simplicidade, nos cédlculos de transformacfes de unidade de medidas, seja
para transformar um arco que estd em graus em radianos ou um arco em radianos
em graus, utilizamos a equivaléncia de sua metade, ou seja, 180° equivale a © rad.

Exemplo: Vamos transformar 30° em radianos:

Solugdo: Comumente, utilizamos uma regra de trés.

180 ——  » 307 T
ey e iE el = 180x=30nrrad = x=— = |x=—=rad|
300 =t S B 180 6

209 exemplo: Vamos transformar 220° em radianos:

Solucdo:
180° ————————» mwrad 220m 11
T = 180x =220mrrad = x=—— = |x =— rad|
2200 " g x 180 9

77T
3° exemplo: Vamos transformar ry rad em graus:

Solugdo: A regra de trés é a mesma, apenas muda a posi¢do de x que fica abaixo de

180°.
180° ——> . 7R 1260
a0 T riad > =180 = x=—"— = =140
> T
X Trud

40 exemplo: Quantos graus possui 1 rad?
Solucdo:
180° —— T rad ‘

X - » lrad
180 il [x = 57,32°]
g = = = = Xx = ©
X x p- 3 14 [x = 57,32°]
Ou se preferir: 0,32 X 60’ = 19,2 minutos; 0,2 X 60” = 12 segundos = 57°19’12".
Isso significa que um arco do tamanho do raio de uma circunferéncia, mede
57°1.9%1:2%,

1rad=r

50 exemplo: Qual o menor dngulo formado entre os ponteiros das horas e dos
minutos de um reldgio, quando este marca 10h30min?

Solugao: Uma volta completa de um relégio corresponde a 360°. Como o mostrador

o

é dividido em 12 partes (12 horas), cada parte equivale a = 30°. As 10h30min, o

ponteiro dos minutos esta exatamente sobre a marca 6, e da marca 6 a marca 10, temos 4

partes que equivale a 120° (ver figura). O valor do deslocamento x, do ponteiro das horas,
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é proporcional aos minutos e pode ser calculado usando a
seguinte regra de trés simples:

30min -7 0 x

900
60x =30.30 = x =" =[x =15°]

Assim, o menor dngulo entre os ponteiros é 120 + 15
= 135° e o maior é 360° — 135° = 225°.

6° exemplo: De acordo com a figura abaixo, qual o valor do dngulo BAC?

Solugdo: A circunferéncia completa possui

23cm comprimento C=2.1t.7. Como r = 5cm e m= 3,14,
temos que C = 2.(3,14).5 = 31,4 cm. Assim, BC =314 -
23 = 8,4cm.
31,4cm —~—————=»> 2mrad

8,4cm __’—_, x
52,75

31,4x =8,4.2.3,14 = x= 314 =|x = 1,68 rad|

| EXERCICIOS 11.1 [|

1) Em cada item, expresse a medida em radianos:

a) 45° c) 720
b) 330° d) 10

2) Em cada item, expresse a medida em graus:

2 d c) i d
a) 5 Ta 18ra

b) grad d) 3rad

3) De acordo com a figura a seguir, qual o valor do 4ngulo BAC em radianos,

sabendo que BC mede 3cm?
10cm
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4) Qual o menor angulo formado entre os ponteiros das horas e dos minutos de
um relégio, quando este marcar:
a)9h15min
b)11h45min
c) 7h35min

5) (UFSCAR-SP) Se o ponteiro dos minutos de um relégio mede 12 centimetros,
o nimero que melhor aproxima a distdncia em centimetros percorrida por sua
extremidade em 20 minutos é: (considere T = 3,14)
a)y37,7 cm. b)25,1cm. ¢c)20cm. d)l12cm. e)3,14 cm.

6) (UNESP) Em um jogo eletronico, o "monstro” tem a forma de um setor
circular de raio 1 cm, como mostra a figura.
A parte que falta no circulo é a boca do "monstro", e o angulo

de abertura mede 1 radiano. O perimetro do "monstro", em cm, 1 rad

P

é:
a)ym—1. b)mr+1 c)2r—1. d)2m. e)2rm+1.

7) (UFLAVRAS) As 11 horas e 15 minutos, o d&ngulo « (figura abaixo) formado

pelos ponteiros de um relégio mede: o

Q. 12 o

a)oo0° il ! Y
-2 Ay

b)112°30' 10 “S‘ @
C) 82°30' $9 3¢
d)120° 8 4y
e)127°30' 7 5

<. 6 &

8) (UEL) Os primeiros relégios baseavam-se no aparente movimento do Sol na
abdéboda celeste e no deslocamento da sombra projetada sobre a superficie de um
corpo iluminado pelo astro. Considere que: a
Terra é esférica e seu periodo de rotagdo é de
24 horas no sentido oeste-leste; o tempo

gasto a cada 15° de rotacdo é de 1 hora; o / .-“\\ 'h,

tridngulo Brasilia/Centro da Terra/Luzaka K CENTRO,DA TERRA; \{\J

(Zambia) forma, em seu vértice central, um J ! ,'75“’\"‘\--:'.

angulo de 75°. \\__ .." LUSAKA
A hora marcada em Luzaka, num relégio Bm;i'u;'

solar, quando o sol esta a pino em Brasilia é
(dica: sol a pino equivale as 12h):
a) 5 horas. b)9 horas. <¢)12 horas. d)17 horas. e)21 horas.
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11.3. Ciclo trigonométrico

Ciclo trigonométrico ou circunferéncia trigonométrica é toda circunferéncia de
raio unitario (r = 1) disposta em um plano cartesiano, cujo centro coincide com a

origem do sistema (0,0), consoante a figura 11.3.1 seguinte.

(0,1)
Anti-horario (+)
[} 1
“1.0/[ .3 (1,0

| €T

mn v /
/ Horario (-)

(0,-1)

Figura 11.3.1

Onde I, II, III e IV sao respectivamente: 1° quadrante, 2° quadrante, 3°©
quadrante e 4° quadrante.
O sentido positivo é o anti-horario e o negativo é o hordrio.

Os principais arcos do ciclo ficam assim dispostos (figura 11.3.2):

yl

°ou — rad

0° ou O rad
180° ou 7 rad

-1
\ 360° ou 27 rad

Figura 113.2

270° ou > rad

Como o raio do ciclo trigonométrico é unitario, a medida de um arco em

TC
radianos e seu comprimento é igual. Dessa forma, podemos denotar ; rad por

T
apenas ; (sem o rad).

Veja como exemplos de representagdo no ciclo trigonométrico, os arcos de 60°
(figura 11.3.3), 2400° (figura 11.3.4), -30° (figura 11.3.5) e -1200° (figura 11.3.6).
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o
60°
ou, 3

N
v

Figura 11.3.3 Figura 11.3.4

\ )
| y

2m
—120° —
ou —

4

Figura 11.3.5

Figura 11.3.6

Perceba ainda que os arcos de 2409 e -120° possuem mesmo ponto de
representagao, mesma extremidade, por esse motivo sdo denominados de arcos

coéngruos, assunto da subsegdo seguinte.

11.3.1. Arcos congruos

No ciclo trigonométrico, ha arcos maiores que uma volta ou arcos negativos
que possuem a mesma extremidade, ou seja, sdo congruentes entre si. Além disso,
esses arcos negativos sao congruentes a um outro arco positivo menor (ou igual) a
360°. A esse uUltimo arco, denominamos de 12 determinacio positiva.

Todos os arcos céngruos podem ser representados pela expressdo a + k.360°
oua + k.2m (k € Z ), onde a € um arco céngruo.

Exemplos:
o k

1) 4800 = 1200, pois 120° + 1. 3600 = 4800°.
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a k a k
2) 10500 = 690° = 330°, pois 330° + 2.360° = 1050° e 330° + 1.3600 =
690°.
3) -250° = 1109, pois -250° + 3600 = 110° (12 determinagdo positiva)
a k
4) -1380° = -300° = 60°. Pois —300° - 3. 3600 = -1380° e -300° + 360° =

600°.
Onde a = -300° e 60° sao arcos congruos e 60° é a 12 determinacao positiva.

Utilizando radianos, temos

a=—300° 60°
-1380° = —Tn = —STT[— 3.2m = 3 + 2 = 3 (12 determinacao positiva).
Representacao no ciclo:
1) 2)

480°

jan
-

3) 4)

N :

/ il
_//‘\ 1050°

)

—250°

110°
60°

g w

Um método pratico para encontrar um arco cbngruo, consiste em utilizar o

4

resto da divisdao por 3600°.
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Exemplo: 4122° = 41229| 3600
-3960 11

162° (1° det. positiva) = [162°+ k.3607

Para valores de k inteiros podemos encontrar varies arces céngruocs a 4122° usando
a expressio 162° + k.3600.

Para k =1 = 162°+ 1.360° =522°

Para k = 2 = 162°%+ 2.360° =882°

Para k = 5 = 162°%+ 5.360° =1962°

—198° 162°
Para k = —1 = 162°%— 1.360° =—198° / \
Para k = —4 = 162°%9— 4.360° =—1278° k *
Veja uma representacdoparak = 0Oek = -198°

—1 na figura ao lado.

20 exemplo: -2448° = -2448°| 360°

2160 6

-288° (1° arco céngruo) = [—288°— k. 360°]
Para k = —1 = —288°+ 1.360° =72° (12 determinacio positiva).
Para k =1 = —288° —1.360°=—6487.

441t 42w 2m 0 2K 2t [2m
3%exemplo:—=>—+— = l4dn+—=|— + k.2m|
3 3 3 3 3
Ii EXERCICIOS 11.2 il

1) Represente o arco no ciclo trigonométrico e determine o quadrante em que
esta localizada a extremidade.

o 5
a)265 o ==
9
b)-3550 —770
d)y ——

2) Em cada arco a seguir, calcule a 138 determinag&o positiva e a expressédo o +

k.360° ou @ + k.27 (comk € Z ).

a)13010 117
) —=Z
4
b)-74350 e
d) T
18

3) (UFC-CE) Dois arcos trigonométricos sdo cbngruos se, e somente se,
tiverem a mesma extremidade. Qual das medidas abaixo € um arco céngruo ao arco
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5 R T
trigonometrico de Fl rad?

22T 6TC 8T 291 13T
a)y—rad b)—rad c¢)—7rad d)—rad e) —rad
7 7 7 7 7

4) (UFRGS-RS) Qual é a expressdo geral, em radianos, dos arcos com

extremidades nos ponto indicados (k € Z)?

3T 3T 3T k Tt Y
ay—+2kmn b)—+km c)—+—m d)—+km

4 4 4 2 4 M,

135°

M,

5) A roda de uma motocicleta girou 114459 e parou. Sabendo que o raio da

roda é igual a 30cm, qual a dessa distancia percorrida (use 3,14 para m)?

11.4. Seno, cosseno e tangente no ciclo trigonométrico

As razdes trigonométricas seno, cosseno e tangente em um tridngulo retangulo
serao aplicadas agora no ciclo trigonométrico.

Sendo a o dngulo central, temos

Y
1
Cateto oposto b
P sena =—p—————=2=">b = [sena = b]
______ hipotenusa 1
17
b 1
o 1 xr
1 - Cateto adjacente a
! a cosa =~ =Z=a = [cosa=al
hipotenusa 1
-1

Portanto, sena corresponde a projegdo do ponto P sobre o eixo y (valor de b)
e cosa corresponde a projecdo do ponto P sobre o eixo x (valor de a). Assim sendo,
a depender de qual quadrante se encontra o arco o (ou o ponto P), o sinal de sena

e cosa podem ser positivos ou negativos. As ilustragoes a seguir mostram,
respectivamente, os sinais do seno e do cosseno de acordo com o quadrante.
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SINAL DO SENO DE ACORDO COM O QUADRANTE

y(seno) 90°u ; rad
n |
+ b + 0° ou 0 rad
180° ou 7 ra
z(c
= B - 360° ou 27 rad
n v
270° ou 3% rad

SINAL DO COSSENO

y(seno)

DE ACORDO COM O QUADRANTE

90°u g rad

0°ou 0 rad

z(cosseno)

n
180° ou 7 razi\/<
a
m

360° ou 27 rad

v

270° ou 37" rad

Quanto a tangente, podemos considerar uma reta t paralela ao eixo y e

tangente ao ciclo trigonométrico, conforme a figura a seguir.

/ trian

x

que

Aplicando as razoes de semelhanga de

gulos, vemos que
b c b
—===|c = —|
a 1
Como sena = b e cosa = a, concluimos

b sena

C

a cos o

- [=tea}

Dessa forma, o valor do segmento ¢ é o valor da tangente de a.

Se ¢ estiver acima do eixo x, o valor da tangente de a sera positivo e se estiver

abaixo do eixo x, sera negativo. O que implica que o valor da tangente sera positivo,

para arcos nos quadrantes impares, e negativo, para arcos nos quadrantes pares.

Veja a ilustragao na figura seguinte.
Outra forma de verificar o sinal da
tangente é analisando o jogo de sinais

de sena e de cosa na férmula

sena
cosa’

tg a =

Exemplo: Se «a estiver no 4°

quadrante, o sen a serd negativo e o
cos a sera positivo, entao a tangente

sera

tg a = — (negativa).

+
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11.4.1. Angulos notaveis no ciclo trigonométrico:

A seguir estdo os dngulos notaveis 309, 45° e 60°, e 0s seus respectivos valores
de seno, cosseno e tangente, representados no ciclo trigonométrico.

E

19
ARCO DE 30° ou E ARCO DE 45° ou

™
30°
ou =

/ tg 45°=1
tg30° = “33 =~ 0,577

Obs. : \f = 0,707

A

ARCO DE 60° ou — ? 90%u 7 rad

1
0° ou 0 rad
180° ou 7 ra
1 x
_l\q
-1

60° ou ~

~
w
(&)

V3=

360° ou 27 rad

x 270° ou 37"rad
sen o«
[od sen o cosa [tga =
Ccos
0% ou 0O
0 1 0 (zero)
(360° ou 2m)
™
) ) 90° ou — g | 0 a (nao existe)
Outros valores imediatos para 2
& o &
seno, cosseno e tangente no ciclo e oo g - i
. P ~ 31
trigonométrico, estdo na tabela ao lado. 270° ou T = 0 A (nao existe)

11.5. Reducao ao 1° quadrante

Existem arcos que ndo estdao no 1° quadrante e que possuem 0S MesMosS
valores, em moédulo (desconsiderando o sinal), dos dngulos notaveis 300, 45° e 60°.
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A verificagdo dessa equivaléncia € denominada de reducdo ao 1° quadrante.

Na figura a seguir, os arcos P;, P, e P; possuem em mddulo os mesmos valores
de seno, cosseno e tangente do arco P que esta no 1° quadrante.

Assim, ao saber o valor de seno, cosseno e
tangente do arco P, saberemos os valores de seno,
cosseno e tangente dos arcos P, P, e P; (e vice-versa),
restando apenas verificar os sinais de cada um.

Para saber qual é esse arco P, usamos os

conhecimentos de geometria plana, que resultam em
uma férmula que varia de acordo com o quadrante. E
0 que veremos a seguir.

11.5.1. Reducgao do 2° para o 1° quadrante

Pela figura 11.5.1.1, o arco a que esta no 2° quadrante, tem os mesmos valores
de seno, cosseno e tangente do arco 180° — ¢ (ou m— a ) do 1° quadrante, com
0s seguintes sinais:

sena = +sen(180° — «a) ou sena = +sen(m — a)

cosa = —cos(180° — a) ou cos a

—cos(m — a)

tga = —tg(180° — a) ou tg a

~tg(n — a)

Observe pelo ciclo trigonométrico representado na figura 11.5.1.2, que um arco
no 2° quadrante possui seno positivo, cosseno e tangente negativos.

A

y (seno)

sen

X (cosseno)

Figura 11.5.1.1 Figura 11.5.1.2
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11.5.2. Redugao do 3° para o 1° quadrante

Qualquer arco a que esteja no 3° quadrante, tera os mesmos valores de seno,
cosseno e tangente do arco a— 180° ou a— m do 1° quadrante, porém, com o0s
seguintes sinais (ver figura 11.5.2.1):

sena = —sen(a — 180°) ou sena = —sen(a — m)
cosa = —cos(a — 180°) ou cosa = —cos(a — m)
tga = +tg(a— 180°) ou tga = +tg(a— )

Observe pelo ciclo trigonométrico na figura 11.5.2.2, que um arco no 3°
quadrante possui tangente positiva, seno e cosseno negativos.

A

Y‘ y (seno)
P
|
tg
a r o - 180 &
a-180 2 x (cosseno)
sen
1]
P,
Figura 11.5.2.1 Figura 11.5.2.2

11.5.3. Reducao do 4° para o 1° quadrante.

Pela figura 11.5.3.1, qualquer arco a que esteja no 4° quadrante, tera os
mesmos valores de seno, cosseno e tangente do arco 360° — a« ou 2m— o do 1°
quadrante, no entanto, com os seguintes sinais:

sena = — sen(360° — a) ou sena = — sen(2n— a)
cosa = +cos(360° — a) ou cosa = +cos(2m — a)
tga = —tg(360° — a) ou tga = —tg(2m — a)

Observe pelo ciclo trigonométrico na figura 11.5.3.2, que um arco no 4°
quadrante possui cosseno positivo, seno e tangente negativos.
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A .

y (seno)

360°- o
o /‘ !
\J 360°- o

x (cosseno)

M

|
1
1
1

Py N

Figura 11.5.3.1 Figura 11.5.3.2

Exemplo: Verifique os sinais do seno, cosseno e tangente dos seguintes arcos.
a)l3ie
Solucgdo: Esse arco esta no Il quadrante, logo possui seno positivo, cosseno negativo

e tangente negativa.

b)2770
Solucdo: Como esse arco esta no IV quadrante, ele possui seno negativo, cosseno

positivo e tangente negativa.

19Tt Dica: Se tiver dificuldade em saber qual o
c) 18 rad quadrante que se encontra um arco em
radianos, converta-o para grau.
Solucgdo:
180 ———» mrad i 197 3420
Sl e = n/x = 180.—= = x =" =[x =1907}
x T P> ___rad

18
O arco a = 190° esta no Ill quadrante e desse modo possui seno negativo, cosseno

negativo e tangente negativa.

20 exemplo: Calcule os valores de seno, cosseno e a tangente de:
a)1l50°
Solugao: O arco a = 150° esta no Il quadrante, logo tem os mesmos valores de seno,

cosseno e tangente de 180° — o com os seguintes sinais

1 1
sen 150°= sen(180° — 150°) = sen 30° = E: sen 150° = >t
3 3
cos 150°= —cos(180° — 1509 = —cos 30°= —gz cos 150° = — \/—2_
V3 V3
tg 150°= —tg(180° — 150" = —tg 30°= ——"=|tg 150 = — —|

| 122



FUNCOES TRIGONOMETRICAS

b)1020°
Solugao: Vamos dividir 1020° por 360° 10200 |3600°

-720 2
300°
Oarco 300°écdngruo a 1020 ° e esta no IV quadrante. Logo, tem os mesmos valores

de seno, cosseno e tangente de 360° — o, ou seja, de 360° — 300° = 60°, porém, com 0s
seguintes sinais

3
sen 1020° = —sen 60° = |sen 1020° i

= Tt

c0s1020° = cos 60° = |cos 1020° =

1
St

tg 1020° = —tg 60° = |tg 1020° = —\/§|.

51T
c)— rad
4

T
Solugao: Como arco o esta no Il quadrante, ele possui os mesmos valores de seno,

51 T i
cosseno e tangente de oo — 1, ou melhor, de ——m = T (equivale a 45°). Mas, com os
seguintes sinais:

5 T 5 VZ
Sen T = —sen Z = |sen T = _—2
5m T 5m N2
coS T = —COSZ = |cos T = —7
Bm T 51
tg T =tg Z =|tg T — L

3° exemplo: Resolva as equagdes em R.

a) cosx = L
T2

1 TC
Solugao: O arco cujo cosseno é Eno I quadrante é o = E 0os quadrantes cujo cosseno

é negativo, sdo os quadrantes Il e IIl. Aplicando as duas reducdes, encontramos:

— Do 22 para o 12 quadrante: T - a=% =a=117—% = a=2?n (120°).

- Do 32 para o 12 quadrante: o — 1T:§=>OL:§+T[ :>cx=4TT[(24O°).

Como os arcos apresentam o mesmo valor de cosseno para mais de uma volta, a
o 2T 4Tt
solucdo éS = {x ER| x =% + 2k BH + 2kmn} (k € Z).

b) sen(x + %) =£

2

Solugao: Verificando os quadrantes em que o seno é negativo (11l e IV) e aplicando
areducdo ao 12 quadrante, temos para k € Z, que

x = — + 2km|

o B T 7k 2B T % e
—=— =[x = m + 2kn] —=— -

Ambas sdo solucdes para a equacdio.
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| EXERCICIOS 11.3 I

1) Calcule os valores de seno, cosseno e tangente dos seguintes arcos:

o 7
a)330 ot
4
= 35T
b)-870° d) -

2) Calcule o valor das expressdes abaixo:
sen 540°+cos 450°+tg765°
tg180°+cos 360°+sen90°

sen 270°+cos 1800°+tg0°
tg1260°+cos(—45°)+sen135°

3) Resolva as equagles em R.

-3

a)sen 2x = —
2

b -3
b -_— )=
Ycos (x - ) >

-1

c)7 + send4x = -1

4) (UEL) Dos numeros a seguir, o0 mais proximo de sen5° é
a) 1 b) 1/2 c)0 d)-1/2 e) -1

5) (UFLA - MG) A figura MNPQ é um retadngulo inscrito em um circulo. Se a

T
medida do arco AM é Z rad, as medidas dos arcos AN e AP, em radianos,

respectivamente, sdao:

.S
°
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6) (UFRGS) No circulo trigonométrico da figura abaixo, tem-se a = 120°. O valor
de OA .0OB é:

y
1 1 vZ V3 V3 ot
Nz Pi 97 D 9% BN
f \
| 0 |

za
e
>

7) (FATEC) Sobre as sentencas:

I) sen40°<sen50°
II) cos190°>cos200°
III) tg60° = tg240°

E correto afirma que somente:
a) I é verdadeira
b) IT é verdadeira
c) III é verdadeira
d) I e II sdao verdadeiras
e) I e III sao verdadeiras

8) Os conceitos de azimute e rumo s3o bastante utilizados em topografia, e
tem aplicacdo similar ao ciclo trigonométrico. O azimute (Az) é o dngulo formado
entre o Norte e o alinhamento, variando de 00 a 360° e é contado no sentido
horéario. Enquanto que o rumo (R), € o menor angulo formado entre a linha Norte e
Sul e o alinhamento. Em alguns casos, sdao congruentes. Ver as figuras a seguir.

N N

Az=R=70°

\Az =2000 | L
o 0
4

R=20°

(72]

]

Um topégrafo, utilizando uma estagao total, identificou um azimute de 1220,
Calcule o rumo acusado na estagao.
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11.6. Funcgodes circulares

Existem varios fendmenos na natureza que sdo periddicos, isto €, se repetem
sempre ap6s o mesmo intervalo de tempo. As ondas do mar, a propagagdo do som
e da luz, o ciclo respiratério (inspiragdo e expiragdo), a safra e entressafra de um
cultivo, etc., sdo excelentes exemplos de fendmenos periddicos.

~

A AN L WA W.W. W, \
RS AL VAR VAR VAR Y.

Sinal periodico Sinal ndo -periddico

Eventualmente, fendmenos peridédicos podem obedecer a uma determinada

fungdo matematica, como a funcdo seno e a fungcdo cosseno, a seguir.

11.6.1. Fungao seno
A fungdo seno é uma fungéo f: R — R definida por f(x) = senx. Veja o grafico

para x € [0,2n] abaixo:

Yy

s
T -

3
1
(Ui T S

\ /.

€T

2
1
2

N
ol

V2
e i

ﬁ/: ____________________________________________
2

= , s 31T
A fungao seno é crescente para 0< x <— e — < x < 21 e decrescente para ;

31
€ x < =,
2

Veja o grafico para valores estendidos de x:
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O grafico da fungdo seno é chamado de senoide ou onda senoidal e possui os
seguintes elementos: periodo, amplitude e conjunto imagem.

O Periodo (P) de uma oscilagdo é o tempo necessario para a oscilagao evoluir
um ciclo completo. Para efeito de calculo, basta marcar qualquer ponto x, no grafico
e verificar qual o préoximo ponto x, em que a volta se completa. O periodo sera
diferenca P = x;, — xg.

A Amplitude (A) de uma oscilagdo é a metade da distancia entre os valores
maximos e minimos: A =(Max — Min)/2.

O Conjunto Imagem (Im) = [Min, Max].

+<¢————— Periodo _—

A fungao senoide apresenta os seguintes elementos:
* Periodo: x, =0 e x,, = 2w, logo P = 2n—0 = [P_=2m].

1—(—1
=P -1o=n

¢ Amplitude: a =

o Im = [-1,1].

11.6.2. Funcao Cosseno

A fungao cosseno € uma fungao f: R — R definida por f(x) = cosx. Veja o
grafico para x € [0,2n] abaixo.
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A funcdo cosseno é crescente para m < x < 21 e decrescente para 0 < x < T.

Veja o grafico para valores estendidos de x:

O grafico da funcdo cosseno é chamado de cossenoide ou onda cossenoidal e
possui 0os seguintes elementos:

¢ Periodo: x, =0 e x, = 2m, logo P = 2n— 0 = [P_= 2m].

1—(—1
2D s =T

¢ Amplitude: a =

oIm =1[-1,1].

11.6.3. Variacoes da funcao seno e funcao cosseno

Algumas funcdes senoides e cossenoides podem estar na forma:

f(x)= a+ b.sen(cx + d) f(x)= a+ b.cos(cx +d)

Para esses casos, existe um padrdo de imagem, periodo e amplitude.
Quanto ao conjunto imagem: basta ver que sen(cx + d) ou cos(cx + d) pode
assumir valor maximo 1 e valor minimo -1.

ou cos
Para minimo: f(x) = a+b. Sen (cx+d) =a—b
= Im =[a— b,a+ b]

ouw cos
Para maximo: f(x) = a+b. 5en’ (cx+d) =a+b
o N
o i

Dependendo dos sinais de a e b, o valor de (a — b) pode ser maior que (a + b),

neste caso, basta inverter as posicoes.
Quanto ao periodo: a expressdo (cx + d) varia de 0 a 2m.

—d 2r—d
T (1). Para cx +d = 2m, temos: (x = p

(2).

Para cx +d = 0, temos: |x =

; 2m—d —d 21T 2T
Fazendo (2) - (1), temos o periodo: P = = (T) === P = m

(Max—Min) (a+b—(a—b)
2 - 2 -
Como o periodo e amplitude sdao grandezas positivas, utilizamos o modulo | |

b = A= |b|

Quanto a amplitude: A =

nos coeficientes ¢ e b nas formulas.
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19 exemplo: Calcule o periodo, a amplitude, o conjunto imagem e construa o
gréfico das seguintes fungdes f: R — R:
a)f(x) = 3+ sendx

Solugdo: Comparando a fungio com f(x) = a + b.sen(cx + d), vemos que: a = 3;
b= 1;c= 4ed = 0.Assim,
_2m_2m =1
Periodo: P = T =|P= 5|

Conjunto imagem: Im = [a—b,a+b|=[3—- 1,3+ 1] =|Im = [2,4]
A amplitude: 4 = |b| = |1| = [4_=1].

Solugio sem o uso da férmula:

O valor do seno na funcéo f(x) = 3 +sendx é nulopara4x = 0e 4x = 2m, ou seja,
T T T
parax = Oex = = Portanto, o periodo é de = 0= =
O minimo da func¢do f(x) = 3 + sendx, ocorre quando sen4x = —1 e o maximo
quando send4x = 1,isto é, f(x) = 3 —1 = 2éominimoe f(x) = 3 + 1 = 4 éovalor
maximo. Logo, o conjunto imagem é: I'm = [2,4].
A amplitude: A = (Max;Mm) = 4;2 =xds

k1 31T
Para construir o grafico, usaremos os pontos 0, E’ T, ? e 2.

Para4x=0=>ef(x) = Bl =|[f(x) = 3|

sendx

™ 7T
Paradx =—=|x=—=|ef(x) = 34+ 1 = e | §
= 5|e f &) .

7T

Para4x == x=7 e f(x) = 3+ ) =|f(x) = 3|
Seni

31 3

Para 4x =7=>x=? ef(x)=3+(—-D=|f(x) = 2{

SEH3T"
T

Para 4x =2Tr=>x=§ ef(x) =3+ % =|f(x) = 3|

Senait

O grafico:
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I

b) f(x) = 1—2.cos(2x— =

Solugdo: Comparando a fun¢io com f(x) = a + b.cos(cx + d), vemos que: a = 1;
b= —2;c=2ed = % Pelas férmulas, encontramos
Zar; __ 2ar

Im=[a—ba+b]=[1-(-2),1-2]=[3,—-1] =[Im=[-13]]
A=|bl=|-2| =[A=2]

Solugdo sem o uso da férmula: O valor do cosseno na funcio f(x)=1-—

2.c0s(2x — %) éigual a 1 para dois valores: 2x — % = 0el2x— % = 2m. Desse modo,

T T T i3
2x—§— 0=2x = 0+§ = 2x =F = |*= & O perodo  foi calculado
fixando cos(2x — %) =
P — 2L =27 =2x =21 +£ = szz = x:Z mas pede ser calculado
3 3 3 6 [ para qualquer valor fixo,
e como zero, por exemplo.
Assim, o periodo é de et

O minimo da funcio f(x) =1 — 2.cos| 2x — % , acontece quando cos (Zx — %) =1

-1a1
e 0 maximo quando cos (Zx— %) = —1, ou seja, f(x) = 1—2.1 = —1 é o minimo
ef(x) = 1—2.(—1) = 3 éovalor maximo. O que implica em, I'm = [—1, 3].
3—(—1)
A amplitude A = S i

Construgdo do grafico: Para maior detalhes de valores do grafico, convém observar

que f(x) = 0,se cos (Zx - = %, quando:

T T _ T 4r
02x—§— ) +2kn:>x—3,3,etc.
I qguadrante
T 51t
L] 2x—§ = = + 2kn = x = m,2m, 3m,etc.
e ol

IV quadrante
31 T

T
Para os demais pontos usaremos 0, E' T, ? e 2m, atribuindo a 2x — 3

- Para 2x — %=0;>ef(x)= 1—2. }J =|f(x) = —1}

cos0

T 511
+tz=x =13 ef(x)=1-2. [ =tz = 1}

CDST[
2

S B

s T
-Paral2x —z=- = 2x =
2

T T 2
-Paralx —z=m = 2x = z+ T>|x = 5 ef(x) = 1—2.(—1):)|f(x)=3|.

COSTT

3 11
—ParaZx—Ez—:)Zx=%+Tn:>x :1_211- ef(x)=1-2. 0 =|f(x) =1|

3
2 37
COST

| 130



—Para2x—g=27r ——)2x=%+ 27 = |x =7—g ef(x)=1-—-2. 1 =2|f(x)=-1

cos2m

29 exemplo: (UFSC) As marés sio fendmenos periddicos que podem ser
descritos, simplificadamente, pela fungdo seno. Suponhamos que, para uma

determinada maré, a altura h, medida em metros, acima do nivel médio, seja dada,
aproximadamente, pela féormula h(t) = 8 + 4sen (%t), em que t € o tempo medido
em horas. Assinale a(s) proposigao(des) CORRETA(S).

01. O valor minimo atingido pela maré baixa é 8 m.

Solugao: O valor minimo acontece quando sen (%t) = —1. Assim, h(t) = 8 +

4.(—1) = 8 — 4 = 4m. Proposicao falsa.

02. O momento do dia em que ocorre a maré baixa é as 12 h.

Solugao: O valor minimo (maré baixa) acontece quando sen (1—n2 t) = —1, isto é,
TC 31 ~
Et =g ¥ t = 18 horas. Proposigao falsa.

04. O periodo de variagdao da altura da maré é de 24 h.

A T T

Solugao: Ovalorde—variadeOa2mn. Para—t=0 =t=0.Para —t =21 =
12 12 12

t = 24 .Logo, o periodo é de 24 — 0 = 24 horas. Proposigdo correta.

08. O periodo do dia em que um navio de 10 m de calado (altura necessaria
de agua para que o navio flutue livremente) pode permanecer nesta regido é entre
2 e 10 horas.

Solugao: Substituindo a altura de 10mem h(t) = 8 + 4sen (1—”2 t), temos

10 = 8 + 4sen(17r—2t) = 4sen(1n—2t> =2 = sen(%t) = %

T T
—t = _ (1 =2 i
sen(lt)zlz} 12 6(Q): oras
12 2 [

5 — =
Et = ?(IIQ ) = t =10 horas (proposic¢ao correta).
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30 exemplo: O grafico a seguir mostra a relagdo entre duas grandezas em um
experimento que se observou peridédico (oscilatério) com intervalos 1. Determine

uma fungdo trigonométrica de ajuste para esse experimento.

5

o] 1 2 3 4

Solugédo: De acordo com o grafico I'n = [1,5]. Se a funcéo for da forma: f(x) = a +

b.cos(cx + d), temos

a—b=1
Im= [a—b,a+b] =[1,5] = {a+b:5 = |la=3eb=2}|
O ciclo completo no eixo x (o periodo) é «, logo S evontuslmentes geriols nia

27 2 for informado. B possivel obter

T
= c = c == -H os valores de ¢ ¢ d, utilizamos as

- = a5 coordenadas de maximo e
O valor maximo acontece quando x = 2 e na funcio

minimo da fungio no sitema:
acontece quando cx + d = 0. Isso nos da {c.xMa’x +d=2m

22+d=0=[d=—4]=[f(x) = 3 + 2.cos(2x — D)} BBt o =T

Importante observar pelos graficos de ambas as fungdes na inicial, que a
fungdo cossenoide esta defasada em g em relacao a senoide (verifique!). Portanto,
vale a equivaléncia entre as fungdes:

e f(x)=a+b.cos(cx+d) = f(x)= a+ b.sen(cx+d +%)
e f(x)=a+b.sen(cx+d)= f(x)= a+b.cos(cx+d —%)

O exemplo anterior pode ter também uma fungdo seno como resposta:

f(x) = 3+ 2.sen(2x — 4+ %) Faga os testes!

As vezes a fungdo oscilatéria pode ndo estd no padrdo acima, como no exemplo

a seguir.

4° exemplo: Calcule o periodo, a amplitude e o conjunto imagem da fungéo
f(x) = 1+6.[sen(2x)]?.

2
Solugdo: Embora na fun¢io f(x) = 1+ 6. [sen(Zx)] o seno varie de -1 a 1, o
—1a1
minimo dessa fun¢ido acontece quando o sen2x = 0 (analise o quadrado) e o maximo
quando sen2x = 1 ou sen2x = —1.
Assim, f(x) =1+ 60=1éominimoe f(x) =1+ 6.1 = 7 é o valor maximo. O que
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nos da o conjunto imagem:|Im = [1,7]}
F—1
A litnde é:A=——= 3 A = 3]
amplitude é P :

Para o calculo do periodo vamos analisar sen(2x) = 0. Para essa equacdo, ha as

seguintes possibilidades

¥ 7
2x =0 = x=00u2x=1‘r=>x=5. 6
; T I3 5
Dessa maneira, P=——-0 = |P =—| 4
2 2

Veja o grafico da funcao ao lado.

Importante ressaltar que as férmulas 3
para calculo de imagem, periodo e amplitude,
0 mw/2 ™ 3w/ 2 2m

nio podem ser aplicadas aqui.

11.6.4. Fungdo tangente

A fungdo tangente € uma fungéo f: R — {%+ k'r[} — R definida por f(x) = tgx =

sSenx
Ccosx

(com k € 7).

A restrigdo no dominio {%+ kn} deve-se ao fato de cos (%+ kn) ser nulo e ndo

existir divisdo por zero. Por esse motivo, ndo existem tangentes nesse pontos.
Os valores dos arcos e suas respectivas tangentes estdo no grafico a sequir.

w| ¥
(=]
N

“|

=l‘""
e
3

B v R

Observacgodes:

v O periodo é .

v O conjunto imagem fm = R.

v Ndo faz sentido amplitude, pois a fungdo cresce infinitamente ao se
aproximar das assintotas.
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' EXERCICIOS 11.4 |

1) Calcule o periodo, a amplitude, o conjunto imagem e construa o grafico das
seguintes fungdes A R — R:
a)f(x) = sen(x — %) Cc) f(x) =4—3.sen(2x —62)
b)f(x) =1+ cos2x d) f(x) =7 — 3.[cos(3x)]?

2) Calcule o periodo da seguinte funcdo f: R — R definida por f(x) = cos(%—

3) Calcule o conjunto imagem da seguinte fungdo f: R — R definida por f(x) =

10 + 6.sen(4i+2£).

4) Qual a caracteristica da fungdo f:R — R definida por f(x) =7 — cos?x —

sen’x?
5) Qual o menor valor de 1/ (1 —cos x) para x real?

6) Construa o grafico, calcule o periodo e o conjunto imagem das seguintes
fungdes tangentes:

a) f(x) =2+tgx b)f(x) = 5.tg(2x — )

7) (CESUMAR) Na fase da Lua Cheia (Sol — Terra — Lua) ou na fase da Lua Nova
(Sol — Lua - Terra), observa-se a maior amplitude das marés. A maré é um dos
fendmenos naturais mais conhecidos. Dependendo das condigdes atmosféricas, ha
possibilidade da ocorréncia da ressaca. A forga da ressaca costuma alagar avenidas
e danificar construgdes a beira-mar. Ha também relatos de banhistas tragados pelo
mar e levados para longe da praia pelas fortes correntes maritimas. Os movimentos
periédicos de elevagdo e abaixamento das superficies dos oceanos, mares e lagos
sdo provocados pela forga gravitacional da Lua e do Sol sobre a terra. As marés
ocorrem em intervalos regulares de 6 horas e 12 minutos. Entdo a cada 24 horas e
50 minutos, aproximadamente, o mar sobe e desce duas vezes, constituindo o fluxo
e refluxo das dguas. Para uma determinada maré, a altura A, medida em metros, é
dada aproximadamente pela férmula matematica, A(t) = 4.sen(30.t + 45)°, em

quet é otempo medidoem horae 0 < t <12.
a) Em 1 hora e 30 minutos, a altura da maré foi maxima.
b) Em 4 horas e 30 minutos, a altura da maré foi maxima.
c¢) A fungdo acima é um modelo de fungdo linear.
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d) As ressacas, no Brasil, sdo quase sempre causadas pela atuagdo da massa
tropical continental e podem ocorrer dezenas de vezes por ano, mas infelizmente,
nao é possivel prevé-las.

e) No Brasil, ha um grande potencial para o desenvolvimento da energia

maré-motriz, devido a elevada amplitude das marés, principalmente no Estado do
Parana.

8) (UNEMAT) Supsbe-se que em um determinado local a intensidade média I da
radiagdo solar possa ser expressa em fungdo do tempo s, em semanas, pela férmula
abaixo:

I(s) = 400 + 200.sen [zn(sﬂl ]

52
Em um periodo inferior a seis meses, quando ocorre a intensidade maxima de

radiagdo solar?

a) na vigésima sexta semana;

b) na vigésima semana;

C) na vigésima quarta semana;

d) na vigésima sétima semana;

e) na vigésima terceira semana.

9) (ENEM) Um satélite de telecomunicagées, t minutos apds ter atingido sua
orbita, estda a r quildmetros de distancia do centro da Terra. Quando r assume seus
valores maximo e minimo, diz-se que o satélite atingiu o apogeu e o perigeu,
respectivamente. Suponha que, para esse satélite, o valor de r em fungao de ¢ seja

dado por
5865
1+0,15.cos (0,06t)

r(t) =

Um cientista monitora o movimento desse satélite para controlar o seu
afastamento do centro da Terra. Para isso, ele precisa calcular a soma dos valores
de r, no apogeu e no perigeu, representada por S.

O cientista deveria concluir que, periodicamente, S atinge o valor de:

a) 12765 km. b) 12000 km. c) 11730 km. d) 10965 km. e) 5865 km

10) (UNITAU) Indique a fungdo trigonométrica f(x) de dominio R; Im = [—1,1]

e periodo T que é representada, aproximadamente, pelo grafico a seguir:

a)y =1 + cosx. Yy
b))y =1 — senx. i
c) y = sen (—2x). ™
- s N\ 9 ©
d) vy = cos (—2x). s
e)y = —cos x.
-1
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11) (UEL) Uma bomba de agua aspira e expira agua a cada trés segundos. O
volume de dgua da bomba varia entre um minimo de 2 litros e um maximo de 4
litros. Dentre as alternativas a seguir, assinale a express&o algébrica para o volume
(y) de dgua na bomba, em fungdo do tempo (t).

a)y =2 +2.sen(%t)
byy=2+ 2.sen(_23—”t)
Qy= 3+sen(3£t)
dyy = 3+sen(23—”t)

e)y=-3+ 2.sen(3£t)

12) (ACAFE-SC) Com o objetivo de auxiliar os maricultores a aumentar a
producgdo de ostras e mexilhdes, um engenheiro de aquicultura fez um estudo sobre
a temperatura da dgua na regido do sul da ilha, em Floriandépolis. Para isso, efetuou
medi¢des durante trés dias consecutivos, em intervalos de 1 hora. As medicdes
iniciaram as 5 horas da manhd do primeiro dia (t = 0) e os dados foram
representados pela funcdo peridédica T(t) =24+3.cos(6£1: +3£) em que t indica o
tempo (em horas) decorrido apés o inicio da medigdo e T(t), a temperatura (em
°C) no instante t. O periodo da fungdo, o valor da temperatura maxima e o horario
em que ocorreu essa temperatura no primeiro dia de observagdo valem,
respectivamente:

a)éh, 25,5 °C e 10h.
b)12h, 27 °C e 10h.
c)12h, 27 °C e 15h.
d)eh, 25,5 °C e 15h.

13) Produgdo de agai o ano todo para o estado do Para e para o Brasil é a
proposta da nova cultivar de agaizeiro (Euterpe oleracea) irrigado de terra-firme da
Embrapa, a BRS Pai d’Equa. Um dos maiores diferenciais da nova cultivar é a
distribuigdo bem equilibrada da producdo anual. A BRS Pai d’Egua produz 46% no
periodo da entressafra (de janeiro a junho) e 54% na safra (de julho a dezembro).
Trata-se de uma forte vantagem para o produtor, pois a redugdo da oferta de acai
na entressafra faz o seu prego aumentar, além de provocar demanda reprimida
nesse periodo.

Fonte: (EMBRAPA, 2019)
Considere a seguir, os pregos médios do litro da polpa de agai comercializados

no estado do Para em 2018.

Preco do litro de agai \ Ano 2018
Més de janeiro (m=1)—Pre¢o ha entressafra-Maximo (R$) 11,00
Més de Julho (m=7)—Prego na safra-Minimo (R$) 7,00
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FUNCOES TRIGONOMETRICAS

entressafra a cada 6 meses. Calcule:
a) A fungdo trigonométrica de ajuste do prego f(m) de acordo com os

meses m do ano (0 <= m < 12).
b) O preco do litro da polpa no més de margo de acordo com essa funcdo.

14) A seguir esta o grafico que representa as tdbuas de marés em Macapa-AP
em 11/05/2019:

(m) Horéarios de marés para Macapa 11 May - 12 May

8:23 AM 8:43 PM 9:38 AM 10:03 PM

01234567 8 91011121314151617181920212223 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011121314151617181920212223 0

Fonte: (TIDESCHART, 2019)

Considerando que todas as marés altas foram iguais a 3 metros e sempre

ocorreram as 9:00hs do dia ou da noite, e que todas as marés baixas foram iguais

a 0,5 metros e que ocorreram as 04:00hs da tarde ou da manha, modele uma

fungdo em que se enquadre as informacgdes, usando 0 < h < 12 para as horas do
dia.

15) Os dados a seguir mostra a relagdo entre duas grandezas em um

experimento. Determine a fungao de ajuste.

DADOS DO EXPERIMENTO
x |0,00]|050)| 100|150 2,00] 2,50 3,00 3,50 | 4,00 | 4,50 | 5,00 | 5,50
y |12,17|15,00/17,83|19,00|17,83|15,00|12,17(11,00(12,17(15,00/17,83 /19,00

) 4
20,00
18,00
16,00
14,00
12,00
10,00
8,00
6,00
4,00
2,00

0,00
0,00 1,00 2,00 3,00 4,00 5,00 6,00

16) (UNESP) Uma equipe de agrénomos coletou dados da temperatura (em ©C)
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do solo em uma determinada regido, durante trés dias, a intervalos de 1 hora. A
medigdo da temperatura comegou a ser feita as trés horas da manha do primeiro
dia (t = 0) e terminou 72 horas depois (t = 72). Os dados puderam ser aproximados

pela fungao H(t)=15+5.sen(%t+¥), onde t indica o tempo (em horas)

decorrido apds o inicio da observagdo e H(t) = a temperatura (em °C) no instante
[

5
2—”) =1, para t € [0,24].

b)Determine a temperatura maxima atingida e o hordrio em que essa
temperatura ocorreu no primeiro dia da observagao.

a)Resolva a equacgdo sen( %t +

17) Uma pessoa usa um programa de computador que descreve o desenho da
onda sonora correspondente a um som escolhido. A equagdo da onda é dada, num

sistema de coordenadas cartesianas, pory = a.sen[(bx + )], em que os

parametros a, b, ¢ sdo positives. O programa permite ao usuario provocar
mudangas no som, ao fazer alteragdes nos valores desses pardametros. A pessoa
deseja tornar o som mais agudo e, para isso, deve diminuir o periodo da onda.
O(s) Unico(s) paréametro(s) que necessita(m) ser alterado(s) é(sdo)

aa b)Y b c)c dyaeb e)bec

18) (ENEM) Segundo o Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE),
produtos sazonais sdo aqueles que apresentam ciclos bem definidos de produgdo,
consumo e prego. Resumidamente, existern épocas do ano em que a sua
disponibilidade nos mercados varejistas ora é escassa, com pregos elevados, ora é
abundante, com pregos mais baixos, o que ocorre no més de produgdo maxima da
safra. A partir de uma série histérica, observou-se que o prego P, em reais, do
quilograma de um certo produto sazonal pode ser descrito pela fungao P(x) = 8 +
mnx—

6
janeiro, x = 2 ao més de fevereiro, e assim sucessivamente, até x = 12 associado

T P ; o
5.605( ), onde x representa o més do ano, sendo x = 1 associado ao més de

ao més de dezembro.
Disponivel em: www.ibge.gov.br. Acesso em: 2 ago. 2012 (adaptado).
Na safra, o més de producdo maxima desse produto é

a) janeiro

b) abril

c) junho

d) julho

e) outubro
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11.7. Graficos de fungbes trigonomeétricas no geogebra

Exemplos:
1)Para a funcgdo f(x)=5—4.cos(%x+3£) digite: f(x) = 5-4cos({pi/4)*x +

(pi)/3)
2)Para a fungao f(x) = 3—sen(x+2£) digite: g(x) = 3-sen(x + (pi)/3)

3)Para a fungdo f(x) = Z.tg(x—%) digite: h(x) = 2*tg(x -(pi)/4)
Ver figura 11.7.1.

» Janela de Algebra X1y Janelade Visualizagao

@ f(x) =5—4 cos(% x + i
® g(x) = stell(x—%g)

@ h(x) =2 tg(x = %) 10

i ‘ ‘
112 -2}/—37;12 —7-17/2 o fwi2 r/amz 3

Figura 11.7.1

Para mudar os intervalos no eixo x, vd em propriedades — preferéncias - eixo

X e marque a distdncia desejada (ver figura 11.7.2):

~ Preferéncias - Janela de Visualizacdo
BaIEE I %

Ferramentas Janela Ajuda

Basico EixoX | EixoY Malha
= T T

M Exibir EixoX ‘ d; o lla=2f
,Q“Qv“ wv“ R “%l

EIEADIEN(Elos K |» Janela de Visualizi| o= ooniole Deslizante @_

[ Diregéo Positiva Apenas

Distancia: v

1 I | incerir Imanem
Gradua:;ﬁes:[ )

o Figura 11.7.3
Retulo: [rmi2 dade:
Qrigem em:|0.0 [ Ajustar a Borda

Figura 11.7.2

|ABC Texto

Vamos aplicar controles deslizantes para os parametros a,b,c e d da fungdo
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F(x) = a+ b.sen(cx + d). O mesmo se aplica para o cosseno (ver figura 11.7.3).
1)No menu, selecione o controle:
2)Clique no lugar desejado dentro do grafico;
3)Coloque o nome “a” marque a opc¢do inteiro, coloque no intervalo minimo
de -30 e 0 maximo de 30, depois clique em “OK” (figura 11.7.4)
4)Seguindo os mesmo passos de 1, 2 e 3, crie mais 3 controles deslizantes
escrevendo no nome b, ¢, d” e o mesmo intervalo do item 3 (um de cada vez).
5) No campo de entrada da fungao digite:
a + b sen*(c*x + d)
6) Altere os valores dos parametro a,b,c e d, analise as alteragdes do grafico
(figura 11.7.5). Veja que:
e ¢ translada o grafico para cima (a > 0Jou para baixo (a < 0)
+ b dilata se |b| > 1 ou contrai verticalmente se |b| < 1.

e ¢ dilata se |c|] < 1 ou contrai horizontalmente se |c| > 1.

d translada para direita se (d < 0) ou para a esquerda (d > 0)

Controle Deslizante X

O Nomero HOme

O Angulo ‘ 4
@ Inteiro O Aleatério (F9)

Intervalo | Controle Deslizante  Animac&o

min: |-30 ‘ maxi‘SO ‘ Incremento: ‘1

Cancelar

Figura 11.7.4

Janela de AlgebraX | » Janela de Visualizacéo
a=1 | |
b=1
c=1
d=1
f(x) = 141 ser

o
i
b

[ BC M N N IRd
a
i

Figura 11.7.5

11.8. Transformacgdes e identidades trigonométricas
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11.8.1. Arco complementar

Na figura 11.8.1.1, o seno do arco P é igual ao cosseno do arco P’ e o cosseno
do arco P é igual ao seno do arco P’. Como a + B = 90° e sen a = cos 3, concluimos
que:

y

sena = cos(90° — a) e cos B =sen(90°— B). /_’_A P’

Por consequéncia, para um arco x, temos |77 g

S n @
senx = cos(90°— x)ou senx = cos(f— x) P
e 5 .

T -

cos x = sen(90°— x) oucosx = sen(i— x) x

Figura 11.8.1.1
Quanto a tangente, podemos utilizar
senx  cos(90°— x)
cosx sen(90° — x)

tgx =

1 1

tgx = —————outgx = —————
2 tg(90° — x) 2 tg(%— x)

Resumindo as formulas: Seja um arco x menor que 90°. O seno desse arco,
tem o mesmo valor do cosseno do seu complementar, assim como, o cosseno desse
arco, tem o mesmo valor do seno do seu complementar, e consequentemente, a
tangente desse arco € o inverso da tangente de seu complementar.

Como exemplo, podemos relembrar a tabela dos angulos notaveis e perceber
a equivaléncia entre os valores de:

e sen60° = cos(90° — 60°) = cos30° =—;
1
e sen30° = cos(90°— 30°) = cos60° = 5

1 1

* tg60° = o 50°—60°) — g 30°

Xt
Il
@

Outros exemplos:

{ o Sp— {o R O e o. ’ v G
e senl9° = cos(90 19°) = cos71%; Consulte a tabela trigonométrica no final

e c0580° = sen(90° — 80°) = cos10°; desse volume ou use uma calculadora
1 1 cientifica conforme se¢do 11.9 e constate
e tg50° = essas igualdades.

tg( 90°— 50°)  tg 40°"

11.8.2. Arco da soma e da diferencga
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E fato que sen(a + B) # sena + senf, que cos(a + ) # cosa + cosf e que
tg(a + B) # tga + tgp, basta tomar dois arcos da tabela dos angulos notaveis e
notar a nao validade. O mesmo ocorre com a diferenca de arcos. Diante dessas
circunstancias, é possivel relacionar seno, cosseno e tangente da soma ou diferenga
de dois arcos, usando o seno, cosseno e tangente de cada arco individualmente? E
0 que veremos a seguir.

Na figura 11.8.2.1, foi marcado 0A = cosp3 e de modo que 0A seja perpendicular
a BA. Assim, temos que BA = senf, ja que cos’p + sen®p = 1.

Projetando os pontos B e A sobre o eixo x, conforme a figura 11.8.2.2,
encontramos os pontos B’ e A’, respectivamente, e as seguintes igualdades:

e OB’ = cos (a + B)

e 0A’' = cosa . cosp

e 0A’'— OB’ = sena . senf3.

O que implica em

cosa.cosf + cos(a + B) = sena.senff =

cos(a + B) = cosa.cosp — sena.senf

Colocando - em vez de B e utilizando as sentengas: cos(-f) = cosp e sen(-

B) = -senf, dispomos de

cos(a — B) = cosa.cosp + sena.senf

y A . v A
| _— B
1 Sap 1 o\ S0P
0.
B A Bp_i— 1A
O - ae & >
0 3 X 8 B A X
cosp
Figura 11.8.2.1 Figura 11.8.2.2

Por outro lado, sen(a + B) = cos(90°- (a + B)) = cos((90°-a) — B), aplicando
a férmula acima, temos
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sen(a + B) = cos(90° — a) .cosp + sen(90° — «a) senf =

sena cosa

sen(a + B)= sena.cosp + senf.cosa

Colocando -3 em vez de B e utilizando as igualdades: sen (-B) = -senf e cos(-
B) = cospB, encontramos

sen(a — B) = sena.cosf — senf.cosa.

No caso da tangente, podemos partir de:

sen (a + B) sena.cosf + senf.cosa

tg(a + = =
9( B cos(e + B) cos a.cosB +sen a.senf
Dividindo o numerador e o denominador por cos a.cosf3

sen a.cosf + senf.cosa sena.cosf | senf. cosSa

parlis 4+ B = cos a .cosP cog’a .cosf | oS a.cosB _ tga +tgP
e Fi= cos a@.cosf —sena. senff cos a.cos3 _sena.senfS  1— tga.tgf
cos a .cosf5 cesa.cosf  cos a.cosf
__ tga+tgB
LRCENAR= 1- tga.tgp

Manipulando de forma andloga e conveniente os arcos da diferenca, mostra-se
que

tga — tgp

RSN ARS 1+ tga.tgp

A partir dessas formulas é possivel calcular seno, cosseno e tangente de um
arco, transformando-o0 em uma soma ou diferenga de dois outros arcos, pelos quais
ja se conhecem o seno, cosseno e tangente.

1° exemplo: Vamos calcular seno, cosseno e tangente de 159°.

Solucgéo: E preciso usar seno, cosseno e tangente de outros dois arcos conhecidos,
cuja soma ou diferenca seja 15°. Nesse caso, podemos fazer 45°-30° ou 60° - 45°. Faremos
45° - 30°.

sen(a — B) = senacosfl —senf.cosa
sen(45° — 30°) = sen45°.cos30° — sen30°.cos45°

senl5° =£EEE=M = [senl5°® = \/_;\/7
2° 9 2" 9 4 4
cos(a — B) = cosacosf — sena.senf’
cos(45° — 30°) = c0s45°.c0s30° + sen45°.sen30°
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o VZVE_VZ1 _VE+vE_[ T Ve + 2
cos —22—22— 2 cos = 2 s

Para calcular a tg15° basta dividir sen15° por cos15° ja calculados. Porém, faremos
o uso da féormula para fins didaticos.

_ tga — tgp . o tg45° — tg30°
tgla — B) = 1+ tga. taf = tg(45 30°) =

1+ tg45°. tg30°
V3
ronge l=r= 8 —4B8[3—+E) 9—23+45+3
g — = - —
1+1.§ 3+ V3 (3—-+V3)

9 =3

12 — 6.4/3
tng°=T$|tg15°= 2—\/§|.

2° exemplo: Calcular seno, cosseno e tangente de

T
rad.
12
Solugao: Para melhor visualiza¢dao do arco, vamos transforma-lo em grau.
180 ———»
S AL 160,197 3420 o
el x=180.20 = x =120 -, [ = 385r]
N : . 1f; vad . X 1 % 12 %

O arco 285° esta no IV quadrante e tem os mesmos valores de seno, cosseno e
tangente de 360° - 285° = 75° (com exce¢do do sinal). Assim, podemos fazer 75° = 45° +
30° e utilizar a férmula do arco da soma.
sen(a + B) = sena.cosf + senf3.cosa
sen(45° + 30°) = sen45°.cos30° + sen30°.cos45°
sen75° = g§+%g = \/€+\/§ = |sen75° = @

cos(a + B) = cosa.cosp — sena.senf3
cos(45° + 30°) = c0s45°c0s30° — sen45°.sen30°

- V2 V3 V21 V6 — V2 - V6 — 2

O = = ——|

cos > >3 2 cos 2
tga + tgp

tg(a+,8)=1—

tg(as® + 30°) = 945" + tg30°
= o o —
— tga. tgp g 1 — tg45°. tg30°

— 1+\é—§ 3+\/§(3+\/§)=>
ST B 3-V3 (B +V3)
B

N 9 + 2.3.4/3+3
g i —-

12 + 6.V3
—— = = = |tg75° = 2+ V3]
Conclusao:
197 —/6—+2 197 V6 —+/2 197
sen(ﬁrad) = ! cos( 1z rad) =—g  |® tg (Frad) = —2—+/3|
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32 exemplo: Um topografo obteve os valores das distancias que estdo na
figura a partir de um teodolito. Como havia um obstaculo a frente do instrumento
nao foi possivel medir o angulo 9. Calcule o seu valor.

Solugédo:
30 1 \/§ \/§ Teodolito
tga= 30\/§ = ﬁﬁ = ? ObSt(’l(t’ltl()‘ )
60 + 30 3 V3
oy 80T _ 3 VT s
30V3 V3 V3
Além disso, podemos escrever 8 = (¢ +60) —«
" 60m 30m
e assim, obtermos:
V3 2V3
tg(a+0) — tga VB — 3~ 53— A3 .
nge = sglimt i) =l = o R ). tga | \/§‘/§_1 Ny e

V3
Outra solugdio: Setg a = FL entdo: @ = 30°. Se tg (a+0) =+/3,entdo a+06 =60°0

que implica em [0 = 30°|. Essa solucfio nio seria viavel caso a e a+0 nédo fossem arcos

notaveis.

11.8.3. Arco duplo

Ao fazer f = a nas féormulas da adicdo, temos

sen2a = 2.sena.cosa

e sen(a + a) = sena.cosa + sena.cosa =

cos2a = cos’a — sen’a

® COS (a + a =cosa.cosa —sena.sena =

tga + tga 2. tga 2.tga
— el

t + e P R . P tg2a =
b 1— tga. tga = tgeag— tg’a £ 1- tgla

4 T
Exemplo: Sabendo que sena = E’ calcule sen2a, para 0< a < e

Solugdo: De acordo com férmula do sen2a, precisamos também do valor do cosa,

que pode ser encontrado pelo teorema fundamental da trigonometria,

2 2 2 st 2 16
cos‘a+ sen“‘a=1 = cos“a-+ E) =1 :>cosa+25=1:>
" 16 5 25 —16 5 9 i 9
= _—_—> | —— i = = —_
o 55 cos“a 55 cos“ e 55 cosa = == 55

TT 3
Uma vez que 0 < < 5 (I quadrante), entdo cosa = 5 Substituindo, encontramos
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24
sen2a = —

sen2a = 2.sena.cosa sen2a = 2. 55t

vl
ull w
{

A vantagem das formulas do arco duplo, € que podemos calcular o seno,
cosseno ou a tangente de um arco, sabendo o seno, cosseno ou a tangente da
metade desse arco.

2° exemplo: Calcule cos120° usando a férmula do arco duplo.
2 2
Solugdo: cos5120° = cos (2.60°) = cos?60° - sen?60° = (%) - (@)

11.8.4. Arco da metade

Ao fazer p = 2a nas férmulas anteriores do arco duplo, encontramos:

o 0 1- cosa @ _ . 1+ cosa - Eaa 1-—cosa
5 = S CoS 5 = = =+ |———
LA, b= 2 2 - 2 932 1+ cosa

Os sinais + dependem da do quadrante onde se encontra o arco. Se por

TT (04 TT [0 4
exemplo,%< a < m (II quadrante), entao Z< ; < ; E assim, E estara no 1I
quadrante e o valor do seno, cosseno e tangentes serdao positivos.
O beneficio das féormulas do arco da metade, estd no fato de que podemos
calcular o seno, cosseno ou a tangente de um arco, sabendo o seno, cosseno ou a

tangente, do dobro desse arco.

TT
Exemplo: Calcule os valores de seno, cosseno e tangente do arco grad.

Tr
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11.8.5. Transformacao em produto

Utilizando a soma e a diferenca das formulas de soma e subtracdo de arcos,

encontramos

cos(a + B) + cos(a — B) = 2.cosa.cosf
cos(a + B) — cos(a — B) = —2.sena.senfl
sen(a + p) + sen(a — B = 2.sena.cosp

sen(a + p) — sen(a — pB) =2.senf.cosa.

A partir dessas sentengas e denominando o =pT+q epf= p 2_ q
seguintes férmulas
cosp + cosq = 2.cos(p ;' q).cos(p 2_ q)
cosp —cosq = —2.sen ( p ; q).sen (%)

senp + senq = 2.sen (pT"'q).cos ( - 2_ q)

senp — senq = 2.sen(p = q).cos (pT“Lq)

Além disso,

senp senqg senp.cosq + senq.cosp _ sen(p + q)

tgp + tgq = + =

cosp  cosq cosp.cosq

senp sengqg senp.cosq — senq.cosp _ sen(p — q)

cosp.cosq

tgp — tgq = =

O que nos da

cosp cosq cosp.cosq
_sen(p +q)
Lgp b tgd = cosp.cosq
tgp — t peciioeg)
gp 94 cosp.cosq

cosp.cosq

, dispomos das

Essas formulas tem como recurso, transformar somas (ou diferencas) de arcos
em produtos ou de forma contraria, transformar produtos em soma.

Exemplo: Transforme em produto:

a) sen3x + senx

Solucgao:

+ i
senp + senq = 2.sen (%).cos (%)

3% +2% B —' @
sen3x + senx = 2.sen( > ).cos( > ) = 2.5en2x.senx
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b) 1 — cos2x
Solugao:

+ —
cosp —cosq = —2.sen (%) .sen (%)

0 4 2x 0 — 2x
cosQ — cos2x = —2.s5en (T) .sen (T)

cos0 — cos2x = —2.senx. sen(—x) = —2.sen’x
EEREY TR
=Senx
29 exemplo: Transforme em soma.

a) sen3x.cosx

Solugao:
+
pz 1=3x {p+q:6x
=
Pz—q:x pP—q=2x +

=% =]
p+4q=6x=4x+q=6x=[q = 2x]

Substituindo em: senp + seng = 2.sen(p ; q).cos ( = 2_ q)’ temos

sendx + senZx
sendx + sen2x = 2.sen3x.cosx = |sen3x.cosx = —m———

2
71T T
b) sen—g.seng
Solugao:
pt+yqg_Im _ AT
¥ T H JPTIET
Y —~g. .7 ==
Z 8 R=q=x
2p = 871-[ =>[p=r
77T 77T 3
PYQ S e== R
Substituindo em: cosp — cosq = —2.sen ( p; q).sen ( L 2_ q)’ encontramos
135° \/j
T 37 & 71 T 71 e e
cos —cos — = —2.Sen—.sen— = sen—.sen—=——=_ =
o 4 8 8 8 8 7]
VZ

7

7 n_Z—\/f
sens.sens— ) B

Outra solucdo pode ser encontrada usando o arco da metade:

7 P 1 — cos7—n 1 — cosZE 1 — cosZ 2 /7
sen—.sen— = 4 -1 e
8’ 8 2 ' ’

2 o 2 4
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EXERCICIOS 11.5

1) O valor de sen 61° € igual a:
a) sen 29° b) cos 29° c) sen 119° d)cos 61° e) cos 119°

2) A fungdo f:R — R definida por f(x) =cos (90° — x) é equivalente a fungdo
[:R — R definida por:

a) sen (90° — x) b) cos x c) senx d)—senx e€) —cosx

3) Calcule seno, cosseno e tangente dos seguintes arcos:

a)750 c) 1650
b o 29
)y105 @) T
12
3 5
4) Se cosx = T eseny = —73, qual o valor de sen(x + v), sabendo que 0 <
3
x<Zen<y<>57
4 24
5)Setgx = 3 eseny =— 5=, qual o valor de tg(x +y), sabendo que 0 < x <

T 3
¥ e?<y<2n?
6)Setgx =3 etgy = —2, qual o valor de tg(x — y), sabendo que 0<x<%
w

e—< < m?
> y

7)Setgx =% el <x <%, calcule sen2x.

7 T x x x
8) Se senx = 55 € 0<x << > calcule sen2x, cos2x, tg2x, senz, coss e tgs.

9 A fungdo f:R - R definida por f(x)=sen2x.cosx + senx.cos2x é
equivalente a fungdo f: R — R definida por:
a) sen bx b) cos 3x c) sen4x d)—sendx e) sen3x

10) Calcule sen3x em fungdo de senx, cos3x em fungdo de cosx e tg3xem

fungdo de tgx.

11) Transforme em produto.
a)senbx + senx
b)cos3x - cosx
c)1l + cosx

d)sen7x + senbx - senx -sen3x
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12) Transforme em soma.

a) sen2x.cos2x b) sen3x.cos5x

13) Usando a férmula de transformacgdao do produto em soma, calcule o valor
de:

a)senﬁ sen-=
12 ° 12

51 4
b)cosﬂ.cosﬂ
14) Indique uma estratégia para calcular sen75° — cos75° usando a férmula

do produto e calcule.

15) Seja um triAngulo ABC pela qual vale a relagdo cosA + cosB = senC. Mostre

que esse tridngulo é retdngulo.

16) (FGV - SP) No teodolito indicado, cada volta completa da manivela
aumenta em 0,59 o angulo de observacdo em relagdao a horizontal.
Se a partir da situagdo descrita na figura sdo necessarias mais 45 voltas

completas da manivela para que o teodolito aponte para o topo da parede, a medida

de h, em metros, é igual a: ___ Topo
a)0,75.(WV3 + 1 —v2) “
b)2.(v/3—1) nlla
c)4.(vV2—1)
d)2ve6—3 1w
eVvV3++v2—-1
(V3+1-V2)m| [x
. 30%
B <<
& Solo

17) Um canteiro foi construido para o plantio de hortalicas, conforme as

informacgoes que estdo na figura. As recomendagdes técnicas de semeadura e

adubagdo dependem da area desse canteiro. Calcule-a utilizando +/3 = 1,7.

165° 30m

Canteiro
20m
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11.8.6. Outras relagdes trigonométricas

Existem outras relacbes também importantes na trigonometria, além do seno,
cosseno e tangente, denominadas de relagdes inversas. Sao elas:
¢ Cossecante: A cossecante de um arco é definida como o inverso do seno

desse arco.

1
sena

cossecax =

Com a # kr (k €Z).

¢ Secante: A secante de um arco é definida como o inverso do cosseno desse

arco.

1
cosa

seca =

Coma¢g+ kr (k € 7).

¢ Cotangente: A cotangente de um arco é definida como o inverso da

tangente desse arco.

Vamos demonstrar pelo ciclo trigonométrico da figura 11.8.6.1,

1
tga = ——
cotg —

Coma;bkz—n (k €Z).

on

segmento QS é tangente ao ciclo no ponto R, que cosseca = 0Q, seca =

:T:>0P:sena =

oQ =

sena |

semelhante ao tridngulo AOPR, assim vale a relacdo

O triangulo AORS é semelhante ao triangulo AORT, entdo vale a relacdo

cotga =VU.
O tridangulo AOQR é
1 OP
oQ
1 OT _
==— = 0T =cosa =
oS 1

S 1

de

[o]
S e

S =

cosa |

Por fim, o tridngulo AOVU é semelhante ao

tridngulo AOPR, o que nos da

Como PR = cosa e OP = sena, concluimos

vu 1
PR OF
— cosa __
VU = —— = |VU
sena

1

tga |

=@~

Figura 11.8.6.1
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Esta claro que a cotangente é o inverso da tangente, assim podemos utilizar

também a seguinte férmula

cosa

cotgax = ——
g sena

Com a # kn (k € Z).

A partir do teorema fundamental da trigonometria sen’a + cos?a=1,

podemos encontrar ainda, outras relagodes.

Dividindo a igualdade sen?a + cos?a = 1 por cos?a, obtemos

sen*a cos*a 1 5 2 T
2 — = ~ sec’a = 1+ tgla Coma+#= + ki (k €Z).
cos’a cos’a cos’a 2
tgla 1 sec’a

Dividindo a igualdade sen?a + cos?a = 1 por sen?a, temos

2: 2
sen‘«a cos“a 1
= — = ——— = | cossec’a = 1+ cotg’a Com a # km
sen‘a sen‘a sen‘a (k € 7).
1 cotgla cossec’a

Denominamos essas relagdes e todas outras ja conhecidas, de identidades
trigonométricas fundamentais. O que significa dizer que a partir de apenas uma
dessas informacoes: seno, cosseno, tangente, cotangente, secante ou cossecante,
é suficiente para encontrar todas as demais.

E imediato observar que os sinais dessas novas relagdes variam de acordo com
o0 quadrante do arco e que seguem o mesmo sinal dos seus inversos, ou seja, o
sinal da cosseca tem o mesmo sinal do sena, 0 sinal da seca tem o mesmo sinal do

cosa e o sinal da cotga é o mesmo da tga.

Exemplo: Vamos calcular a cossecante, secante e cotangente do arco de 600°.
Solucgao:

cossec60° =——— = cossec60° =

cossecax = —— =
sen60°

sena

N -

a

23
= cossec60° = —.— = |cossec60° = ——

V3 V3 3

= sec60° =

It

cosa

seca = = sec60° =

= [sec60° = 2]

cos60°

| a

= cotg60° =

ol

1 i |
b =— tg60° = ———— tg60° =
cotga 0 = cotg £560° \/_ \/_ cotg

A figura a seguir, mostra a representacao desses valores no ciclo trigonométrico.
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1
LY !
cossec60® = ¥ 22 1,154~y | tgh0° = V31,732
™~ cotg60° = ? = 0,577
! sec60° = 2
U & 5
3 T ; e
20 exemplo: Se tga = -z © ; < a < calcule as demais relagdes
trigonométricas fundamentais.
Solugao:
& L = cot : = [cot -
cotga =—— cotga = —= cotga = — —
g m g — B g 3
Z
2
secla=1+tg?a = secla=1+ (_Z) =
5 5 4 9 5 25 & 25
see o = — = secta =—= seca = —.
16 16 —.J16

T
Uma vez que 5 5 < 7 (Il quadrante), a secante é negativa, isto é:

5
seca = — —|
4
Quanto as demais identidades,
ol 5 1 4
seca = = — —= = |cosa = — —
cosa 4 cosa 5
sena 3 sena 3
tgog =—— = —— = = |sena =—
g cosa 4 _ & 5
5
il 5
cosseca = = cosseca == = |cosseca =—|
sena 3 3
5

Uma solucao alternativa para cosseca seria utilizarmos a férmula seguinte:

cossec’a =1+ cotg’a

3 4 B 16 5 25
cossec ax =1 +(— E) = cosseca =1 -l—?:COSSBC a =?$
25
cosseca = + ?: cosseca = 3t
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11.8.7. Identidades trigonométricas

Nesta subsegdo abordaremos demonstragdes de identidades trigonométricas.

Para demonstrar identidades trigonomeétricas, podemos aplicar a substituigdo
de todas as identidades trigonométricas fundamentais, as férmulas do arco
complementar, do arco da soma e diferenga, do arco duplo e da metade e da
transformagdo em produto. O processo de demonstragdo pode se dar, basicamente,
de trés maneiras:

19) Podemos partir de um dos membros, desenvolvé-lo e encontrar o mesmo
valor do outro membro, comprovando a igualdade;

20) Desenvolver ambos os membros de forma conveniente até encontrar a
equivaléncia;

30) Subtrair um membro do outro e mostrar que o resultado é zero.

A melhor maneira de demonstrar dependerd de cada caso e serd descoberta
apés o éxito das tentativas.

Exemplo: Prove que
a) tg x +cotg x = sec x .cossec x

Solucgao: Desenvolvendo o primeiro membro

1 secx Ccossecx
A 2
senx CcOSX sen“x + cos“x 1 1 1
tgx +cotg x = St = = = 2 "
coSx senx cosx .senx cosx .senx cosx senx

b cotgx+cotgy
tgx+tgy

Solugao: Passando tgx + tg y para o 22 membro multiplicando, encontramos

= cotgx .cotgy

cotgx +cotgy = cotgx .cotg y.{tgx +tgy)
Desenvolvendo o 22 membro

cotgx .cotg y.(tgx +tgy) = cotgx.cotg y.tgx + cotgx .cotg y.tgy

cotgx .cotg y.(tgx +tgy) = .cotg y.tgx + cotgx. tgy

tgx
cotgx .cotg y.(tgx +tgy) = cotgy + cotgx.

c) (tgx +1)* = (1 + sen2x).sec’x

Solugao: Desenvolvendo o produto notavel no 12 membro, temos
senx cCOSX
COSX "~ cOSX
JLO5K ,

(tgx +1)* = tg”x + 2.tgx + 1 = sec’x + 2.tgx = sec’x + 2.

2
1+tg°%x R
sec®x
Sen2x
——
(tgx +1)> =sec’x + 2.senx.cosx .——— = sec’x + sen2x.sec’x
cos’x

(tgx +1)* = (1 + sen2x).sec’x « demonstrado.
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Outra solugio: Desenvolvendo o 22 membro, temos

sec’x serix.
1 Senax 1
————
(1+ sen2x).sec’x = sec®x + senZx.sec’x = ——— + 2.5enx.cosx .——— =
cos’x cos®x

1

—

5 2.senx.cosx + 1 2.senx.cosx + sen®x + cos®x
(1 + sen2x).sec’x = = =
cos’x

cos’x
5 (senx + cosx)? senx + cosx\2 senx 2
(1 + sen2x).sec®x = = = ( ) = e 1) =
GO5 % cosx cosx
(1 + sen2x).sec®x = (tgx + 1)®> < demonstrado.

EXERCICIOS 11.6

1) Calcule a cossecante, secante e cotangente do arco de 3009,
2) Calcule a cossecante, secante e cotangente do arco de 450,

3) Calcule a cossecante, secante e cotangente do arco de 150.

3 . - . .
4)Se tga=2 e n<a< TT[, calcule as demais relagdes trigonométricas
fundamentais.

1 3T
5) Se cosa= E e 7 < a < 2m, calcule as demais relagbes trigonométricas

fundamentais.

6) Demonstre as identidades:

a) secx.cotgx = cossecx
b) sec®x + cossec’x = sec’x.cossec®x
C) sec’x — cossec’x = tg’x — cotg’x

cotg?x + 1

—— o sec®x
cossec°x —1

cosx +cotgx

= cotgx.cosx
secx + tgx

sen?(2x)
2

= cos*x +sentx —1

g)sen(a + b).sen(a —b) = (cosb + cosa)(cosb — cosa)
h)sen3x = 3.senx — 4.senx

i) cos3x = 4.cos®x — 3.cosx

. cossec’x.secx senx 14+cosx
j =

= o+ — cossecx
cotgx + tgx cosx +1 senx
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11.9. Arcos trigonomeétricos na calculadora cientifica

” oW

Os botdes para as relagdes trigonométricas sdo: “sin”, “cos” e “tan” (ver figura
11.9.1) que referem-se, respectivamente, ao seno, cosseno e tangente.

Veja um exemplo para o seno de um arco de 30° e de forma similar se aplica
as outras relagoes.

Incialmente observe se no visor da calculadora aparece uma letra "D” referente
a unidade de graus (figura 11.9.2). Se sim, tecle em “sin”, em seguida digite 30 e

”

tecle em igual “=". O visor mostrara o sen30° conforme a figura 11.9.2. Se nao,
acompanhe os passos do ultimo paragrafo.

Para o calculo em radianos, tecle duas vezes no botdo “modeclr” e escolha a
opgdo 2 “Rad”, conforme a figura 11.9.3. No visor aparecera uma letra "R” referente
a radianos, conforme a figura 11.9.4.

Faremos um exemplo para o seno do arco /6.

Na calculadora tecle:

1-em “sin”, 2- abra um parénteses, 3 - tecle “Shifit”, 4 - tecle “Exp” (refere-
se ao valorm), 5 - em "+”, 6 — em “3”, 7 - feche os parénteses, e por fim, 8 - tecle
em igual “=". A calculadora mostrara o sen n/3 conforme a figura 11.9.4.

Para voltar a unidade de graus, tecle duas vezes no botdo "modecir” e escolha
a opgao 1 “"Deg”, conforme a figura 11.9.3. No visor aparecera uma letra “D”
referente a graus.

——,

WINRCEIL e cucvon PI-SOOMS

Figura 11.9.1 Figura 11.9.2
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FUNCOES TRIGONOMETRICAS

Figura 11.98.3 Figura 11.9.4
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12. GEOMETRIA ESPACIAL

Geometria espacial é a drea da matematica que estuda figuras geométricas ou
sblidos geométricos em trés dimensdes. Nesta unidade, estudaremos as figuras
geomeétricas espaciais mais conhecidas, como os poliedros em geral, os prismas, as
piramides, os cones, os cilindros e as esferas. Cada uma dessas figuras pode
representar objetos na nossa realidade, como dados, caixas de sapato, caixas de
frutas (que sdo prismas), casquinhas de sorvete ou chapéus de aniversario (que
sao cones), canos de PVC, latas de tintas, silos (que sao cilindros), bolas de futebol
(que sao esferas), entre outros. A geometria espacial é responsavel pelo estudo das
estruturas dessas figuras e suas aplicacoes.

12.1. Poliedros

Definicdo 12.1.1 (simplificada): Poliedro ¢é a reunido de um numero finito
de poligonos planos, onde cada lado de um desses poligonos é também lado de um,
e apenas um outro poligono.

A palavra poliedro é formada por duas palavras gregas: polys que significa
varias, dando origem ao prefixo poli e hédrai que significa faces, dando origem ao
sufixo edro.

Poliedros sao sélidos geométricos cuja superficie é formada por partes planas.
Esses sélidos ndo tém formas arredondadas.

Exemplos:

Exemplos de figuras que nao sao poliedros, pois possuem curvas ou formas

arredondadas em sua superficie:



Elementos de um poliedro:

- Face (um poligono): S3o os poligonos que Arestas
o : Faces
limitam os poliedros.
- Aresta (um segmento): E o lado do
( 9 ) — Vértices

poligono que limita o poliedro ou a intersecdo de
dois poligonos que formam faces da figura.

-Vértice (um ponto): E cada um dos pontos
de intersecao de 3 ou mais arestas.

Nomes dos poliedros quanto ao niumero de faces:

Quant. de . Quant. de .
Nome do Poliedro Nome do Poliedro
faces faces
4 Tetraedro 10 Decaedro
5 Pentaedro 11 Undecaedro
6 Hexaedro 12 Dodecaedro
7 Heptaedro 13 Tridecaedro
8 Octaedro
9 Nonaedro 20 Icosaedro

Um poliedro é convexo se qualquer segmento de reta, ndo paralelo as
faces, o intersecta em, no maximo, dois pontos. Caso contrario, € chamado
de poliedro ndao-convexo.

POLIEDROS CONVEXOS

| Estes poliedros sao
convexos, pois todos os
<] segmentos de reta, ndo
paralelos as suas faces, os
intersectam em no maximo
dois pontos.

| SRR R,

-
- ~
L. ~

-
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POLIEDROS NAO CONVEXOS

Estes poliedros nao sao
convexos, pois existem
s B : segmentos de reta, nao

paralelos as suas faces, que
0s intersectam em mais de
R\ S — dois pontos.

12.1.1. Relagcao de Euler

Relacao de Euler®: Em um poliedro convexo de F faces, A arestas e V vértices,
tem-se necessariamente que:

V+F—A = 2

Demonstracao: A estratégia dessa demonstracdao consiste em imaginar um
poliedro convexo com F faces, A arestas e V vértices, totalmente desmontado face
por face. Em seguida, procede-se a montagem do poliedro novamente, reunindo as
faces, uma a uma, reanalisando em cada passo o valor da relagdao de Euler.

Iniciando pela primeira face, podemos pensar em qualquer poligono para essa
face. Suponha que seja o poligono da figura 12.1.1.1.

A relagao de Euler vale: V+ F — A = 1 (confira na figura!).
T T %

Unindo a segunda face (imagine qualquer poligono) a primeira, conforme o

exemplo da figura 12.1.1.2. A relagao de Euler vale: K+£ = é = 1.
9 2 10

Aresta em comum

. Vértices em comum
Figura 12.1.1.1

Figura 12.1.1.2

*> Leonhard Euler (1707-1783) possui cerca de quinhentos livros publicados e é considerado um dos precursores da Matematica
moderna, com grandes contribui¢des para a geometria analitica, trigonometria, geometria, calculo, teoria dos niimeros e outros.
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Unindo a terceira face (imagine também qualquer poligono) as primeiras,

conforme o exemplo da figura 12.1.1.3, a relagdo de Eulervale: V +F — A4 = 1.
12 3 14

O valor da relagdo de Euler continuou inalterado, e essa ndo variagao é

consequéncia dos seguintes fatos:
¢ O numero de vértices em comum excede o numero de arestas em comum

em uma unidade (analise todas as figuras), isto é:

Veomuns = Acomuns +1 = |Acomuns — Veomuns = —1 |

¢ A nova face a ser unida, possui sempre o numero de arestas igual ao numero
vértices (uma vez que é um poligono) e ja sabemos pela anadlise inicial que

|Vnovo + Frovo — Anovo = 1|

Assim, a relacdo de Euler, apdés a unido de cada nova face, vale:

V+F—-A= antes + Vnovo — Vcomuns + Fantes + Fnovo - (Aantes + Anovo — Acomuns)
v F A

V+F—-A= antes Funtes — Aantes + Vnovo k Fnovo — Anovo + Acomuns — Vco‘muns =1
1 il -1

Esse padrao € valido para a unidao de qualquer uma das faces, com excecdo da
ultima face que fecha o poliedro. Na figura 12.1.1.4, podemos observar que, nesse

caso, ndo havera novos vértices nem novas arestas, apenas uma nova face que

fecha o poliedro.
V+F—A=Vautes + Fantes — Aantes + \}J = 2.

1 Face

Face que fecha

Arestas em comum

Vértices em comum

Figura 12.1.1.3 Figura 12.1.1.4

Observagdo: Para manter a expressdo V + F — A = 1 invariavel é preciso que
a construcdo seja feita com poligonos adjacentes sem deixar “buracos”. O que é
perfeitamente possivel para poliedros convexos e alguns poliedros ndo convexos.
Essas sdao também as condicionantes para a validade da relacdao de Euler.

Exemplos:
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Este poliedro € convexo com: 8 vértices, 6 faces e 12

arestas. Entao, vale a relagao de Euler:
8 V4+F—-A=8+6—12=2.

Poliedro convexo com: 12 vértices, 18 arestas e 8 faces.
Ent3o, verifica-se a relagao de Euler:
V+F—-—A=12+8—-18=2.

Este poliedro é ndo convexo, e mesmo assim, vale a

relacdo de Euler. Veja que ha 14 vértices, 21 arestas e 9

faces e que:

V+F—A=14+9—21.

Os poliedros ndao convexos em que normalmente ndo vale a relagao de Euler
sao os que possuem “buracos” em sua estrutura. Exemplos:

)
H 7
>0 \emmm——
e ~ - 3
N 1\ 1
~ P 4
~L —_ L e
I\r — N N
1 -: r AN A\
'L 1] O\ N\ "\
T | AN BANEY
- ;\ = <
:/);.__ ~ b1 I N\
’ \
27 ) o \\\ =
i S 3
P
\
&

Nesses poliedros a relagdo de Euler é falsa, ou seja, V+ F — A = 2. Verifique!
A vantagem da relacgdo de Euler é que, dado um poliedro convexo, na auséncia
de uma das informagdes sobre o numero de vértices, faces ou arestas, basta utilizar

a relacdo para encontra-la.

Exemplo: Qual o nimero de faces de um poliedro convexo que tem 30 arestas
e 12 vértices?
Solugao: Como se trata de um poliedro convexo, vale a relacio de Euler.

Substituindo os dadosem V + F - A = 2, obtemos
12+ F-30=2 = F=2+30-12= [F = 20| Resposta: 20 faces.
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2° exemplo: Sabe-se que um poliedro convexo de 11 faces, possui um
numero de arestas igual ao dobro de vértices. Quantas arestas possui este poliedro?
Solugdo: Como A = 2.V e o poliedro é convexo, vale a relagéo de Euler.
Substituindo A=2.VeF=11emV + F - A =2, dispomos de
V4+11—-2V=2= -V =2-11 = [V = 9]
ComoA=2V = A=29=[A =18]. Resposta: 18 arestas.
392 exemplo: Algumas bolas de futebol possuem figuras geométricas em sua

superficie. Uma bola que possui 12 faces pentagonais e 20 faces hexagonais, possui
quantos vértices?

o~ " g ’ NP
Solugdo: Embora uma bola de futebol ndo seja um poliedro, v/ ‘
podemos aproximar suas faces como planas e aplicar a relacdo de Euler. 1 |
No entanto, antes disso, vamos verificar quantas arestas a bola possui. g '

Imaginemos todos os poligonos: 12 pentagonos e 20 hexagonos do poliedro
desmontados. O total de arestas é calculado somando o numero de arestas de cada
poligono, ou seja, 12 pentagonos, cada um com 5 lados (12 x 5 = 60 arestas), e 20
hexagonos, cada um com 6 lados (20 x 6 = 120 arestas). Portanto, o total de arestas é 60
+ 120, resultando em 180 arestas.

Entretanto, com os poligonos unidos e montados, cada aresta é exatamente a uniao de

duas outras arestas anteriores. Veja a ilustracdo de um trecho do poliedro:

Duas arestas sdo agora uma sé.

Desta forma, as 180 arestas sdo reduzidas a 90 arestas (dividindo por 2). Portanto, o
poliedro possui 90 arestas.

As faces claramente sdo: 12 +20 = 32 faces e pela relacdo de Euler, encontramos

V+F-A=2 = V+32-90=2 = |V = 60] Resposta: 60 vértices.

O raciocinio empregado nesse exemplo nos leva a seguinte formula utilizada
no calculo do numero de arestas a partir da quantidade e tipos de faces de um
poliedro convexo:

A_&a+4a+3&+a&+m
— 2
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Onde: F3 - quantidade de faces triangulares, F, - quantidade de faces
quadrangulares, F5 - quantidade de faces pentagonais, etc.

Utilizando esse mesmo raciocinio, demonstra-se a seguinte férmula para a
quantidade de vértices que partem um certo niumero de arestas.

Seja um poliedro convexo, em que: V; - € quantidade de vértices que partem
3 arestas, V, — a quantidade de vértices que partem 4 arestas, V; — a quantidade
de vértices que partem 5 arestas, etc. Como cada aresta
que parte de um vértice é também aresta de outro vértice
(sao contados em duplicidade), temos:

Vs

3.Vs+ 4V, +5 Vs + 6.V + -
= '

Vi

4° exemplo: Um poliedro convexo possui 4 faces hexagonais e 4 triangulares.
Quantos vértices e quantas arestas possui este poliedro?
Solucgao:
_ 3. F5 6. Fg _ 34+ 6.4 _ 12 4+ 24 =£=|A =8 aE]
2 2 2 2
A quantidade de faces é F = 4 + 4 = 8. E pela relacdo de Euler, encontramos

V+F—A=2=>V+8—-18 = 2 = [V = 12 vértcies]

50 exemplo: Um poliedro convexo possui 12 vértices. Quatro desses vértices
partem 3 arestas e dos vértices restantes partem 4 arestas. Quantas arestas e
quantas faces possui esse poliedro?

Solugao:

. 3.V3+ 4.F, _ 3.4+ 4.8 _ 12 432 =ﬁ=>|A —>7 arestas]
2 2 2 2
Pelarelaciode Euler: V4+ F-A=2 =12+ F-22=2 = |[F = 12 vértices|

| EXERCICIOS 12.1 [|

1)Qual o numero de vértices de um poliedro convexo de 15 faces e 20 arestas?
2)Qual o numero de arestas de um poliedro convexo de 8 faces e 12 vértices?
3)Qual o nome do poliedro convexo que possui 4 vértices e 6 arestas?

4) Um poliedro convexo possui 6 faces pentagonais e 4 triangulares. Quantos
vértices e quantas arestas possui este poliedro?

5)Um poliedro convexo possui 20 faces hexagonais, 10 faces pentagonais e 2
triangulares. Quantos vértices e quantas arestas possui este poliedro?

6)Existe um poliedro convexo de 5 vértices e 4 arestas? Justifique.
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7)(FAAP - SP) Num poliedro convexo, o himero de arestas excede o numero
de vértices em 6 unidades. Calcule o nimero de faces.

8)Qual o niumero de vértices, arestas e faces de cada poliedro?
a) b) c)

.ty
.....
. e

. LA

9)(UFPEL-RS) No pais do México, ha mais de mil anos, o povo asteca resolveu
o problema da armazenagem da pds-colheita de graos com um tipo de silo em forma
de uma bola colocado sobre uma base circular de alvenaria. A forma desse silo é
obtida juntando 20 placas hexagonais e mais 12 placas pentagonais.
(http://www.tibarose.com/port/boletim.htm,acessado em: 10/10/2007 (adaptado).
Com base no texto, é correto afirmar que esse silo tem:
a) 90 arestas e 60 vértices
b) 86 arestas e 56 vértices
c) 90 arestas e 56 vértices
d) 86 arestas e 60 vértices
e) 110 arestas e 60 vértices

10)(UNIRIO)Um gedlogo encontrou, huma de suas exploragdes, um cristal de
rocha no formato de um poliedro, que satisfaz a relagdao de Euler, de 60 faces
triangulares. O nimero de vértices deste cristal é igual a:
a)35; b)34; c¢) 33 d) 32; e)31.

11)(U.F. - RS) Um poliedro convexo tem seis faces triangulares e cinco faces
quadrangulares. O numero de arestas e de vértices do poliedro é, respectivamente:
a)34el0 b)19e 10 c)34e20 d)12e 10 e)19e 12

12) Joao monta poliedros convexos utilizando canudos e massa de modelar
conforme a figura a seguir. Em seu novo projeto, ele pretende montar outro poliedro
usando 30 canudos, porém com o nimero de faces igual ao nimero de vértices.
Podemos afirmar que esse poliedro possui:

a) 16 vértices ?
b) 32 faces 6

c) 15 arestas t

d) 32 vértices

e) 50 faces “
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12.1.2. Poliedros regulares

Definigdao 12.1.2.1: Um poliedro convexo é denominado de regular se suas
faces sdo poligonos regulares congruentes, onde cada face possui o mesmo nimero
de lados e, em todo vértice, convergem o mesmo numero de arestas.

Existem apenas cinco poliedros regulares convexos. Sdo eles:

N &

Tetraedro regular
Icosaedro regular

Octaedro regular

Hexaedro regular

Dodecaedro regular
Demonstracao:
Como as faces sdo iguais, para n faces, temos

3.F3+ 4.F,+ 5.Fs+ 6.Fs + - n.F
=23 = g = 5|4 =—— (1.

O numero de arestas que parte de cada vértice deve ser igual, e ao nomearmos

essa quantidade como x, obtemos
A 3.V + 4V, +5 Vs + 6.Vg+ -

vV
=|a =xT @).

2
De (1) e (2), concluimos que
nF x.V nF
= = vV = - 3.
Substituindo (1) e (3) na relagao de Euler, encontramos
n F n.F 2nF+2.x.F— nx.F 4.x
\—VT,—z F—;=2=> Zx =2:F=2.n+2.x—n.x(4)'

Por outro lado, os poligonos das faces sdo regulares, entdao cada angulo interno

destes poligonos medem
(n — 2).180° Soma dos angulos internos
- ;

dividido pela quantidade de lados.

Ressalte-se que soma dos angulos internos em torno de um vértice ndo pode
ser igual e nem ultrapassar 360°, pois ndo é possivel haver sobreposicdo de faces
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ao formar um poliedro no espacgo. Veja o exemplo para o triangulo equilatero:

possivel formar um poliedro possivel formar um poliedro possivel formar um poliedro Impossivel formar um poliedro

(no espacgo)

Nesse entendimento,

(n — 2).180° 2.n
—————x<360°=>(n —2).x <2n=|x<
n n—2

(5).

Iniciando por n = 3, tridngulos equilateros, encontramos x < 6 na expressao
(5). Entretanto, cada vértice precisa partir pelo menos trés arestas, isto é, x = 3.
Desse modo, os trés casos possiveis sdo x =3, x =4 e x = 5. Substituindo esses

valores em (4), obtemos:
4.x 4.3

Parax =3 =>F = = = 4 =|Tetraedro|.
2n+2.x—n.x 2.3+2.3-3.3
4.x 4.4
Parax=4 = F = = = 8 = [Octaedro|.
2n+2.x—n.x 2.3+2.4—-3.4
4.x 4.5
Parax=5=>F = = = 20 = |Icosaedro|.

2n+2.x—n.x 2.3+2.5—3.5

Agora, se n = 4, quadrados, a expressao (5) nos da x < 4. Como x = 3, entdo:
4.x 4.3
2n+2.x—-n.x  2.4+2.3-4.3

Se n =5, pentagonos regulares, temos x < 4 e x = 3. E assim:
4.x 4.3

Parax=3 =F= = = 12 = | Dodecaedro].
2n+2.x—n.x 2.5+2.3—-5.3

Exemplos de poliedros nao regulares:

Triangulo equilatero V'\

Motivo: O niumero de arestas que parte

Parax=3 =F = = 6 = [Hexaedro (Cubo)|.

Quadrado

do vértice superior é diferente do vértice

Motivo: Possui faces diferentes. lateral.

Observe que, embora os poliedros acima possuam faces formadas por poligonos
regulares, eles nao sao poliedros regulares.
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superior e face

12.2. Prismas

Definigdo 12.2.1: Denomina-se prisma todo poliedro formado por uma face

paralelas.

inferior paralelas e congruentes, ligadas por arestas laterais

Considerando o prisma da figura abaixo, temos os seguintes elementos:

Bases: os poligonos EFGHI e E; F1 G1 Hi I;;
Arestas da base: os

F,G,,G,H,,H,1,,,E,,E,F, do poligono inferior

segmentos

(base inferior) e os

FG,GH,HL IE,EF do poligono

superior);

segmentos

superior (base

Arestas laterais: os segmentos
paralelos FFy,GFy, HHy, 111, EE;;
Faces laterais: os quadrilateros:

FGF,G,, GHG,H,, HIH, I,, IEL, E,, EFE,F,.

distdncia h entres os

12.2.1. Classificacdao dos prismas

Um prisma pode ser:

-~

Reto: Quando as arestas
laterais sdo perpendiculares aos
planos das bases.

Altura: planos
superior e base.
/N
Obliquo: Quando as
arestas laterais sdo obliquas aos
planos das bases.

Chamamos de prisma regular todo prisma reto cujas bases sdo poligonos

regulares.

De acordo com a base, um prisma pode ser denominado de:
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+ Prisma de base triangular, se sua a base for um tridngulo;

¢ Prisma de base quadrangular, se a base for um quadrilatero;
¢ Prisma de base pentagonal, se a base for um pentagono.

E assim por diante.

Como exemplos, veja os prismas de base triangular, hexagonal e heptagonal,
respectivamente, nas figuras 12.2.1.1, 12.2.1.2 e 12.2.1.3.

Alguns prismas quadrangulares possuem nomes especiais, como o
paralelepipedo e o cubo.

O paralelepipedo é um prisma quadrangular cujas bases sdo paralelogramos.
Ele pode ser classificado em:

¢ Paralelepipedo reto retiangulo: As bases e as faces laterais sdo retangulos
(figura 12.2.1.5).

Um caso particular do paralelepipedo reto retdngulo é o hexaedro regular que
denominamos de cubo (figura 12.2.1.4).

+ Paralelepipedo retiangulo: As bases sido retdngulos e as faces laterais sdo
paralelogramos (figura 12.2.1.6).

|

|

|

|

l |
S L

&
s
7 B
P

Base triangular Base hexagonal Base heptagonal Cubo
Figura 12.2.1.1 Figura 12.2.1.2 Figura 12.2.1.3 Figura 12.2.1.4
Retingulo
Retangulo /

¥

Paralelogramo

Paralelepipedo reto retingulo Paralelepipedo retingulo

Figura 12.2.1.5 Figura 12.2.1.6
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12.2.2. Area da superficie de um prisma

Area lateral (4)): E a soma das areas dos poligonos que forma a lateral do
prisma.

Area da base (4;): Corresponde a area do poligono que constitui a sua base.

Area total (47): E a soma de todas as areas do prisma.

Exemplo: Calcule a area da superficie do paralelepipedo abaixo.

Solugao:

A 4rea da base: A, = 10.45 = (4, = 450cm?|

A area lateral:

S Lo A; = 2.45.30 + 2.10.30 = |4; = 3300cm?|
pF

£ 10cm A 4rea total:

Ap =4, + 2.4, =3300 + 2.450 = [4; = 4.200cm?]

30cm

290 exemplo: Calcule a drea da superficie do prisma regular de base hexagonal
abaixo.

Solugao: Para o calculo da area da base, vamos dividir

o hexagono regular em 6 triAngulos equilateros (4; =

6.4,), conforme as figuras a seguir.
10m

- IR, W ———

T | .

T
1

4m

4.4.sen60° V3

by =b—a——=d8— |d; = 24+/3m?|

A lateral é formada por 6 retangulos de altura 10m e base 4m. Assim,

A, =6.10.4 = [A, = 240m?|

A area total é

Ap = A+ 2.A, = 240 + 2.24V3 = A, = 240 + 48V3 m?|
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12.2.3. Volume de um prisma

Genericamente, o volume de um sodlido € a quantidade de espago por ele
ocupado de acordo com uma unidade de medida. Se eventualmente queremos saber
quantas macds cabem em uma caixa ou quantos limdes cabem em uma sacola ou
ainda, quantos litros cabem em uma panela, por exemplo, as unidades de medida
sdo respectivamente, caixas, limodes e litros. Embora a quantidade de espaco fique
perfeitamente definida e mensurada com essas unidades de medidas, elas nao
trazem informagdes contundentes e comparativas entre quais espagos ocupados
(ou de armazenamento) é maior ou menor, e quanto. Por esse motivo, iremos
adotar uma Unica unidade de medida para os sélidos geométricos: um cubo de
aresta 1, conforme a definigdo a seguir.

Definicdo 12.2.3.1: O volume de um soélido geométrico representa a
quantidade de cubos unitarios que cabem no sélido.

O sélido mais simples é o prisma reto. Para determinar a quantidade de cubos
unitarios que cabem nesse sélido, utilizamos o principio multiplicativo entre as
dimensdes: comprimento x largura x altura.

Como o comprimento x largura ¢é area da base, escrevemos:

V =A4,. h O volume de um prisma ¢ igual ao produto da area da base pela altura.

Em que: A, é area da base e h é a altura do prisma.

Demonstracgdo: Foi visto em geometria plana que a area de uma figura plana
é a quantidade de quadradinhos unitarios que cabem na figura.

Area da base

A cada quadradinho unitario da base se faz necessario uma unidade de altura
para compor 0s cubos unitarios, pois um cubo unitario possui dimensdes 1x1x1. Por

exemplo: um cubo de 1cm?® = 1ecmxlem x 1ecm . Desse modo:
Rl L Rt L
base altura

¢ Para uma unidade de altura, + Para quatro unidades, temos V = Apx4:

temos V = A4,x1 cubos unitarios @
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E para h unidades: .

Este mesmo principio (drea da base x altura) pode ser
aplicado em qualquer prisma, mesmo que a base nao seja
retangular. Além disso, o prisma pode ser também obliquo,

uma vez que podemos transforma-lo em prisma reto,

conforme a figura ao lado.

Sélidos congruentes

1° exemplo: Vamos calcular o volume de um cubo de aresta 5cm.

Solugao:

Como o cubo possui todas as arestas iguais, temos
Ap =5cm.5cm = 25cm? e h = 5cm.

V=255 = [V = 125 cm?} |

O volume calculado de 125 cm?®, implica dizer que

cabem 125 cubos de 1cm® no cubo.

e N
-\*J\ — 1cm

290 exemplo: Calcule o volume do prisma reto a seguir.

’ Solucao:
Ap =3cm.2cm = 6¢cm? e h = 6¢cm, entdo

6cm
V=66= [V =36cm?]

Logo, cabem 36 cubos de 1cm? no paralelepipedo.

2cm

3° exemplo: Calcule do volume e a area total de um prisma regular de base
triangular cujos lados medem 4cm e altura 7cm.

Solugao: Prisma regular é todo prisma reto cujas bases

sdo poligonos regulares, neste caso, a base do prisma é o

tridngulo equilatero a seguir.

Tem

4CTN
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wl

i b.sen60°  44.sen60° 1632 8/3
Area da base: 4, = — s;n = s;n = 22 :%: Ay = 43cm?|.

Arealateral: 4; = 3.4.7 = 84cm? (trés vezes a drea de um retingulo lateral).

Areatotal: Ap = 4; + 2.4, = 84 + 2.4v3 = [4, = 84 + 8v3am?)

Volume: V=4, .h=4y3 .7 = .

4° exemplo: Calcule o volume de um cubo de 6cm de aresta e a medida de

sua diagonal interna.
Solugdo: Como o cubo possui todas as arestas iguais, entdo

Ap = 6em.6em =36 cm?e h = 6om.

V=366=|V=216cm*|
A diagonal solicitada do cubo é a medida do comprimento de AC (ver figura a seguir).

A medida BC pode ser calculada usando o tecrema de Pitagoras,

BC =62+ 62 =36+ 36=+V236 =

BC=vZI 36 =vZ 6= 6vVZ = [BC = evzom| Pl

Aplicando o teorema de Pitdgoras novamente, agera /

6cm

no tridingule ABC, encontramos

AC=VBC:+6%= _[(6V2)2+6%=V362+36= . e ¥~ 6em
AC =./36(2+ 1) =V36.V3 =

52 exemplo: Pretende-se escavar um viveiro no formato de paralelepipedo
para criagdo de peixes. Por questdes técnicas, o viveiro precisa de um comprimento
quatro vezes maior que a sua largura e quantidade de 100 peixes a cada 1000 litros.
Respeitando as questdes técnicas, calcule as dimensSes para um viveiro de 6
metros de largura e para a criagao de 30000 peixes.

4 Fexes

solucdo: 4, =6m. 24m = 144m?.

Para uma profundidade h, a capacidade do viveiro éV = 144 | h.

Em contrapartida, o viveiro deve comportar 30000 peixes, sendo 1000 litros a cada
100 peixes, o que equivale a 300000 litros ou 300m?(ver tabela no final deste livro). Isso

posto,

144 . h =300 = } ———300= h=2,08
- -
& # 144 m

Esse viveiro precisa ter 6 metros de largura, Z4metros de comprimento e 2,08 metros

de profundidade.
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6° exemplo: (ENEM 2010) Uma féabrica produz barras de chocolates no
formato de paralelepipedos e de cubos, com o mesmo volume. As arestas da barra
de choceolate no formato de paralelepipedo medem 3cm de largura, 18cm de
comprimento e 4cm de espessura. Analisando as caracteristicas das figuras
geométricas descritas, a medida das arestas dos chocolates que tém o formato de
cubo é igual a:

a)5cm. b)écm. <¢)12cm. d) 24cm e) 25 cm.

Solucao: O volume da barra de chocolate em forma de paralelepipedo é
V=3418=|V =216 cm?
Supondo que o lado da barra de chocolate em forma de cubo seja de aresta a, o seu

P 3 i X .
volume é V = a.a.a = a”. Como os dois solidos possuem o mesmo volume, concluimos

que

a*=216 = a = V216 =[a = 6cm | Letrab).

| EXERCICIOS 12.2

1)Calcule o volume de um prisma cuja drea da base & 30cm? e altura 5cm.

2)Qual deve ser a altura de um prisma cuja area da base & 18cm?2, para que
seu volume seja 54 cm=7?

3)Qual a altura de um prisma que possui volume de 169m= e a area de base
de 13m=27?

4)(UNESP) Quantos cubos A precisa-se empilhar para formar o paralelepipedo

2) c0 ]

b) 47
c) 94
d) 39

e) 48 @

A B

B?

5)Calcule a area total e o volume de um cubo de 7cm de aresta.

6) Um prisma possui 18 arestas, todas iguais a 10cm. Quantos vértices e

quantas faces possui este prisma? Desenhe o prisma e calcule o seu volume.

7)Calcule a area total e o volume dos sequintes sdlidos:
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a) Cubo b) Paralelepipedo reto retangulo

5m
I 13em  / jpesemememecssegfeceana
l
/)__ N
w r 12m
£ "
'l'
l”'
10m
c)Prisma reto triangular d) Prisma regular hexagonal
11cm
5cm
20cm
3cm
1cm
e)Prisma reto triangular f) Paralelepipedo (Prisma obliquo)
Tem
5cm

8cm

8)Calcule o volume e a medida da diagonal interna do cubo de aresta 5cm.

9)Calcule a medida da diagonal interna de um paralelepipedo reto que mede
3m de largura, 4m de comprimento e 12m de altura.
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10) Pretende-se construir uma piscina no formato de hexagono regular de lado

2m, conforme a figura. Que profundidade h precisa ter essa piscina para que sua

capacidade seja de 15,3 mil litros? Use: v/3 = 1,7. -

2m

11) Uma carreta possui carroceria em forma de paralelepipedo reto de 3m de
altura, 16m de comprimento e 2,5m de largura, e sera usada para escoar a
producao de graos de soja de uma fazenda. Sabendo que a produgao foi de 352
toneladas e a massa especifica (ou densidade) do grao de soja é de 800kg/m3, qual
o menor numero de viagens necessarias para escoar toda a produgdo?

12)(EUMT — LONDRINA) O volume de ar contido em um galpdao com a forma as
dimensdes dadas pela figura abaixo é:
a)300 b)240 c)225 d)210 e)180

6

13)(ENEM)Prevenindo-se contra o periodo anual de seca, um agricultor
pretende construir um reservatério fechado, que acumule toda a agua proveniente
da chuva que cair no telhado de sua casa, ao longo de um periodo anual chuvoso.
As ilustragdes a seguir apresentam as dimensdes da casa, a quantidade média
mensal de chuva na regido, em milimetros, e a forma do reservatério a ser

construido.

reservatorio & &
2m x4m x pm
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Sabendo que 100 milimetros de chuva equivalem ao acumulo de 100 litros de
agua em uma superficie plana heorizontal de um metro quadrado, a profundidade
(p) do reservatério deverd medir:

a)dm b)5Sm <cyém d) 7Zm ) 8m

14)}(ENEM) Um fazendeiro tem um depédsito para armazenar leite formado por
duas partes cubicas que se comunicam, como indicado na figura. A aresta de parte
cubica de baixo tem medida igual ao dobro da medida da aresta da parte cubica de
cima. A torneira utilizada para encher o depésito tem vazao constante e levou 8
minutos para encher metade da parte de baixo.

Quantos minutos essa torneira levard para encher

e

completamente o restante do depdsito?
a) 8 /
b) 10 i
c) 16
d) 18
e) 24

15)(ENEM) Na alimentagio de gado de corte, o processo de cortar a forragem,
coloca-la no solo, compacta-la e protegé-la com uma vedagdo denomina-se
silagem. Os silos mais comuns sao os horizontais, cuja forma € a de um prisma
Considere um silo de 2 m de altura, 6 m de largura de topo € 20 m de
comprimento. Para cada metro de altura do silo, a largura do topo tem 0,5 m a
mais do que a largura do fundo. Apds a silagem, 1 tonelada de forragem ocupa 2
m?2 desse tipo de silo.

Legenda:

e b - largura do fundo
B- largura do topo
C- comprimento do silo
h - altura do silo

EMBERAPA. Gadode corte Disponivel em: www. cnpge embrapabr Acesso em: 1 ago. 2012 (adaptado)
Apds a silagem, a quantidade maxima de forragem que cabe no silo, em
toneladas, &
a) 110.
b) 125.
c) 130.
d) 220.
e) 260.
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12.3. Piramide

Definicdo 12.3.1: Denomina-se piramide a reunido de todos os segmentos de
reta que tém uma extremidade em um ponto e a outra em um poligono.
Elementos da piramide:
Vv « Base: o poligono convexo R;
e Arestas da base: os lados AB,
BC, CD, DE, EA do poligono;

% ¢ Arestas laterais: os segmentos
VA, VB, VC, VD, VE;

! « Faces laterais: os tridngulos VAB, VBC,
b VCD, VDE, VEA;

o Altura: distancia h do ponto V ao plano.

H& varios monumentos e arquiteturas antigas, e também modernas, inspiradas
em pirdmides:

Pirdmides de Gizé - Egito. Pirdmide do Louvre — Paris.
12.3.1. Classificacdo de piramides

Uma piramide é reta quando a projecdo ortogonal do vértice coincide com o
centro do poligono da base, caso contrario é uma piramide obliqua.

Piramide reta

Piramide obliqua
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Toda piramide reta, cujo poligono da base é regular, recebe o nome
de piramide regular. Ela pode ser triangular, quadrangular, pentagonal, e assim
por diante, conforme sua base seja, respectivamente, um triangulo, um
quadrilatero, um pentagono etc.

Exemplos:

Piramide quadrangular Piramide hexagonal

Toda pirdmide triangular recebe o nome do tetraedro. Quando o tetraedro
possui como faces tridngulos equildteros, ele é denominado regular (todas as faces
e todas as arestas sao congruentes).

A reunido, base com base, de duas piramides de bases quadrangulares, resulta
em um octaedro. Quando as faces das pirdmides sdo tridngulos equilateros, o
octaedro é regular.

Tetraedro Tetraedro regular

Octaedro

12.3.2. Area de superficie de piramides

Area lateral (4)): E a soma das dreas dos poligonos que forma a lateral da
pirdmide.

Area da base (43): Corresponde a area do poligono que constitui a sua base.

Area total (47): E a soma de todas as areas da pirdmide (area lateral + area

da base).
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12.3.3. Volume de uma piramide

V= l Ay . h O volume de uma pirdmide ¢ igual a um tergo do produto da area da base
3 pela medida da altura.

Demonstragao: Podemos dividir um prisma de base triangular em tetraedros,
conforme a figura a seguir.

Como os trés volumes dos tetraedros sdo congruentes (verifique!) e o volume

do prisma é dado por: A,.h, isso nos da:

1
V+V+V=4,h =3.V="4,h= |V =3 .4,.h

Notoriamente, toda piramide pode ser dividida em tetraedros de mesma altura,
e portanto, a formula estende-se também a piramides de qualquer base.

1° exemplo: Calcule o volume de uma piramide de base retangular de lados
5cm e 2cm e altura 15cm.

Solucso: A, = 5.2 =[4, = 10cm’
1

1
V=34 k=V=z1015=[V = 50em’]

3

2° exemplo: Qual a altura de uma pirdmide que possui 18m?2 de drea de base
e 3m>3 de volume?
Solucao:
i |

il 9
V=3.4.h 23=3.18h > h=19= [h = 0,5m]

32 exemplo: Calcule a area total e o volume de uma pirdmide reta, cuja base
é um quadrado de lado 6cm e a altura é 4cm.

Solugdo: Uma piramide é reta quando a projecdo ortogonal do vértice coincide com
o centro do poligono da base. Cada tridngulo que forma a lateral da piramide possui 6cm

de base e altura a.
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Sabendo que um dos catetos é 3cm (metade do lado do quadradoe) e altura é 4cm (veja
a figura a seguir), podemos calcular a altura a do tridngulo da face lateral utilizando o

teorema de Pitagoras, da seguinte forma:

6cm
a?=h?+c?> 2a’=32+42=> a>=16+9=> a = V25> [a = 5cm]
A area lateral é: A; = 4.(62;5) =4.15 = .
A area da base: A, = 6.6 :.
Adreatotal: Ay = A, + A, = 60 + 36 = [A; = 96cm?|
Ovolume:V = +.4,.h=V = %.36.4 =[V_= 48cm’]

4° exemplo: Dada a piramide abaixo, calcule a darea da base e o seu volume,

sabendo que a base é um hexagono regular de lado 2cm.

h =9cm

Solugao: Da geometria plana sabemos que um hexagono regular é formado por seis

tridngulos equilateros de mesmo lado, assim

2.2.sen60° V3
Ap = 6. A, =6.(T) — 12.72 A, = 6V3cm?|
1 il
V ==.4,.h= V = §.6\/3.9:> V = 18vV3cm?3|
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50 exemplo (tronco de piramide): Uma piramide reta de altura 12cm e base
hexagonal de lado 2cm, foi seccionada por um plano « paralelo a base e extraida a
pirdmide superior, conforme a figura. Calcule o volume do soélido restante.

T

8cm

2cm

Solugdo: Os tridngulos formados entre as alturas e a aresta lateral da pirdmide

inicial sdo semelhantes, conforme a figura seguinte.

4‘1 P

12cm #

T

8cm

Aplicando a razio de semelhanga, obtemos
x 4 b, 2
g 12 L _ 3

A area da base da pirdmide extraida (pirdmide menor) é

b c 2 2 sen60° 4 V3 2
a.p.sen o7l i
e = By = 6.(—) =A4,=633"" 4 =-2>5|4, = =V3cm?|
2 2 32 3
O volume da piramide extraida é
i i 2 8
P e e et I B
V=3.4.h=V 3.3\/§.4:> 14 9\/§cm.

A areca da base da pirdmide maior é

a.b.senC 2.2.5en60° 12.4/3
AB:6.AA:6.( > ):6. 3 = Ap = 2\/—:> Ag = 6V/3cm?|

O volume da pirdmide inicial é
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1 1
V'= 2. Ap.h= V=2 .6V3.12= V" = 24v3cm3|,

O volume solicitado é Vigpeo = V' — V' (volume inicial menos o volume da piramide
extraida), o que corresponde a

8 216—8 208 :
Vtroncu = 24‘\/§ - 6\/_ = (T) \/§ = Vtruncu = T\/gcmg .

De uma maneira geral, se uma pirdmide cuja aresta da base é b, aresta lateral
é c e altura h, for seccionada por um plano paralelo a sua base formando uma nova
pirAmide de aresta da base b’, de aresta lateral ¢’ e altura h’, vale as seguintes

relacdes (de acordo com 0s nossos estudos sobre tridngulos semelhantes).
Relagao entre os segmentos:

b 3 h

= % =g = k [ Onde k é a constante de proporcionalidade entre os segmentos. ]
Relacdo entre areas da base:

Ap 2 TS EL

A_b =k [ Onde Ap e A, sdo as areas da piramide inicial e da nova ]

Por consequéncia, sendo V = %.AB .h, o volume da piramide inicial e V' =

1 " 2
3 .Ap .h', 0 volume da nova piramide, dispomos de

1
V_348_ Ay B _ o [V sl
vl oo Ay TR v’

3 “b- = Tk

Dessa forma, podemos calcular o volume do exemplo anterior usando essas
relagcoes:

h L2

= s vl b5 [ =1
|4 24+/3 8
L o P e 58 T 3
v k= v 3= |V 9\/3cm L

8 216 — 8 208
Veronco = 243 —5V3 = (T) V3= |Vironeo = —5—V3em3|

De posse apenas das informagdes do tronco, podemos utilizar,
alternativamente, a féormula:

h
e = 5(\/ Ap b d et AB)

Onde Ay e A, sdo, respectivamente, as areas superior e inferior do tronco, e
h sua altura.

Demonstracao:
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1 1
Vtronco:V_Vlzg-AB- hB_g-Ab- hy = Vironco :§(AB- hg — Ap . hp)

Como h = hg — h, temos

1
Vtronco =§(AB (h+ h-b) - Ab = h-b) =

1
Vtronco =§[AB “h+ h-b(AB - Ab)] (1)

~. B Ap
Usando a proporgao = ke—
b

= k?, dispomos de
Ap

s N W Vs NN S VL N SN
JA, /A, A,
h=h,,.(VAB—1)=>h (VAB v ) i
JA

h 2).
» N7 BTN

Substituindo (2) em (1), obtemos

_1 _1 LNZTI P
Vtronco_g[AB-h"' hb(AB_ Ab)] _S[AB-h"'(\/A—B_\/A—b)(AB Ab)]

1 h/A4, B Ag + /A4
Vtronco - [AB h + (m \/A_b) ( AB Ab)( AB + \/A_b)]

1 h
Vironco =§[AB ch+hJA, (VA +AL)] = | Vironco =§(,/Ab. Ap+ Ap+ Ag)|

Utilizando a férmula com dados do exemplo anterior: A, = %\/?cmz, Ag =

6v3cm? e h = 8cm, encontramos

h af 12 2
Vironco = 5(\/ Ap. Ap + Ap + AB) :E 5\/?6\/54‘5\/?4— 6\/§

8 2 208
Veronco = 5(2\/§+ SV3+ 6\/§) - = ——3em?|

VfTOTLCO

6° exemplo: Calcule a altura e o volume de um tetraedro regular de lado a.
Solugao: O tetraedro regular possui todas as arestas iguais e a base é um tridngulo

equilatero. Veja a figura a seguir. Assim, a sua area da base mede

Tetraedro regular
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\3
a.b.senC a.a.sen60° az-T a®Vv3

Ay = =
Z 2 7 2 4

A altura do tetraedro regular forma um angulo de 90° com a mediana m, exatamente
no baricentro do tridngulo da base (ver figura). Dessa forma

CO m ~3 m aVv3
—=—s—=—=2.m=avVv3 = |m= X
Hip a 2 a 2

sen60° =

Usando a relacao do baricentro de um triangulo com a sua mediana ( 3 ) e aplicando

o teorema de Pitagoras, obtemos

o g e
Substituindo m = af’ encontramos
z
h2+(§.a—f) —a? = h2+%2:a2:h2 —a?— %2 - A2 = 2;2: h:aT\/E_
O volume do tetraedro regular é, portanto,
vV = l.Ab.hz < .aZ\/g .a—\/g:> 1’4 =a3\/§.
3 3 4 3) 12

EXERCICIOS 12.3

1)Calcule o volume de uma pirdmide de base retangular de lados 4cm e 3cm e

altura 5cm.

2)Calcule o volume de um tetraedro cujos lados da base medem 21cm, 20cm

e 29cm e altura 10cm.

3)Quanto deve ser a altura de uma piréamide de base quadrada cujo lado mede

9m, para que o seu volume seja 81m?3?

4)Calcule o volume dos sélidos a seguir.

a) Pirdmide de base hexagonal b) Pirdmide reta de base retangular

Tem

48cm
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c) PirAmide de base trapezoidal d) Octaedro regular

5)(UFF) A grande piramide de Quéops, antiga construgdo localizada no Egito,
é uma pirdmide regular de base quadrada, com 137m de altura. Cada face dessa
pirAmide € um tridngulo isésceles cuja altura relativa a base mede 179m.
A area da base dessa piramide, em m2, é:
a) 13272 b) 26544 c¢c) 39816 d) 53088 e) 79432

6)Calcule a drea total e o volume de cada piramide regular de base hexagonal.
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8)Calcule o volume do sélido, sabendo que a parte superior € um tronco de
piramide.

10em

V' 10em
10cm

9)(UNIRIO) Uma piramide esta inscrita num cubo, como mostra a figura
anterior. Sabendo-se que o volume da pirdmide é de 6 m3, entdo, o volume do

cubo, em m3, é igual a:

a)9

b) 12 /A
c) 15

d) 18
e) 21

10)Calcule o volume do tetraedro regular de aresta 20cm.

11) Um silo foi construido para armazenamento de graos, conforme a figura.
Se a parte superior € um cubo e a parte inferior € um tronco de piramide de bases
quadradas, calcule o seu volume. 6m
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12.4. Cilindro

Definicdo 12.4.1: Denomina-se cilindro a reunido de todas as circunferéncias
cujos centros pertencem ao mesmo segmento de reta compreendido entre dois
planos paralelos.

Elementos do cilindro:
« Bases: Circulo de raio r e centro C.

« Altura: Distancia h entre os planos.
¢ Geratriz: Qualquer segmento g com
uma extremidade em um ponto da
circunferéncia superior e a outra no ponto
correspondente na circunferéncia inferior.

12.4.1. Classificagao

Um cilindro é reto quando a geratriz g forma um angulo reto com o plano
inferior (figura 12.4.1.1), caso contrario é um cilindro obliquo (figura 12.4.1.2).
Um cilindro é dito equilatero, quando sua altura é igual ao didmetro da base (figura
12.4.1.3).

5 altura = diametro

Cilindro reto Cilindro Obliquo Cilindro equilatero

Figura 12.4.1.1 Figura 12.4.1.2 Figura 12.4.1.3

12.4.2. Area da superficie de um cilindro

Area lateral de um cone reto: E equivalente ao retdngulo abaixo.

!

h A =2.t.r.h

27r
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Area da base: Corresponde a area da circunferéncia de raio r.

Area total: E a soma de todas as areas do cilindro (area lateral mais duas
vezes a area da base).

AT = Al = Z.Ab

12.4.3. Volume de um cilindro

Ja=24 T h O volume de um cilindro ¢ o produto da drea da base pela medida da altura.

Demonstracdo: Podemos fatiar um cilindro reto em
um numero n elevado (suficientemente grande) de
sélidos, conforme a figura. Como n é elevado, o lado x
pertencente a circunferéncia, torna-se tdo pequeno que
pode ser considerado como um segmento, e o sélido
como um prisma cuja base é um tridangulo de altura igual

h

ao raio da circunferéncia da base. Como o volume de

Tr.Xx
cada prisma é: Ve, ioma = 7.h, para n prismas, temos o

volume do cilindro:
r.x . . Prisma cuja base é um tridngulo
Veitinaro = - .h, mas n.x = 2nr. Substituindo: A v
L 2
VCilindro = 27'[7"5}7.:) VCiliTLdT‘O = T[T' . il_/ i
Area Altura
da

Base

O mesmo principio pode ser aplicado ao cilindro
obliquo (ver figura ao lado). Como o volume de cada
prisma obliquo é o mesmo do prisma reto calculado
anteriormente, temos

Veui = mr?®. h
Cilindro i
Area Altura
da
Base
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1° exemplo: Calcule a area total e o volume de cilindro reto, de raio 2cm e
altura 3cm.
Solugéao:

Ay =2.mr.h=2.m23 = [4, = 12mcm?]
Ay =t =g TR =nd = .

Ar = A, +2.Ap =12.7+ 2.4 = 12.70+ 81 = [Agr = 20mcm?]
V=Aph=4m3 =[V = 12ncm?|

2° exemplo: Calcule o volume do cilindro.

10cm

/ 30°
- 6cm—p /

Solugao: Denominando a altura de h, temos

Cateto oposto h 1 h
Sen30e =~ 0 OP9%0 _ ~=—=[h=5cm

=H— =
hipotenusa 10 2 10
6cm
5 = [r=3cm] Assim,
By i ® o B 5 [y = D]
V=A,h=91.5 =2V = 45w cm® |

3° exemplo: (ENEM) Para construir uma manilha de esgoto, um cilindro com

O raio é

2m de didmetro e 4m de altura(de espessura desprezivel), foi envolvido
homogeneamente por uma camada de concreto, contendo 20 cm de espessura.
Supondo que cada metro cubico de concreto custe R$ 10,00 e tomando 3,1 o valor
aproximado de T, entdo o prego dessa manilha é igual a:
a)R$ 230,40. b) R$ 124,00 c) R$104,16. d) R$ 54,56. e) R$ 49,60.
Solugdo: O volume deste sélido pode ser calculado subtraindo o volume do cilindro
maior (externo) pelo volume do cilindro menor (interno): 20cm = 0,2m

- — 2 2
Vs = Veitinaro — Veitinaro = mri.h — mr3. h.
maior menor

Substituindo: =1+ 0,2=12,h=4er, =1, temos

Vi =3,1.1,22. &~ 311254 = |V = 5AS6:m? |

A um custo de R$ 10,00, o prego da manilha é

5,456 x 10 =|R$ 54,56 |(letra d).
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EXERCICIOS 12.4

1)Calcule a area total e o volume de um cilindro reto de altura 2cm e raio da

base igual a 1cm.

2)Calcule a area total e o volume de um cilindro que tem 30 cm de didmetro

da base e 20cm de altura.

3)Quantos metros cubicos de terra foram escavados para a perfuragdao de um
poco em forma cilindrica que tem 2m de didmetro e 25m de profundidade?

4)Um recipiente cilindrico possui 22cm de didmetro e 32cm de profundidade.
Quantos litros de d&gua cabem aproximadamente neste recipiente?

5)O que ocorre com o volume de um cilindro quando triplicamos o seu
diametro?

6)O volume de um cilindro de 1m de altura é 81m™m3. Quanto mede o raio de

sua base?

7)Calcule a drea total e o volume dos seguintes cilindros:

a) - T b)
12m
h=11cm
i — l AP
r=8cm 20m
8cm
~—
c) d)

18cm
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8)Calcule o volume do cilindro obliquo a seguir.

/

am

- 2Mm —

9)YUma refinaria utiliza um reservatério cilindrico metalico de 12 metros de
didmetro e 10 metros de altura, para armazenar sua producio.
a) Qual a capacidade de armazenamento desse reservatorio?
b) Quantos metros quadrados de matéria prima (metal) foram utilizados
para sua confecgdo?

10)(ESPM - SP) As toras de madeira da pilha abaixo tém o mesmo diametro
de 20 cm. O volume total de madeira dessa pilha é de, aproximadamente:
a) 0,14 ms3
b) 0,16 m?
c) 0,18 ms
d) 0,21 m3
e) 0,23 ms3

11)(ENEM) Uma artesa confecciona dois diferentes tipos de vela ornamental a
partir de moldes feitos com cartdes de papel retangulares de 20 cm x 10 cm
(conforme ilustram as figuras abaixo). Unindo dois lados opostos do cartao, de duas
maneiras, a artesa forma cilindros e, em seguida, os preenche completamente com
parafina.

Tipo|l Tipo I
Supondo-se que o custo da vela i dise

20 cm w—10cm —»
|

seja diretamente proporcicnal ao

volume de parafina empregado, o
custo da vela do tipo I, em relagao ao
custo da vela do tipo II, sera

*—10 cm—*

20 cm

a) o triplo.
b) o dobro.
c) igual.

d)a metade.

e)a terga parte. N
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12)(UFPR) As duas latas na figura abaixo possuem internamente o formato de
cilindros circulares retos, com as alturas e diametros da base indicados. Sabendo
que ambas as latas tém o mesmo volume, qual o valor aproximado da altura h?
a5 cm
b) 6 cm
c) 6,25 cm
d) 7,11 cm h
e) 8,43 cm I“m

12cm

16 cm

13)(ENEM) Uma féabrica brasileira de exportagdo de peixes vende para o
exterior atum em conserva, em dois tipos de latas cilindricas: uma de altura igual
a4 cm e raio 6 cm, e outra de altura desconhecida e raio de 3 cm, respectivamente,
conforme a figura. Sabe-se que a medida do volume da lata que possui raio maior,
V1, é 1,6 vezes a medida do volume da lata que possui raio menor, V2.

A medida da altura desconhecida @ Ex
vale
a) 8 cm.
b) 10 cm. e ——
c) 16 cm. 0% X
d) 20 cm. —
e) 40 cm. §
N~ B W

Disponivel em: www.cbra.org br. Acesso em: 3 mar. 2012

14)(ENEM) Um piscicultor cria uma espécie de peixe em um tanque cilindrico.
Devido as caracteristicas dessa espécie, o tanque deve ter, exatamente, 2 metros
de profundidade e ser dimensionado de forma a comportar 5 peixes para cada metro
cubico de agua. Atualmente, o tanque comporta um total de 750 peixes. O
piscicultor deseja aumentar a capacidade do tanque para que ele comporte 900
peixes, mas sem alterar a sua profundidade. Considere 3 como aproximagao para
.

a)+/30 -5
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12.5. Cone

Definigdo 12.5.1: Denomina-se cone a uniao dos segmentos g (geratriz) com

uma extremidade em um ponto V e a outra na circunferéncia da base.

geratriz g

Elementos do cone:
« Uma base: Circulo de raio r e centro C.
e Altura: Distdncia de V ao plano da base.

+ Geratriz: Segmentos g com uma extremidade em um ponto V e a outra na

circunferéncia da base.

12.5.1. Classificacgao

Um cone é reto quando o segmento VC forma um angulo reto com o plano da
base (figura 12.5.1.1), caso contrario, é um cone obliquo (figura 12.5.1.2).
Um cone reto é dito equilatero, quando sua geratriz é igual a duas vezes o

raio (figura 12.5.1.3).
Ve v

Che o N S L —

Cone equilatero

Cone reto Cone obliquo

Figura 12.5.1.1 Figura 12.5.1.2 Figura 12.5.1.3
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12.5.2. Area da superficie de um cone

Area lateral de um cone reto: Aplicando uma regra de trés simples na figura
abaixo, temos:

2.m.g — m.g?

2.mr — Al

Area lateral | 2-7-7 Desse modo,

A =m.r.g

Area da base: Corresponde a area da circunferéncia de
raio r.

Ap =m.T?

Area total: E a soma de todas as areas do cone (area lateral + area da base)

Ar = A + Ay

12.5.3. Volume de um cone

O volume de um cone é um terco do produto da drea da base pela medida da
altura.
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Demonstracdo: Um cone (obliquo ou ndo) pode ser fatiado em um nimero n
elevado (suficientemente grande) de sélidos pequenos iguais, fazendo com que a
parte x da circunferéncia da base se torne um segmento, e o pequeno sdlido por
sua vez, em uma pequena piramide (conforme a figura a seguir).

O volume de cada pequena piramide é
1 R.x n _1 R.h.x
3" 2° 37 2

As n pirdmides formam o volume do cone, entdo

i _ 1 R.h.x
cone = M.z

V, =

Como n.x é o comprimento da circunferéncia da

base, ou seja, nx = 2nR, concluimos que Cone fatiadorem n piramides

1 R.h 1 R.h 1 2

Visiie =n.x.§.T= ZﬂRgTﬁ Vessns :§T[R ho|
area da
base

1° exemplo: Calcule a area total e o volume de um cone reto, de raio 5cm e

altura 12cm.
Solugao: Na area lateral precisaremos da geratriz,

entio aplicando o teorema de Pitagoras, temos
g =+/122 +52 =V144 + 25 =
g =169 = g = 13eni
Ay=m.r.g=n.513 :>.
Ap=mr=mSl=mih= .
Ay = A, + Ay = 651 + 257 = 907 =[4, = 90mcm?]
V=3.4,.n=3.25m.12 = [V = 100z cm]

3

2° exemplo: Um chapéu para aniversario em forma de cone reto, foi

confeccionado com 8 cm de altura e 12cm de didmetro. Qual a quantidade minima

de material gasto neste chapéu?
Solugao: O material gasto no chapéu corresponde a
area lateral do cone, pois o chapéu niao tem base. Para

encontrar a geratriz podemos aplicar o teorema de

Pitagoras:
g =J624+82=+v36+64 =

g =V100 = [g = 10cm] i‘
A=n.r.g=mn610> . 12cm >
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Como = 3,14: A[ =60.3,14 = 188,4 cm>.
O material minimo gasto foi de aproximadamente 188,4cm?.

30 exemplo: Em quanto aumenta o volume de um cone, quando duplicamos

o raio de sua base mantendo a mesma altura?

Solugao: O volume inicial é|V = %.Ab. h|(1).

AL =g ey (2r)2= Area da nova base.

O novo volume é

dl 1
V'= E-A’b-h =|V' = §.4TL'T2.h (2)

Ao dividir (1) por (2), encontramos

174 %.n.rz.h

1
W % warth *

= |V = 4V|]

Resposta: O volume quadruplica.

40 exemplo (tronco de cone): Um cone reto de altura 10cm e raio 3cm, foi
seccionado por um plano o paralelo a base e extraido o cone superior, conforme a
figura a seguir. Calcule o volume do sélido restante.

10em

Scolucgao: Os triangulos formados com a altura, a geratriz e os raios, sdo semelhantes.

Assim,
r h k 3.(10—-4) 9
_—=—= = = — = — A
= 5 ¥ T 5 cm
O volume do cone maior é h H = 10cm

1 1 1 .
Ve AmreiH =§.n.32.10 =V =2.m.90= v = 301 cm?]

0 volume do cone menor é decm
= & . ! N? 162 . Y
Vi== A h=V =—.1T.(—) 6= |V = Tem? |
3 3 5 25 m
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E o volume do tronco de cone é

162 588

Vironco =V — V' = Vionco = 307 _ET[ = |Vironco = Eﬂcm?'

De uma maneira geral e similar ao que acontece com o tronco de pirdmides,
vale as mesmas relagdes entre os cones (maior e menor).
e Relagdo entre os segmentos:

=Lkl [ Onde k é a constante de proporcionalidade entre os segmentos. J

e Relacdo entre areas da base:

A - . . o
A—C = k2| [ Onde A e A, sao, respectivamente, as areas do cone inicial e do novo. ]
[

e Relagao entre os volumes:

% =31 [ Onde V e V' séo, respectivamente, o volume do cone inicial e do novo. ]

Assim, o exemplo anterior pode ser resolvido da seguinte maneira:

H 10 % & 5
_—= e = p—
h 10— 4 3
14 5 |4 125
= = k2 = — = —
1% | %4 27
Como VV'=30m cm?,
- 27 - . 162 5
= — = = A
125 7" T .
O Volume do tronco de cone é
, 162 588 .
Vironco =V — V' = Vironeco = 30 — ET[ = |Vironco = Eﬂfcm

De posse apenas das informacdoes do tronco do cone, podemos utilizar,

alternativamente, a férmula:
Para demonstrar essa

- th ok 2o formula, siga os mesmos
= r+r
tronco 3 passos da demonstragio

do tronco de piramide.

Onde R e r sao, respectivamente, os raios superior e inferior do tronco, e h sua
altura.
O exemplo anterior poderia ter sido resolvido utilizando essa férmula:

. o 5 .4/ 9 0y 2
Vtrunct):?(R +7".R+I’)=T 3 +3§+(§) =

7'[.4( 27 81) 7T.4(225+135+81) 588 .
= )

g gl =% 25 Vironco = S 7CM

1% =
tronco
2
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|| EXERCICIOS 12.5 |

1)Calcule a area total e o volume de um cone reto de altura 8cm e raio da base

igual a 6cm.
2)Calcule o volume de um cone obliquo de altura 5m e raio da base igual a 3m.

3)O que acontece com o volume de um cone quando triplicamos o raio de sua
base, mantendo a mesma altura?

4)(UEM - PR) Uma pessoa deseja fazer um chapeuzinho de aniversario com a
forma de um cone circular reto de 12 cm de altura e 31 cm de perimetro da base.
Para isso, precisa cortar uma figura plana em uma cartolina. Utilizando m = 3,1,

a)Desenhe o formato da figura a ser cortada (despreze as abas para
colagem);

b)Coloque, nessa figura, as medidas necessarias para possibilitar o corte
com precisao;

c) Calcule a area da figura.

5)Calcule a area total e o volume dos cones a seguir:
a) b)

6)Qual o volume dos cones representados a seguir:

- 10cm
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7)Dois alunos compraram juntos um refrigerante em uma lanchonete da escola.
O aluno A usou um copo conforme as dimensoes da figura 1 e o aluno B outro copo
com dimensdes da figura 2. Um acusava o outro de ter tomado mais refrigerante.
Sabendo que a quantidade de copos cheios tomados por cada um foi igual, quem

tinha razdo? — dem

- 5cm ——

-—A4cm—s ~-—3cm =

Figura 1 Figura 2

8)(ENEM) Uma empresa precisa comprar uma tampa para o seu reservatorio,
que tem a forma de um tronco de cone circular reto, conforme mostrado na figura.

Considere que a base do reservatério tenha raio r = 2v/3 m e que sua lateral
faca um angulo de 60° com o solo.

Se a altura do reservatério é 12 m, a tampa a ser comprada devera cobrir
uma area de:

a)l2mm?2
b)108Tm?2
c)(12 + 243 )2mm=2

d) 300tm?2
60°
e)(24 + 2+/3 )2mm?2 e
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9)Um adubadora semeadora para tratores, tem um formato cilindro na parte
superior e um cone na parte inferior. O cilindro possui diametro de 130cm, altura
60cm e adubadora possui altura total de 140cm. Calcule sua capacidade em litros.
Use T = 3.

Fonte:https://www.mfrural.com.br/
detalhe/345346/adubadora-mono-
disco-vicon-giro-600)

10)(UFRR) Na fazenda do Sr. Armando, o armazenamento de soja é feito em
grandes silos. Como a safra deste ano superou as expectativas, foi necessario
adquirir mais um silo para comportar os grdos. O silo atual tem a forma cilindrica
com eixo na vertical e uma altura de 5 m, com capacidade para 50 mil litros de
soja. Estima-se que a safra deste ano ultrapasse a capacidade suportada em 60%.
O novo silo adquirido tem a forma de um cone com

vértice para baixo, com raio r e altura H, conforme
mostra a figura.

Qual devera ser a altura H (em metros) do novo
silo para que o mesmo comporte exatamente o volume
excedido e cujo raio r exceda o raio do silo antigo em
50%?7?

a)5. b)7. c)8. d)10. e) 4.

11) (ENEM) Em regides agricolas, € comum a presenca de silos para
armazenamento e secagem da producdo de graos, no formato de um cilindro reto,
sobreposto por um cone, e dimensdes indicadas na figura. O silo fica cheio e o
transporte dos grdos é feito em caminhdes de carga cuja capacidade é de 20 m3.
Uma regido possui um silo cheio e apenas um caminhdo para transportar os graos
para a usina de beneficiamento.

Utilize 3 como aproximacdo para . O niumero
minimo de viagens que o caminhdo precisara fazer
para transportar todo o volume de graos
armazenados no silo é

a)6. b)16. c)17. d) 18. e) 21. h2m
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12.6. Esfera

Definicdo 12.6.1: Chama-se esfera de centro C e raio R, ao conjunto dos
pontos P do espaco, tais que a distdncia CP seja menor ou igual a R.

Elementos da esfera:
e Centro C, raio R e diametro 2R;
e Superficie: O conjunto dos pontos P do
espaco, tais que a distancia CP é igual a R;
e Seccdo: Toda seccdo de uma esfera € um
circulo.

12.6.1. Volume de uma esfera

4
V =—.n.R?
3

Demonstracdo: O hemisfério superior da esfera pode ser fatiado em numero
n elevado (suficientemente grande) de sdélidos pequenos (figura 12.6.1.1), de tal

forma que podemos considera-los como cilindros de altura x (figura 12.6.1.2).

/ %
/ Tigura 12.6.1.2

Figura 12.6.1.1 Figura 12.6.1.3

Aplicando o teorema de Pitagoras em todos os pequenos cilindros da figura
12.6.1.3, temos

205 |



(2x)% + 132 = R? = [,2 = R?2 — (2x)? |

(3x)2 + 132 = R? = [1,2 = R? — (3x)?] > (1)

(nx)?+1r,2=R? = |rn2 =R?— (nx)2|

/

O volume do hemisfério (metade da esfera) é a soma dos volumes de todos os
cilindros individualmente,

Ve
TEV AV AVt

v,
E
—== mr 2. x + 2. x + Tra2.x + e+ Tryp2.x
2 ) —_— = = i —_—
Area da base X altura Area da base X altura Area da base X aitura Area da base X altura
v

75 =mx(ry2 + 12 +r32 + -+ 1,2)
Substituindo (1) nessa expressdo, obtemos

Ve

7=nx.(R2 — x2+R%?— (2x)2+R?— (3x)2+ -+ R2— (nx)?)
Ve
- = mx. [nR2 — (x2 + 22x2 + 3%2x2 4+ --- + n2x2)]
Ve 2 2 2 2 2
?=nx.[nR — x%.(1+2°+ 3% +...n%)]|
& 2
Mas, 1 + 224+ 32 + ... n? = n? + n? + %. Assim,

- =X nR? — x2. (1+2%2+3%2+...n%)
n® n® o n

TtTTE

Vg 2 ,(n® n* n
7—7rx.[nR + x ?4-7-"3 J

R
Em contrapartida, x+x+x..x =R =>n.x=R =|x ==
Vg R R (R2 n3+n2+n Vg A3 nR3 n3+n2+n
— =r—. =) =+ =+ =) === - A=+ =+ =
2 "™ n) 372 76 2 " w \3 "2 "%
Vg mR3 mR3 R3
L gR3 — P —
2 3 2n 6n?
zZero Z2ero

TR 7R3
Devido o valor de n ser elevado, as expressdes: o € ap? 540 nulas, o que
n n

resulta em

Vg 3mR3® —nR3 4nR3
—_— == |V =
2 3 3
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12.6.2. Area da superficie de uma esfera

Ag = 4.7 .R?

Demonstracao: Podemos dividir a esfera, conforme a figura a seguir, em um
nimero n elevado de piramides iguais de base hexagonal. Como n é elevado, a
area da base da piramide torna-se tdo pequeno, que sua altura pode ser
considerada como o raio R da esfera. Desse modo, somando os volumes de todas
as pequenas piramides encontramos o volume da esfera.

Seja A,,A,, ...A, a area das bases dessas pirdmides,
temos

_ 47R3 1

V= = :g_(A1+ As + -+ An).R.

Como A; +4,+ ...A, = A, (a soma de todas as areas é

igual area da superficie da esfera), concluimos que

4mR3® 1 -
L L

Exemplo: Calcule a area da superficie e o volume de uma esfera de raio 3cm.

Solugdo:

4 3 4 3 4 3
F=gaff=V =gnf =¥ =mi¥= Vv =36mcm?]
A;=4mR?*=> A;=4m.32 = |A; =36m cm?|

20 exemplo: Duas esferas de 9cm e 4cm de raio, respectivamente, estao
encostadas uma na outra sobre uma mesa,
conforme a figura. Quanto mede a distancia AB?

Solugao: Denominando de R o raio da esfera

maior e r o raio da esfera menor, podemos tracar

um tridngulo retangulo, conforme a figura seguinte.

Nessas circunstancias, R + r = 13 cm é a
hipotenusa, R — r = 5cm é um dos catetos e a
distancia AB é o outro cateto. Desse modo,
a2 =b2+c?= 132 =52+ AB? = Rer B /.

AB? =169 —25 = AB?=144 = \ n\\ /
AB =144 = [AB=12cm] / A
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EXERCICIOS 12.6

1)Calcule a area da superficie e o volume de uma esfera de raio 4cm.
2)Calcule a area da superficie e o volume de uma esfera de raio 12m.
3)Calcule a area da superficie e o volume das esferas abaixo:

b)

4)(ENEM) Em um casamento, os donos da festa serviam champanhe aos seus
convidados em tacas com formato de um hemisfério (Figura 1), porém um acidente
na cozinha culminou na quebra de grande parte desses recipientes.

Para substituir as tagas quebradas, utilizou-se um outro tipo com formato de
cone (Figura 2). No entanto, os noivos solicitaram que o volume de champanhe nos
dois tipos de tacas fosse igual.

Sabendo que a taca com o formato de hemisfério é servida completamente
cheia, a altura do volume de champanhe que deve ser colocado na outra taga, em
centimetros, é de

b) 6,00. R:3cm 44

d) 56,52. v
e) 113,04. I
[l
< < g
Figura 1 Figura 2 ?

5)(ENEM) Uma empresa que fabrica esferas de aco, de 6 cm de raio, utiliza
caixas de madeira, na forma de um cubo, para transporta-las. Sabendo que a
capacidade da caixa é de 13.824 cm?3, entdo o numero maximo de esferas que
podem ser transportadas em uma caixa é igual a:
a) 4. b)8. «¢) 16. d) 24. e) 32.
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6) (FUVEST-GV) Um calice com a forma de cone contém V cm=3 de uma bebida.
Uma cereja de forma esférica com didmetro de 2cm é colocada dentro do calice.
Supondo-se que a cereja repousa apoiada nas laterais do calice e o liquido recobre
exatamente a cereja a uma altura de 4cm a partir do vértice do cone, determinar o

valor de V.

7)(ENEM) A bocha é um esporte jogado em canchas, que sao terrenos planos
e nivelados, limitados por tablados perimétricos de madeira. O objetivo desse
esporte é langar bochas, que sdo bolas feitas de um material sintético, de maneira
a situd-las o mais perto possivel do bolim, que é uma bola menor feita,
preferencialmente, de aco, previamente lancada. A Figura 1 ilustra uma bocha e um
bolim que foram jogados em uma cancha. Suponha que um jogador tenha lancado
uma bocha, de raio 5 cm, que tenha ficado encostada no bolim, de raio 2 cm,

conforme ilustra a figura 2.

Figura 1 Figura 2

Considere o ponto C como o centro da bocha, e o ponto O como o centro do
bolim. Sabe-se que A e B sdo pontos em que a bocha e o bolim, respectivamente,
tocam o ch8o da cancha, e que a distancia entre A e B é igual a d.

Nessas condigdes, qual a razdao entre d e o raio do bolim?

210 V10
c)

5 2

a)l b) d) 2 e)i0
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13. GEOMETRIA ANALITICA PLANA

A geometria analitica plana (ou geometria cartesiana plana) é uma parte da
matematica que estuda as figuras planas no sistema cartesiano. Essa area de
estudos estabelece conexdes entre a geometria plana e a algebra, proporcionando
novas concepcdes, olhares e interpretacdes algébricas de objetos matematicos. Por
conseguinte, € um ramo da matematica primordial para o calculo diferencial e
integral, dlgebra linear e outros conteddos de nivel superior.

Para dar maior énfase a essas novas concepcoes, estudaremos a geometria
analitica plana aqui, utilizando os conhecimentos sobre vetores, suas perspectivas,
formulas e formas de pensamento, paralelamente as féormulas e formas usuais,
comumente estudadas nos livros do ensino médio.

13.1. Distancia entre dois pontos

Dados dois pontos A (xa,ya) e B (xg,yg) no sistema de coordenadas

cartesianas, a disténcia D, p entre os dois pontos é dado por:

Dyp = J (xa —xp)° + (ya —y8)’

Demonstracgao: 4 A
YA P s misnss

Como os eixos do sistema de coordenadas
cartesianas sdo perpendiculares, o tridngulo da
figura 13.1.1 é retangulo, e dessa forma, vale o
teorema de Pitagoras. Tis] RESEC e,

Convém observar que a ordem dos termos nas

1
L}
:
i
H
diferengas de abscissas e ordenadas nao alteram o TB

resultado. Figura 13.1.1
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12 exemplo: Vamos calcular a disténcia do ponto A(-2,5) ao ponto B(4,-3).
Solugao:

Dap =G %2 T Oa—3a = (-2~ 402+ (5 (-3)* =

\/(—6)2 + (543)% =436+ 82 = Utilizamos a expressio “u.c” para abreviar
“unidades de comprimento”. Essa terminologia
- = ¢ utilizada quando nfio esta mencionada a

V36+ 64 =V 100 = M unidade de medida (cm, m, km, etc ).

2¢ exemplo: Vamos calcular a distancia entre H(-12,2) e L(0,-3).
Solugao:

Dia = G % ¥ O 37 = [(—12 - 0)% + (2 — (-3))° =

\/(—12)2+ (243))> =y 144+ 52 =V 144+ 25 =169 = [Dy, = 13u.c}

32 exemplo: Determine a abcissa de um ponto A(x, 5) equidistante (que esta
a mesma distancia) de P(2,6) e Q(-3,1).
Solugao: Se o ponto A é equidistante de P e Q, basta entdo, calcular as distancias de

AaPedeAaQ, eigualar os resultados.

Dyp=+(xsa—2p)2+ a—yp)?> =/ (x—2)2 +(5—-6)2 =/ (x—2)> + 1.

DA,Q :\/(XA_xQ)Z_F(yA_yQ)Z:\/(x_(_3))2+(5_1)2:\/(x+3)2+16.
Dap=Dag = J(x—2)2+1 =/(x+3)2+16 = (x—2)?>+1=(x+3)>+16 =

x2 —4x+4+1=x>+6x+9+16=> —4x+5=6x+25 =

20
A = fe=2—=5 = 1= = ==—0% = [x = —2]

4° exemplo: Calcule o perimetro do triAngulo ABC, sendo A(3,1), B(-1,1) e
C(-1, 4).

Solugado: Como o perimetro de qualquer poligono é a soma dos seus lados, vamos
entdo, calcular as distancias entre os vértices Ae B, A e C, e por Gltimo B e C, e somar os

resultados.
Byug =/ CXy— XgPPt (Ya— Yg)® =+ {0—(—LPT (1—1)° =
V9T + (02=V16+ 0 =V16 = [Dap = du.c}
Dac=+(Xa— X+ (Ya— Y =/ (3-(1)"+ (1-4)7 =
Dac= [ (#?+ (—-3)* =VT6+ 9 =V2Z5 = [Dac =5 .,
Dpc=+ (Xp— X)*+ (Yp—Yo)® =/ (1—-(-1))"+ (1-4)" =

J(—1+1)2+ (—3)* =VOT 8 =V3 = [Dac=3u]

Resposta:4+5+3 =12 u.c.
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13.2. Ponto médio

O ponto médio M entre dois pontos A (xa,yva) e B (xg,yg) é o ponto

equidistante de A e de B, que pertence ao segmento AB. As coordenadas desse
ponto sdo dadas pela média aritmeética das abscissas e pela média aritmética das

ordenadas.
Xp+ Xp YA+ J/B) 4 A
M (x = . = ————=1" | T N
M 2 YMm 2 Ya

M

YM === - ===
Demonstracao: i
Se x € o ponto equidistante de x, e xg, entdo: TN — Bl H_____ 1
xp+x E E
[¥a —xm = xu— x| (1) = xm = AZ E, : :

H HE
Se ym € o ponto equidistante de y e yg, entdo: == R A

_Yatyp
==A"B

Pa—ym = Yyu—¥8|(2) = ¥Ym Figura 13.2.1

De acordo com os pontos A e B na figura 13.2.1, os dois tridngulos retdngulos
em destaque possuem, conforme (1) e (2), os mesmos catetos, e de acordo com o
teorema de Pitdgoras, a mesma hipotenusa. Isso implica em AM =
MB, demonstrando ser M o ponto médio de AB.

1° exemplo: Vamos calcular o ponto médio de A(-6,5) e B(10,-3).

Solugao:
Xg+xp —6+10 4
Yatys _5+(=3)_2 wll

2° exemplo: Determine as coordenadas de um ponto A, sabendo que M(-2,4)
é o ponto de médio entre A e B(5,-3).
Solucgao:

xXq F B
— 2= ——i= g = — 4 =S Xy =9

g ECon)

¥ i
= %:3@—3:8:344:11

| EXERCICIOS 13.1 |

1)Calcule a distancia entre os pontos:
a)A(0,1) e B(6,-7) d) G(2,-1) e B(3,-7)
b) D(-3,-4) e X(-7,-1)
c) H(5,-11) e B(-7,-6)

4

2 1
€) A(g: 1) e B(1,3)
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2)Calcule o ponto medio dos seguintes pontos:
a)A(-34,10) e B(-22,14) b)C(0, 5) e D(-2,-3)

3)Determine a ordenada de um ponto A (8, v) equidistante de P(10,4) e Q(14,-
4).
4)Calcule o perimetro do tridngulo ABC de vértices:
a) A(3,1), B(-1,1) e C(-1, 4). b)) A(3,7), B(-3,-1) e C(-9,2).

5)Calcule o perimetro de um tridngulo, cujos vértices sdo pontos méedio do
tridngulo ABC, sendo A(2,4), B(10,4) e C(6, 8).

6)Classifique o tridngulo ABC, de vértices A(0,-4), B(0,0) e C(4,0), quanto ao
lado (ou seja, se & equilatero, isosceles ou escaleno). Desenhe-o no sistema de

coordenadas.

7)Usando o sistema de coordenadas cartesianas, um topografo registrou a
posigdo de um ponto A (6, 25) e um ponto B (22, 2) como sendo dois vértices ndo

adjacentes de um terreno retangular. Qual a area desse terreno?

8)(FEI-SP) Mum sistema de coordenadas cartesianas sdo dados o0s pontos
A(0,0) e P (3, A). Determine a alternativa cuja expressdo representa a distancia do

ponto P ao ponto A em fungdo de k.
a)d =+94+Ah% bl)d=h4+3 c)d=3h d)d=+9+6~h+h* e)d=9+h

9)Y(EMEM) Mos udltimos anos, a televisio tem passado por uma verdadeira
revolugdo, em termos de qualidade de imagem, som e interatividade com o
telespectador. Essa transformacgdo se deve a conversdo do sinal analégico para o
sinal digital. Entretanto, muitas cidades ainda n8o contam com essa nova
tecnologia. Buscando levar esses beneficios a trés cidades, uma emissora de
televisdo pretende construir uma nova torre de transmiss3o, que envie sinal as
antenas A, B e C, ja existentes nessas cidades. As localizagdes das antenas estdo

representadas no plano cartesiano:

A torre deve estar situada em um Local A y (km)
equidistante das trés antenas. O local '.r'o———:——JI——:———:——Il——:——JI——:——JI—
adequado para a construgdo dessa torre EE S OF R OF i E
(- 1 e b et e e S e - s T
corresponde ao ponto de coordenadas odoa o now m g
{ | - T N S N A G LS
a) (65; 35). AL
AWr—--—d——b—de—d - == - -
b) (935307 T R I
C; | AR, e A S ok ES o R L
c) (45; 35). A
d) (50; 20). e e
I I 1 I I I I I I
&) (50; 30). et e
| | | | | | | | |
10 20 30 40 5 60 70 80 90 ,m

| 216



13.3. Vetores no plano

Ha grandezas que ficam completamente definidas apresentando apenas o seu
valor. A area de um retdngulo, o perimetro de um poligono, a temperatura, por
exemplo, nd3o precisam de qualquer outra informagdo além de um numero
acompanhado de sua unidade de medida. Porém, existem outras grandezas que
precisam de outras informagdes. A forga, a velocidade, a pressao, por exemplo,
precisam além do seu valor (que aqui denominamos de médulo), de uma direcdo
(horizontal, vertical, diagonal, etc.) e de um sentido (da direita para esquerda, de
cima para baixo, do ponto A para o ponto B, etc.). As grandezas que se definem
apenas com o seu valor, denominamos de grandezas escalares e as grandezas
que precisam de valor, diregao e sentido, denominamos de grandezas vetoriais.

As grandezas vetoriais sdo assim denominadas porque sao representadas por
um vetor. O Vetor é definido como um segmento de reta que possui valor
(tamanho) e orientagado (diregdo e sentido), por isso dizemos também que é um
segmento de reta orientado.

Os vetores servem para deslocar pontos ou efetuar translagdes, como veremos
em conteudos mais adiante. Veja agora, a sua definigdo formal.

Definigao 13.3.1: Sejam os pontos A e B representados no sistema cartesiano

conforme a figura 13.3.1. Um vetor pode ser representado pelo segmento de reta
AB orientado no sentido de A a B e escrevemos AB.
Outro vetor também pode ser representado em sentido contrario, de B a A (ver

figura 13.3.2) e assim escrevemos BA.

Figura 13.3.1 Figura 13.3.2

Qual a relagao entre AB e BA? Podemos afirmar que AB = BA?

Para responder a essas perguntas, precisamos inicialmente de uma definicao
de equipoléncia entre vetores, que esta a seguir.
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Definicao 13.3.2: Dizemos que dois vetores sdo equipolentes quando trés
condigdes sao satisfeitas:

- Possui mesmo tamanho (comprimento);

- Mesma direcao (paralelos ou colineares);

- E mesmo sentido.

Usamos o simbolo = para afirmar que vetores sdo equipolentes e # para
afirmar que nao sao equipolentes.

Observacao: A igualdade é um caso particular da equipoléncia. Para que um
vetor seja considerado igual a outro, é necessario que os pontos inicial e final destes
vetores coincidam.

Sendo assim AB % BA (ﬁ ndo é equipolente a ﬁ), pois o sentido é contrario.

Na figura 13.3.3, todos os vetores sdo equipolentes, pois possuem mesmo
tamanho, mesma diregdo (ou sdo colineares ou sao paralelos) e mesmo sentido
(veja as setas), assim: ﬁ = ﬁ) = ﬁ: = ﬁ) = I_f

Na figura 13.3.4 todos os vetores sao diferentes (ou ndao equipolentes), assim

escrevemos: AB = CD % EF = HG # IJ.

6 N

Figura 13.3.3 - Vetores equipolentes. Figura 13.3.4 - Vetores diferentes

Definicdo 13.3.3: Um vetor no plano € um par ordenado de numeros reais

(x,¥). Os nimeros x e y sdo denominados de componentes do vetor.

Exemplo: O vetor i que estd representado na I\ SETER MATSH

figura 13.3.5, & dado por 4 = OA = (1,2). Onde O é o
A representagdo de um vetor

que tem como ponto inicial a
da seta). origem do sistema, denomina-se
Existem infinitos vetores equipolentes ao vetor | Vetor posigdo. Um exemplo dessa

_ . o representagdo é o vetor da figura
u = (1, 2) no plano cartesiano, basta o ponto inicial ser 13.3.5

ponto inicial (inicio da seta) e A é o ponto final (ponta

(x,y) e ponto final ser da forma (x + 1,y + 2). Veja a 7
figura 13.3.6.
Como exemplo, podemos pensar em um vetor ¥ com ponto inicial em (—3,4)

e ponto final em (=3 + 1,4 + 2) = (—2,6). Esse vetor ¥ = (—2,6) € equipolente ao
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vetor u = (1,2), ou seja, possui mesmo tamanho, diregdo e sentido (faga um
desenho desse vetor no plano cartesiano e constate essa informacgao).
O bem da verdade, esse caso é apenas uma aplicacdo do seguinte teorema.

Yy
Yy
g+ i mmm e ’
2 L---@A 2 |ammm i
1 : :
7 i i/ | :
; y| g :
1 i 1 1
of i . of it =
1
1 z 1 T x+
Figura 13.3.5 Figura 13.3.6

Teorema 13.3.1: Um vetor U = (a,b) é equipolente a qualquer vetor com

ponto inicial (x,y) e ponto final (x +a,y + b).

Demonstragao:
¢ Mesmo sentido: Imediato. v
¢ Mesma diregdo: Os dngulos 64 e 8, da Y+ bponmmmmmmmmmmmens
figura 13.3.7 sao congruentes. Pois 1) —
. ] (y+b—y)
diferenca das ordenadas !
b y+b—y b b
tgl, =— e tgl, = =— | (z+a—=x)
9% a 9%z x+a—x a 0 1
) NI 0 !
diferenca das abscissas = Z+a
T

Figura 13.3.7

¢ Mesmo moddulo (comprimento): Pelo teorema de Pitagoras aplicado na figura
13.3.7, temos

DO,Az\/(xA_xB)2+ (¥a —ye)* =\/(a—0)2+ (b—0)* =+a?+b*

diferenca das diferenca das
abscissas ordenadas

D=\j( x+a—x )+ ( y+b—y )? =+ aZ+ b2

Pode-se perceber que a equipoléncia entre esses vetores sé6 foi possivel devido
a igualdade da diferenga entre as abscissas e a igualdade da diferenga entre as
ordenadas. Essa constatagdo é o ponto chave que norteia e simplifica incrivelmente
toda a teoria sobre vetores, iniciando pelas definicées 13.3.4, 13.3.5 e 13.3.6, que

estdo a seguir.
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Definicdo 13.3.4: Sejam dois pontos A (xa,ya) e B (xg,yg) do plano

cartesiano, um vetor U de componentes (x,y) € dado por:

—_—

U=AB=B-A = (x,y) = (Xxg — Xa, VB — Va)

Por consequéncia dessa definicdo, dois vetores sdo equipolentes quando os
seus componentes sdo iguais.

Exemplo: Vamos verificar quais dos vetores abaixo sao equipolentes.

u; = Ponto inicial: A (1,3) e ponto final: B (4,2)

u, = Ponto inicial: C (—1,2) e ponto final: D (-3,0)

u3 = Ponto inicial: E (101,50) e ponto final: F (104,49)

u, = Ponto inicial: G (2,2) e ponto final: H (0,0)

Solucgao:
u, =AB=(4-1,2—3)=(3,—-1) E preciso estar atento a ordem das

diferengas entre as abcissas ¢ a ordem da
diferenca das ordenadas dos pontos, pois elas
definem o sentido do vetor.

Uy =CD = (=3 —(—1),0—2) = (—2,—2)*|

Uz = EF = (104 — 101,49 — 50) = (3,—1)

Uy =GH=(0—2,0-2) =(—2,—-2)

Assim: u; =u3; e u, = u, (vejaarepresentacio na figura 13.3.8).

(101,50)

------- (104, 49)

(=1,2) W\
ay ceede g -0 (4,2)

' AT(2,2)]

(=3,0) (0,0)

N g

Figura 13.3.8

Definicdo 13.3.5: Sendo um vetor U = (x,y), o angulo 8 medido no lado

positivo do eixo x e no sentido anti-horario € denominado de angulo de direcdo
desse vetor e é dado por:

tgl =

R |<

Com0<O <2me x=0.

Exemplos:
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e U=1(-1,1)
tgl :% :_L1 = —1. Como U estd no II quadrante = 8 = 135° ou — rad (figura

tgl = =T=\/§ Como 7 estd no I quadrante = 8 = 60° ou — rad (figura
13.3.10)
y Yy
VL1 [
1
1
g === 1 v ':
P \°= gl © 9=60°1 -
Figura 13.3.9 Figura 13.3.10

Quando o componente x do vetor é igual a zero, a tgf nao existe e 8 assumira
dois valores possiveis:

. 9=%radou900; se x=0ey>0.
3
. 9=7radou2700; se x=0e y<O.
Exemplos:
2 e (0’\/5) figura 13.3.11. E interessante observar que o ngulo de

- : diregio @ também nos fornece o sentido do vetor.
e T =(0,-2) figura 13.3.12.

Yy Yy
V2
™ 3w
0=— 6 =
W . R -
R v
—2¢
Figura 13.3.11 Figura 13.3.12
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Quando o componente y do vetor é igual a zero, a tgf serd igual a zero e 6

assumira dois valores possiveis: I

SAIBA MAIS!
e H#=0radou0°® sey=0-e x>0.
O vetor (0,0) é denominado de

= O- = ;
« g 7 rad ou 180°; se y 0ex<O. vetor nulo. Esse vetor ndo possui

angulo de direcdo ©.
Exemplos:
Qualquer vetor que comega e
o U= (%, ()) figura 13.3.13. termina no mesmo ponto do plano

cartesiano é um vetor nulo.

e T =(—3,0) figura 13.3.14.

4

Yy Yy
=
0=0
@ 1 _3 T
2
Figura 13.3.13 Figura 13.3.14
Outros exemplos:
L ﬁ = (71 _7)
y =7 =, - 7T
tgl = % =7 = 1. Como u estano IV quadrante = 6 = 315° ou r rad (ver

figura 13.3.15).

e TU=(4,3)
tgl = % = % =0,75. Como U estano I quadrante = 8 = arctg(0,75) = 6 = 53,13°
(ver figura 13.3.16).

6=315°
C\ ’.7 3 6=>53,13%
i 3
4 DR .
Figura 13.3.15 Figura 13.3.16
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Definicdo 13.3.6: Sendo um vetor 4 = (x,y), 0o comprimento (ou tamanho)
desse vetor é denominado de médulo e é dado por:

[z =,/x2+y2

A demonstracdo de que o méddulo é o comprimento de um vetor é uma
consequéncia do teorema de Pitagoras. Veja a demonstracdo do teorema 13.3.1.

Exemplos:
e uU=(12,-5)

[] =\/x2+y2 =\/122+(—5)2 =144 +25 =J/169 =13.
A figura 13.3.17, mostra o comprimento desse vetor, usando o centimetro como

unidade de medida.

o B=(—21)

7] = [(=2)° +1%2 =@+ 1 =45 = 2,24,

A figura 13.3.18, mostra o comprimento desse vetor, usando o centimetro como

unidade de medida.

Y AY
12 x
o ” :
& M : i U x
il H 01 /)
P N | 27 M,
"y 2 ///// 7
7
5 A
Figura 13.3.17 Figura 13.3.18

| EXERCICIOS 13.2 |

1)Calcule os componentes (x,y) de cada vetor e verifique quais vetores sdo
equipolentes:

u; = Ponto inicial: A (—1,0) e ponto final: B (3,4);

u, = Ponto inicial: C (—-11,14) e ponto final: D (-9,15) ;
u3 = Ponto inicial: E (33,8) e ponto final: F (35,9) ;

u, = Ponto inicial: G (—4,—-4) e ponto final: H (0, 0).
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2)Se um vetor tem ponto inicial: A (-7,0) e ponto final: B (2,7), entdo ele

equipolente aoc vetor:

a)u=(9,—-7) b)B=(7,9) c)w=(9,7) d)F=(7,—9) e) 0 =(0,0)

3)Se um vetor tem ponto inicial: A (1,1) e ponto final: B (5,2), ent3o ele tem

o mesmo modulo do vetor:

a)ui=(0,—2) b)T=(14) c)w=(7,0) d)£=(5-2) e)0=1(52)

4) Se a tangente do dngulo de diregdo de dois vetores sao iguais, isso implica
que:
a) Sao equipolentes;
b) Possuem mesmo sentido;
c) Possuem mesma diregao;
d) Possuem mesmo médulo;
e) n.d.a

5) Identifique na figura a seguir, os vetores que s3o:
a) Equipolentes.

b) Possui mesma diregdo e sentido, porém moddulos diferentes.

c) Possui mesmo médulo e diregao, mas sentido contrario.

\/ 1N
pra

4

>

£
o R

f

6)Calcule o &ngulo de diregdo e o médulo de cada vetor abaixo. Represente-os
no plano cartesiano.

a)u=(1,v3) d)yw = (2v3,2)
b)T = (—2,2) e)t=(5-5V3)
)k = (10,—10) f) 5= (5,4)
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13.3.1. Operacdoes com vetores

Definicdo 13.3.1.1 (soma de vetores): A soma de dois vetores i = (x;,y;)
eV = (x,,¥,) é o vetor 1 + ¥ definido por: 1 + U = (x; +X,,¥V; + ¥,).

Exemplo: i = (—1,2) e?¥ = (2,1).

U+7v=(—1,2)+ 2, 1)=(—1+2, 2+ 1) = (1,3). Ver figura 13.3.1.1.

A interpretacdo geomeétrica dessa soma € dada pela regra do paralelogramo.
Essa regra consiste em tracar um vetor equipolente a 7i e outro vetor equipolente
a ¥, de maneira que forme um paralelogramo (ver figura 13.3.1.2). A diagonal

destacada no paralelogramo representa 1 + ¥.

Y Y
B a+ 7T R
: U 1
i i
stz /1 =T i %a
; : N\ apo/
PO f-fee- -3 bONE L |
i T 1 i _! :
1 1 1 : v, H
i i i x : i i x
—1 1 2 _.1 i 2
Figura 13.3.1.1 Figura 13.3.1.2

De uma forma geral, a soma geométrica de dois ou mais vetores é
representado da seguinte maneira: o inicio se da na origem do primeiro vetor e o
fim no final (na ponta da seta) do ultimo vetor. Veja na figura 13.3.1.6 um exemplo

dasomal+7+w+L.

Definicdo 13.3.1.2 (subtracido de vetores): A subtracido de dois vetores
U= (xy,y,) e?”=(x3,¥,) é o vetor U — ¥ definido por: i — ¥ = (x; — X3, V1 — V2)-

Exemplo: % =(—1,2)e? = (2,1).

U—v=(-1,2) —(2,1) = (—3,1). Ver figura 13.3.1.3.

Y A Y
----12

1\ |1
~T -: -------- :---- 1
1 L v, 1
| U — Ur !
H L] L g T
-3 -1 2

Figura 13.3.1.3 Figura 13.3.1.4
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A interpretacdo geomeétrica dessa subtracgdo estd na figura 13.3.1.4, que
também obedece a regra do paralelogramo, porém, formando a outra diagonal (ver
figura 13.3.1.5).

o+

G+ T+ @+ T

Figura 13.3.1.5 Figura 13.3.1.6

Definicdo 13.3.1.3 (vetor oposto): Se u = (x,y), entdo (—x,—y) & o vetor
oposto de 7L e denotamos de —i.

Exemplo: i = (—5,2) = —u = (5,—2).

O vetor oposto tem mesmo moddulo e diregdo, apenas sentido oposto ao vetor
original (ver figura 13.3.1.7).

E evidente que a subtracdo 7i — U & igual a soma de i com o oposto de T, ou
seja, u — UV =U + (—V), conforme a ilustracdo na figura 13.3.1.8.

Também & imediato que i + (—u) = 1 — 1 = O.

—a
—
\

Figura 13.3.1.7 Figura 13.3.1.8

Definicdo 13.3.1.4 (produto de um escalar por um vetor): Sendo k

numero escalar (real) e 4 = (x,y), entdo o produto de k por u (x,y) &€ dado por:

ku = (kx,ky)

Exemplos:
el =(4,6) = 5uUu=(5.4,5.6) =(20,30).
e T =(—1,7) = 2.7=((—2.(—1),—2.7) =(2,—14).

Denominamos k.7i como sendo um vetor maualtiplo escalar de L. O vetor k.7
tem:
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- Mesmo sentido do vetor U se k for positivo e sentido contrario a U se k for
negativo;
— Mesma direcdo de U, isto é, U e k.1 sdo paralelos ou colineares;
- Possui médulo (ou tamanho) k vezes maior ou menor que o vetor u.
Propriedades de vetores:
e Propriedade 1 (comutativa): u+7v7 =7 +u;
e Propriedade 2 (associativa): U+ (@ +w) = (U +7) +w;
« Propriedade 3 (elemento neutro da adicdo): 4 + 0 = U;
e Propriedade 4 (existéncia do oposto): % + (—%) = 0;
e Propriedade 5 (associativa para os escalares): a.(bn) = (a.b).7i = 0;
e Propriedade 6 (distributiva para os escalares): k.(V +w) = kU + kw;

e Propriedade 7 (elemento neutro da multiplicacdo): 1. (i) = 4.
As propriedades acima sao facilmente demonstradas e ficardo a cargo do leitor.

Teorema 13.3.1.1: Todo e qualquer vetor u = (x,y), pode ser representado

a partir de seu modulo || e dngulo de direcdo A, da seguinte forma:

U = ([t|cos8, |1i|send)

Demonstracao:
De acordo com a figura 13.3.1.9, temos

c050 = & = [F=THlcos8 ]
[u]
senf =2 [y = |u 2]
- - = Tamsene]

u|
Substituindo em u = (x,y), encontramos
U = ([t|cos8 , [i|send). Figura 13.3.1.9
Exemplo: Sendo 8 = 45° e |u| = 2, esse vetor é
7 = (|td|cos8, |ti|send) = (2.cos45°,2.sen45°) = (2.%, Z.g) = (VZ,V2).

Definicdo 13.3.1.5 (vetor unitario ou versor): Denomina-se vetor unitario
ou versor, um vetor cujo médulo é 1.

— 15 8 2 . .
Exemplo: O vetor u = (ﬁ,ﬁ) é unitario, pois

1512 82 225+ 64
u = 2 2 = — — — — =
=] = e 5 \/(17) +(17) 289 Vi=1
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Um caso especial de versores sdo: i =(1,0) e j=(0,1).Esses versores
(também denominados de vetores candnicos) formam uma base do espacgo vetorial
R?, ou seja, qualquer vetor de R? pode ser representado como uma combinacado
linear entre esses dois versores. Veja:

u=(x,y) = x.(1,0) + y(0,1)

Exemplo: 7. = (3,—8) =1 =3.(1,0) —8.(0,1) = 3i — 8j.

A forma 3i — 8j é uma outra maneira bastante utilizada em textos matematicos
para representar o vetor (3,—8).

Teorema 13.3.1.2: Se U =xi+yj é um vetor ndo nulo, entdo o vetor U

denominado de vetor unitario (ou versor), de mesma direcdo e sentido, porém
modulo unitario, sera dado por:

U = cosB.i + senb.j

Demonstragcdo: Seja o vetor U = (x,y) de &ngulo de direcdo 8 e o vetor

unitario U escrito na forma % = (cos0.i + senf.j).

; & T - _y =~ _ Yy __sen®
Direcdo e sentido: de W = tgd =3 ede @ > tga=3=—_— =[0=al
Médulo: || = [x2 +y? =+/cos?O +sen’0 = 1.

Exemplo: Ache o vetor unitario na mesma direcdo e sentido dos seguintes
vetores.

e u=(10,10)

|@] = 102 +10%2 =/100+ 100 =+/2.100 =||@i] = 102 |

COSQZLz} cos0 = l ziz—z.

[l 102 V2 2 ~ (Qi P Q])
senf = e = senf = 1 = i = —2 2 ’

[l 10V2 2 2

e T=(—24,10)

12l = [(—24)% + 10 = V576 T 100 =676 = [l = 26|

. G —24_—12
cos —lﬁlzcos_zg,_lB' ﬁ—(_lzi—l—i )
y 10 5 TR
senf :ﬁ: sen@ :%:E'
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GEOMETRIA ANALITICA PLANA

Utilizando os teoremas 13.3.1.1 e 13.3.1.2, podemos escrever qualquer vetor
da seguinte maneira:

u

U= [ul (cosB.i + senB.j)

Exemplo: Vamos expressar o vetor 1 = (2,—5) a partir do vetor unitario que

estd na mesma direcdo e sentido de .

|ﬁ|=\/x2+y2 =J22+(—5)2 =V4+25 =29

8

cosl = —— = cosO =
Ul
Y

sen = = = cosf =
[u]

ISIIN
N
R

e 2 . 5
u—\/29(m. m.]

SN—r

A expressédo (L i—i ) do vetor acima é o vetor unitario i que tem
p 729t T 729/

mesma direcdo e sentido de u.

| EXERCICIOS 13.3 |

1)Calcule u; + u, e u; — u, e represente-os no plano cartesiano.
a)u; =(1,5) e u; =(-6,0)
b)u; =(3,-1) e u; =(-2,4)
) Uy = (—10,—20) e u; = (10,20)
dDuy =(—9,-8) e u; =(-9,-8)

2) Seu; =(5,—-6) e u; =(3,—12), calcule:

a)z, =5u c) z3 = —3u, + 2u,

i 4 1 3 i 8

b)z, = —u d)z, = —2u; —u,
2 2 4

3)Ache os vetores unitarios (na mesma direcdo e sentido) dos seguintes
vetores:

a)u; =(-1,1) o)z = 200i + 200+/3j
b)u, = (6,—8) du, = —21i— 20/

4) Um vetor U tem moédulo ||, entdo o vetor k.1 (com k € R) tem mddulo:

a) K*[ul  b) [ul* o k+I[ul d)K*[Ul*  e) klul
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13.3.2. Produto escalar ou produto interno

Definicdo 13.3.2.1 (produto escalar ou interno): Sejam 1 = (x,,y;) e ¥ =

(x,,Yy,) dois vetores de um espacgo vetorial®. O produto escalar (ou produto interno)

.7 é dado por:

UV = (x1,y1)- (X2, ¥2) = X1. %2 + 1.2

O produto escalar acima tem como resultado um numero real e ndo um vetor.

Exemplo: Calcule o produto escalar entre os vetores i =i+ 3j eV = —2i + 4j.
Solucdo: .V = 1.(-2)+3.4 = -2+ 12 = 10.

Propriedades: Sejam os vetores U = (x1,y1), U= (x2,V2) e W= (x3,V3)

vetores quaisquer de um espago vetorial, entdo:

Propriedade 1 (comutativa): U.7 =7.4

—

Propriedade 2 (distributiva): u.(¥ + W) =u. 7 +u.w

Teorema 13.3.2.1: Se i = (x,y), entdo:

u.u = [u|?

A demonstracdo desse teorema e das propriedades sera cobrada nos

exercicios.

Teorema 13.3.2.2: Se a for um angulo entre os vetores ndo nulos % e 7,

entao:

T
u.v = |ul.|v|].cosa

Com 0° € a < 180°.

Demonstracdo: Sejam os vetores U = (x;,y,) e ¥ = (x3,Y,) vetores ndo nulos

de um espaco vetorial e @ for o dngulo entre esses vetores, conforme a figura a

seguir.
Comoa=6,—0,=
cosa = cos(6, — 6,).
Pela formula do arco da diferenca:
cosa = cosB,.cos0, + senb,.senb,

X2 X3 Y2 Y1

CoSt = r=7.7=+ _— =
@ 1l 191 [l

Yy

(z1,91)

S

(z2,92) o

0,

(>}

6, x

6 Pode-sc entender como espago vetorial, uma colegdo de vetores que podem ser somados ¢ multiplicados por niimeros
(escalares). Uma definicdo formal pode ser encontrada em algebra linear no volume 4 dessa colegio.
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— —> — —
:|u.v = |u|.|v|.cosa|.

A expresséo |U].cosa é definida como a projecdo escalar de U sobre u. Essa
projecdo, em seus dois casos possiveis, estd exemplificada nas figuras 13.3.2.1 e
13.3.2.2 a seguir.

44

&1

| ¥|cosa
| ¥|cosa

Figura 13.3.2.1 Figura 13.3.2.1

A partir dessa definicdo, podemos afirmar também que o produto escalar U.vV

pode ser dado pelo produto do médulo de 1 pela projecdo escalar de U sobre u.

- —

u.v = u|. [V].cosa
R P E—
Projecdo escalar
A partir do teorema 13.3.2.2 anterior, podemos estabelecer uma relacao
interessante entre dois vetores e o angulo entre eles, em dois casos particulares:
vetores multiplos e vetores perpendiculares, conforme os dois teoremas a seguir.

Teorema 13.3.2.3: Dois vetores 1 e ¥ sdo multiplos se, e somente se, o

angulo entre eles é zero (a = 0).

Vimos que se um vetor for multiplo escalar do outro, entdo eles sdo paralelos
ou colineares e obviamente, o angulo entre eles é nulo (e vice-versa). De qualquer
forma, vamos a demonstracdo algébrica desse fato.

Demonstracgao:
i=kvouv=kv.v=kI|V]? =k|v|.|Y| = [ul.[¥] © [u.¥ = [il].|¥]
Substituindo em 1.7 = |tu].|V].cosa, temos

k.|7|? = k.|9?.cosa & cosa =1 < [a = 0].

Teorema 13.3.2.4: Dois vetores 1l e ¥ sdo perpendiculares (ou ortogonais)
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192 exemplo: Calcule o 4ngulo entre os vetoresd =i e ¥ =+/3i + .

[B=.41% =1.

(\/_) +12 =341 =2

7]
=% X1.Xo +y1.y2:1.\/§+0.1:\/§.

Solugao:

3
%V = |Ul.|[P].cosa = V3 =1.2.cosa =|cosa e

Resposta: Como 0° < a < 180°, implica que & = 30°.

Outra solugfio: tgd, = % =0 =[6, =07

1 V3
t992=% :ﬁ:T:)'

o = 0,—0, =300 =[a =30

2° exemplo: Ache o Angulo entre os vetores 4 = 3i+ 2j e ¥ = —2i + 3.
Solugao:
=4/3242%2 =014 =13
[Fl= J{=2"+8* =va 10 =v13.,

UV =x1.2+y,1.¥2 =3.(—2) + 2.3 =0.
2.V = [i].|¥].cosa = 0=+13.V13.cosa = [cosa = 0].

T
Resposta: 90° ou rl rad (perpendiculares).

G

3° exemplo: Ache o dngulo entre os vetores U =12i—-4j e v=3i—j e a
projecdo escalar de ¥ sobre u.
[d] =122 + 42 = V144 + 16 =V160.
Pl = (32 +(—1)? =vV9+1 =+10.
UV =x1.%3 +y1.¥, =123+ (—4).(—1) =36 + 4 = 40.

U.D = |l |[¥].cosa = 40 =160 .v10 .cosa = 40 = /1600 .cosa =

40 = 40.cosa = |[cosa = 1| = [a = 0°].

0 angulo é nulo, entdo @ é multiplo escalar de ¥. Verifique que, de fato, u = 47.

A projegio escalar de U sobre U é |¥]|.cosa =v10.1 =+10.

4° exemplo: Calcule o valor de b para que os vetores i =2i—bje v =i—j,

sejam:
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a) Perpendiculares.

Solugdo: Para que sejam perpendiculares é preciso que U.7 = 0. Assim,

UV =21+(b).(-1)=0=22+b=0=[b=—2]

b) Mudltiplos ou paralelos.

Solugdo: Para que sejam multiplos é preciso que kt = V. Dessa forma,

N =

Pk=1 =i ke

k.(2,-b)=0Q,-1)= Ck,-kb)=(1,-1) =

—kb=—-1=|b=2|

EXERCICIOS 13.4

1) Dados os vetores 1 e U, calcule 4. 7.
UuU=(20 T=(-172 — 13 = -5 1
Z)li ( ,Z)Se 17_) ( 1.0)2 Oti=(53 e¥=(33
u=(—4 ev = ’ — " — » -
) ¢ ) ¢ ) d)u=—2iev=i—2j

2) Ache o dngulo entre os vetores 7 e ¥ e calcule a projecdo escalar de ¥ sobre

gl

a)i=(0,1) eT=(—1,0) Dh=ieT=i+j
b)Yt = (2,4) e T = (6,2) u=i+V3jeV=—j
AT=(LY ed= (_%,%) f)U=4i+3j e D =20i—21j

3)Calcule o valor de h para que os vetores U = 4i —5j e U = 5i — hj, sejam:
a)Perpendiculares.
b)Paralelos.

4)Demonstre que:

a)u.v=7vu

bYd.(P+wW) =u.T+Uw
A@+mM).T+w) =47
DU = [E)?

e)c. (U.7) = (cV). 1

H L+ =[P+ 2.0V + |
QU —T)* =[U|]? — 2.4V + |F|?

h)Se U =7 + W, entdo [u]| = [V]| + |W| se ¥ = k.W.

—_ —

+UwW+mMmMTV+mw
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13.3.3. Aplicagcdes vetoriais

Muitas férmulas, teoremas e propriedades da geometria plana e analitica,

podem ser demonstrados utilizando vetores.

1° exemplo: Vamos provar a féormula do ponto médio entre dois pontos
A (xa,¥a) e B (xg,yg).
Demonstracdo: De acordo com a definicdo de ponto médio, os vetores AM e
ME da figura a seguir s3o equipolentes e o dobro de AM equivale a AB. Logo,
2.AM = AB

Denotando M (xy, YMm ), temos

2(xm —xa,yMm —Ya) = (Xp — Xa, V5 — ¥Ya)
(xm — 2x4,2Ym — 2Ya) = (Xp — Xa, Y5 — Ya)
2XM — 2Xp =Xg —Xp = 2XM = Xp +Xa = B
xp +x
X =( B+ ) M
2
A
2ym —2YAa =Y —¥Ya 2 2YM =Yg +Ya =
_ (ygp +ya)
)’M—T-

2° exemplo: Vamos demonstrar o teorema de Pitdgoras utilizando vetores.

Demonstragao: Pela figura a seguir, devemos mostrar que
— 2 — 2 —=12
|AB|” = |AC|” +|CB]|
Sabe-se pela definigdo de soma que AB = AC + CB. B

Aplicando o produto interno de AB com ele mesmo,
temos
AB.AB = (AC + CB).(AC + CB)
Aplicando a propriedade distributiva,
AB.AB = AC.AC + AC.CB + CB.AC + CB.CB
Aplicando o teorema 13.3.2.1,
.2 ) —e W %
|AB|” = |AC| + 2.AC.CB + |CB|?

Como AC.CB =0 (sdo perpendiculares), concluimos a demonstragao.

3° exemplo: Vamos mostrar que as diagonais de um losango sao
perpendiculares.

Demonstragao: Pela figura a seguir, devemos mostrar que AC e BD séo
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perpendiculares, ou seja, que AC.BD = 0.
De acordo com a definicdo geométrica de soma, temos que
AC =AB + BC B
BD = AB + AD
Fazendo o produto escalar
AC.BD = (AB + BC). (AB — AD) o
AC.BD = AB.AB — AB.AD + BC.AB — BC.AD.

Os lados dos losangos sao congruentes,
assim

BC = AD = AB.
Substituindo tudo por ﬁ, encontramos
AC.BD = AB.AB — AB.AB + AB.AB + AB.AB
AC.BD = 0.

4° exemplo: Vamos mostrar que a soma dos quadrados dos lados de um
paralelogramo é igual a soma dos quadrados de suas diagonais.
Demonstragao:

Pela figura a seguir, temos .
AC =AB+BC

Elevando ao quadrado, obtemos

A
AC.AC = [A¢|” = (AB + BC)(AB + BC) c
|A_c’|2 = AB.AB + AB.BC + BC.AB + BC.BC
— 2 — 2 — —2 D
|Ac| =|AB| +2.AB.BC+|BC| (D.

A outra diagonal pode ser obtida por
DB =DC—BC

Elevando também ao quadrado,

|

2 — 2 =y — 12
DB| :|DC| —2.DC.BC+|BC| (2).

Somando (1) e (2) sabendo que AB = ﬁ, encontramos
|ac|” + |[DB|" = |aB|” + 2. AE.BC+ |BC|” +|DC|” - 2.DEBC [BC[”

— 2 — |2 — 52 — 2 — 2 —iZ
|Ac| + |DB| =|AB| +|BC| +|Dc| +|BC| .
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13.3.4. A area de um paralelogramo
Vamos aprender como calcular a area de um paralelogramo utilizando vetores.
Pela figura a seguir, a altura do paralelogramo ¢é dado por: |AB|.sena.
A area por: A = |ﬁ| |ﬁ|.sena. O quadrado disso é:
—s (2 |—2
A? = |AD|". [AB| . sen?a B .
— 2 |——2 ;
A% = |AD| .|AB| (1 — cos?a)

4?2 = |&B|%. |AB|* - [AB|%|AB|. cosa

42 — [AD[". |aB|" — (AD.AB)’ ‘ :

Em termos de vetores U e ¥ podemos escrever:

A2 = [G2.[3]2 - @.3)?

Exemplo: Calcular a area do paralelogramo que esta na figura:

B C
1 Ae D

-1 0 1 2 3 4 $ 6 7

@

Y

Solugdo: Podemos rapidamente encontrar a area desse paralelogramo utilizando a

geometria plana, porém vamos utilizar vetores.

AB=(2,4)—(1,1) =(1,-3)

AD = (6,1) — (1,1) = (5,0) Na subscgio 13.3.6
5 veremos uma forma mais pratica
|AB| = (_3)2 +1? =10 de encontrar a area de qualquer

— 2 aralelogramo ou até mesmo
|[AD| =52 +0%2 =25 - -

qualquer poligono convexo,

AB.AD=15+0=5 utilizando os seus vértices.
A? = |bé|”. |aB|" - (DC.AB)’

A% = 10.25—-52=250—-25=A=+225=|A=15u.4al
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13.3.5. A area de um triangulo

Como a area de um tridngulo é a metade da area de um paralelogramo, temos
a partir da féormula do paralelogramo da subsecdo anterior, que

1
A=~ VIE2. 312 — (@.9)%.

Podemos calcular a area de um tridngulo a partir das coordenadas dos seus
vértices sem utilizar vetores. Para demonstragdo, considere o desenvolvimento da
formula anterior e inicialmente um tridngulo com um de seus vértices na origem,
conforme a figura 13.3.5.1. Assim,

1
A=z VI B2 — @.D)2 = 44% = [Ul2. 9] — W. D)2

4A% = (212 +y12)(x22 +y2°) — (x1.x2 + ¥1.¥2)?
4A% = x12.y1% + y17. %27 — 2X1.%2. 1. Y2

1
4427 = (X1.y2 —¥1.X2)? =|A= |E(x1-J’2_J/1-x2) -

Colocando os pontos em colunas numa matriz, tem-se

T2

O valor de A serda o médulo da diferenga entre os produtos das diagonais da

A=

matriz acima.

Caso o tridngulo nd3o tenha um vértice na origem, precisamos fazer uma
translacdo. Dizemos que uma figura sofre uma translacdao quando se desloca, sem
se deformar paralelamente a uma diregao fixada. Observe na figura 13.3.5.2 que o
tridngulo foi transladado na direcdo do vetor w.

Ao escolher o ponto (x3,y3) na figura 13.3.5.2 a ser transladado para a
origem, segundo o vetor —w, as abscissas e as ordenadas dos outros vértices
sofrerdo acréscimos —Xx3; € —Y3, respectivamente, e assim:

1rxy — X3 Xy — X3
21 7 Y3 Yy _ys]

Com manipulacdes algébricas convenientes, mostra-se que a matriz acima é

A=

equivalente a:

4 |1[x3 X1 X3 xg]
- 2, YV, YV, Y,
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O valor de A é dado pelo médulo da diferenca entre os produtos das diagonais:

diagonais a direita (de azul) menos as diagonais a esquerda (de vermelho).

1 3
= E[y ]
Isto é:
1
A= E(x3-J’1 + X102 + X2, Y3 — (X1 Y3 + X2 Y1+ X3.2)) |
Observacdao: A matriz pode iniciar por N SAIBA MAIS!

qualquer ponto, desde que, inicie e termine pelo A maioria dos livros diddticos do ensino

mesmo ponto. A matriz a seguir foi iniciada e | médio, apresentam a matriz na forma:

terminada por (x5, V,): El gl 1]
2 Y2
A Iy x1 X3 xz] s ¥z 1
T2ly2 y1i vz vl Na intencdo de utilizar determinantes.

E possui 0 mesmo valor, em médulo, que a | Questdo depreferéncia apenas.

anterior. 7

Y|

W= (:Es, y3)

-

(z1 — 3,91 — ys3)

U= (11/‘1, yl)
= () (z2 — x3,Y2 — y3)
T (3, y3)
T
Figura 13.3.5.1 Figura 13.3.5.2 (translagfio)

Exemplo: Calcular a area do tridngulo que esta na figura.

Solugdo: Iniciando e terminando a matriz pelo

ponto A, temos

1 1
a=lzh 32 i sll=RE § 23 |

A='%.(2+24+3—(6+3+8))|:>

A=|-6|=[A=6ud] :

Utilize a férmula da area de um triangulo da

geometria plana e confirme o resultado.
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13.3.6. A area de um poligono convexo qualquer

Com o objetivo de justificar o método, vamos inicialmente pensar em um
quadrilatero qualquer de vértices A(xy,Vy1), B(x2,¥2), C(x3,¥3) e D(x4,Vs),

conforme a figura 13.3.6.1.
Dividindo-o em dois tridngulos, sua area serd a soma das areas desses

tridngulos.

c
X2 X3 X
Aapc = |2 Y1 Y2 V3 y1]
1 D
|§(x1.y2 + x2.¥3 + x3.¥1 — (X2.¥1 +x3.y2+x1.y3))‘
Aabc

A | X3 X4 x1]
Aach 2 3’1 Y3 Ya Y1

1
|E(x1-J’3 +x3.Y4 +x4.¥1 — (X3.Y1 + X4. 3+ x1-)’4))|

Figura 13.3.6.1

X1.¥2 + X%2.Y3 + Xz7V1 — X2.Y1 — X3.Y2—
+x3.y4 +x4.y1 — M — X4.¥Y3— xl LV4
Essa expressao pode ser reescrita como:

1 1 Férmula para a area de
= |- um quadrilatero.
204

Observe que os pontos na nova matriz ficaram ordenados, o que indica que

1
A =Appc +Ascp = |§(

devemos dispor pontos consecutivos e em um mesmo sentido (horario ou anti-
horario). Na pratica, devemos escolher um vértice como ponto de partida, percorrer
todo o poligono em um mesmo sentido, até voltarmos ao vértice inicial.

Esse artificio pode ser estendido a um pentagono, hexagono (demonstracdes a

cargo do leitor) ou qualquer outro poligono convexo de n lados, conhecendo os seus

vértices (xll 3’1), (‘xZI J’Z), (x3l }’3), CLd (xnfll )’n71), (xnl yn):

| [ X2 Xy X5 Xg Xpq Xy x1]
Y2 ys DL Vi

As observacdes para o método continuam as mesmas para o quadrilatero:
e Os pontos dispostos ordenadamente devem ser consecutivos e em um unico
sentido;
e A matriz comecga e termina pelo mesmo ponto escolhido;

Exemplo: Calcular a area do pentagono que esta na figura.
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-

Solugao: Adotando o sentido anti-horario A, E, D, C, B, A, temos,

A_|l[xA Xg Xp Xc Xp xA]|
124 YE ¥Yp Yc YB Ya

167421]|

1
A:|§1o4531

|
A:|§(0+24+35+12+2—(6+0+16+10+3)|

1. 38
A=|5c73—35>|=7:».

20 exemplo: Um paralelogramo possui vértices A(-3,4), B(1,7) e C(7,3).
Sabendo que AB//CD, calcule o quarto vértice D e drea desse paralelogramo.
Solugao:

AB=B—A=(1,7)—(—3,4) = (4,3).

D=C—A4B =(7,3) —(4,3)=[D = (3,0)]

Veja que de fato, BC =4D, pois:

(7, 3)— 1L, 7)= (3,0) —(—3,4)

Para calcular a area, adotaremos o sentido horario,

Xa Xp Xc Xp xA]|
Y4 Y8 Y& Yo YA

17— ]
A:[E[f 2o 43]]

1
a=|3]

1
A:|§(—21+3+0+12—(4+49+9—0)|

1 —68 7
A= |—(—6 - 62)| = |—| 5l |3
2 2
= A :
Esse paralelogramo esta na figura ao lado. i ' C

Como vocé encontraria o quarto vértice e area desse
paralelogramo, sem o uso de vetores? Veja a praticidade 8

oportunizada pelos vetores nessa solucao.

4 3 2 4 o2 3Ds %6
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13.3.7. Teorema de Pick

Definicdo 13.3.7.1: Malha quadriculada (ou rede) € um conjunto infinito de
pontos dispostos regularmente ao longo de retas horizontais e verticais, de modo
que a distancia de cada um deles aos pontos proximos na horizontal ou na vertical
éigual a 1. Um exemplo de rede é o conjunto de pontos que esta na figura 13.3.7.1.

Definicdo 13.3.7.2: Tridngulo fundamental é um tridngulo formado em
uma malha quadriculada, cuja medida da base é 1 e altura também 1, ou seja, é
um tridngulo de area igual 1/2.

Qualquer poligono em uma malha

6 ° ° ® ° ° o °

quadriculada pode ser dividido em n tridngulos

fundamentais’ (ver figura 13.3.7.2). 7 L G . b4 g *
4 e °® ® o e °® ® + b p ®
3 e e o o o o o 3 o\ °
2 e o o o o o o 2 ® ®
1 e e o o o o o : . ps ps p3 ps 7
0 1 5 3 4 5 6 7 o 1 3 3 " 5 5 5

Figura 13.3.7.1 Figura 13.3.7.2

Teorema 13.3.7.1 (Teorema de Pick®): A drea de um poligono simples cujos
vértices sdo pontos de uma malha quadriculada é dada pela férmula

B
I
2

Em que B é o numero de pontos (de coordenadas inteiras) da malha

quadriculada, situados sobre o contorno (borda) do poligono e I é o nimero de

pontos (de coordenadas inteiras) da malha quadriculada, situados no interior do
poligono.

Demonstragcdo: Seja um poligono dividido em n triangulos fundamentais. A
soma de todos os dngulos desses tridngulos fundamentais é S = n.180°. Nomeando

B’ como o niimero de vértices desse poligono e B” o nimero de pontos da rede que

também estdo sobre o bordo mas que ndo sdo vértices, temos: B =B + B”.

7 Caso o leitor nfio esteja convencido de tal afirmagio, na fonte (LIMA, 1991) hd uma demonstragio completa de todos os lemas
e coroldrios que permeiam o teorema de Pick.
¥ O nome desse teorema é em homenagem ao seu elaborador Georg Alexander Pick (1859-1942).
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A soma de todos os angulos internos, formado somente nos vértices é (B' —
2).180° (soma dos angulos internos de um poligono) e a soma de todos os dngulos

formados nos pontos do bordo que ndo sdo vértices é B".180° (dngulo raso - ver

figura). Portanto, a soma S,,,,, dos angulos internos que estdo sobre a borda é
Sporaa = (B'—2).180°+ B".180°= (B’ + B’).180° —2'.180° =
B
[Shoraa = (B — 2).180°]

Por outro lado, a soma de todos os dngulos internos dos pontos internos ao

poligono (ver figura) é dado por

Sinternos = 1.360° °® °® ® >\o )
Assim, ’

S = n.180° = Sporaa T Sinternos
n.180° = (B — 2).180° +1.360° .\
n.180° = B.180° — 360° + 1.360°
[r=B —2+ 21 | °

Como n é a uantidade de tridngulos
B q ’g ° ® o\u/o ®
fundamentais de area 1/2 que formam o poligono,

oy
1087
N

entdo a drea desse poligono é
n B
A :E :E + I- 1.

Demonstrando o teorema.

O teorema de Pick tem excelente aplicagdo quando é possivel (desenhar e)
contar os pontos internos e os pontos sobre a borda de um poligono em uma malha
quadriculada. Porém, sé deve ser utilizado em poligonos de vértices inteiros.

Vamos refazer os Ultimos dois exemplos, utilizando agora o teorema de Pick.

Exemplo: Calcular a area do pentagono que esta na figura.

Solugao: Conferindo os pontos de coordenadas

€
inteiras na borda (de azul), temos: B = 6. 5
Conferindo os pontos internos de coordenadas |, D
inteiras (de verde), temos: | = 17. ] 4
Pelo teorema de Pick, encontramos
B 6 g
A=—+1-12 A==+ 17-1 >[4 =19 u.d] A
2 Z 1
Compare com o resultado anterior. E
[ I RAAC IRBSE HuRL INNEE NRAE IR

2° exemplo: Vamos calcular a area do paralelogramo a seguir.
Solugao:
Conferindo os pontos de coordenadas inteiras na borda (de azul), temos: B = 6.
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Conferindo os pontos internos de coordenadas

inteiras (de verde), temos: [ = 32.

Aplicando o teorema de Pick, encontramos

A—B g =1
_2_|_ =

6
A== +32-1=[A=34ud}

Compare com o resultado anterior.

13.3.8. Pontos colineares

Dizemos que trés pontos sdo colineares quando pertencem a uma mesma reta.

E imediato que neste caso, os vetores formados pelos pontos dois a dois, sdo

miultiplos, ou ainda que a area do tridngulo com vértices nesse pontos, é nula.

C

Exemplo: Calcule o valor de b para que os pontos A(2,-2), B(b,0) e C(10,2)
sejam colineares.

Solucdo: Se os trés pontos sdo colineares, entido AB = k.BC (os vetores sido
multiplos).
AB=B—A=b,0)—(2,—-2)=b—2,2)
BC=C—B=(10,2) — (b,0) = (10 — b, 2)
AB=k.BC = (b—2,2) =k.(10—b,2) =

(b — 2.3y = (10k— B, 2%) = {é’ - ikz 1°k(2_)b tty
=

De (2): k= 5= 1, substituindo em (1), encontramos

12
bh—2=100—hbh = 2bh= 1042 = b=7$.

Outra solugdio: Se os pontos sdo colineares entio a area entre os trés pontos é nula,
entao
A—|l Xa Xp X¢ XA]|_|1[2 b 10 2]|
T 12a ¥Ys Yo Yall T |12l—-2 0 2 -2

1 i 24
A= E(O+2b—20—(—2b+0+4)|:E(4b—24):0 = b:T:>.
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13.3.9. Baricentro de um triangulo

O ponto G denominado de baricentro de um tridngulo é o ponto de encontro
das trés medianas desse triangulo.

B, y2)

Considere um tridngulo qualquer de vértices
A(x1,¥1), B(xz,¥y2) e C(xz,y3), baricentro
G(xg;, Vg) e medianas® AM, BP e CN, sabendo que o
ponto G divide qualquer mediana em uma razao 2:1

(essa demonstracdo sera exigida nos exercicios),
temos

E: ZW A(zhyl)
(¢ — %1,Y6 — y1) =2.(xy — X, Ym — Y6)
(x¢ — x1,Ye — Y1) = 2-(362;—_753 - xG’y2:y3 — Ye)
x, +x, +x3
Xg — X1 = Xz +x3— 2.x5 = xG:T
_ Y1ty tyxs
Yo —Y1=Y2+YV3— 2.¥6 =|¥g =3 |
xXq1+x,+x Y1+Y,+y
G(xg, ¥g) = X =—1—2—3 e yg =122

12 exemplo: Vamos calcular o baricentro do tridngulo formado pelos vértices
A(-11, -5), B(12, 3) e C(11, 8).

Solugdo:
_ XX 4x 11412411 12
= 3 - 3 I T
+y, + —5+3+8 6
Ve = gt 3/32 = 3 Sgs 2.Resposta:|G(4,2)|

2° exemplo: Calcule o baricentro do tridngulo formado pelos vértices A(-2, 5),
B(-4, 3) e C(8, 7), bem como, a medida da suas trés medianas.

Solugao:
_x1+x2+x3_—2—4+8_2
s 3 -~ 3 3
y,+y,+ys 5+4+3+7 15 2
- = =—=25, G (=50}
yG 3 3 2 = (31)

As medianas sao as distancias de cada vértice ao ponto médio do lado oposto do

triangulo. No tridngulo a seguir, sdo os segmentos AD, BF e CE.

9 Mediana é o segmento de reta que liga um vértice ao ponto do médio do lado oposto (conforme definicio 10.2.4).
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GEOMETRIA ANALITICA PLANA

Calculo do ponto médio E:
_Xat+xp —2—4 —6

*E 2 2 2
:yA+yB:5+3_§:4
YE 2 2 g

Calculo do ponto médio D:
_ xegtxy 8—4

Sl B B
_yC+yB_7+3_10_5
=g = & &8 =
Calculo do ponto médio F: Mediana AD:
Xc+x4, 8—2 6 — = =
Xp=— =y 5= 3 AD:\/(XA_XD) + (ya— yp)
+ 7+5 12 —
yp=2eZ XA 72 2 _g AD:J(—2—2)2+ £ 5By
2 2 2
— AD = |(—4)*+ (0)*
Mediana CE: LA
D =+ 16
CE:\/(XC_XE)Z_'_ (ye— ye)? AD = 4|
Mediana BF:

CE= [(8—(—3)%+ (7—4)? B
\/( ( )) ( ) BF =\/(xB—xF)2+ (yB_yF)Z

CE = /(11)2+ (3" ﬁ:J(—4—3)2+ (3—6)>

CE= 130} BF - VA9TS
BF = V58|

EXERCICIOS 13.5

1) Mostre que o segmento que une os pontos médios de dois lados de um
tridngulo é paralelo ao terceiro e o seu valor é a metade desse terceiro lado.

2) Mostre que a soma de vetores cujos representantes formam um poligono
fechado é nula.

3)Seja ABCD um quadrilatero qualquer. Mostre que os pontos médios de seus
lados sdo os vértices de um paralelogramo.

4)Seja um triAngulo ABC qualquer de baricentro no ponto G. Mostre que o
ponto G divide qualquer mediana na razao de 2:1. Por exemplo, seja M o ponto
médio do lado BC, mostre que AG =2.GM.

5)Determine as coordenadas dos dois pontos que divide um segmento de reta
AB em trés partes iguais, sabendo que A = (1,3) e B=(-2, -3).
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6) Se A =(2,-5)e B = (5,-2) sdo vértices consecutivos de um quadrado, calcule
os dois outros possiveis vértices e sua area.

7) Transladando o vértice A = (2,-5) do quadrado da questdo anterior para a
origem do sistema, calcule as coordenadas dos outros pontos.

8)Calcule a area e as coordenadas do baricentro dos tridngulos formado pelos
vértices:
a) A (7,5), B(8,1) e C(2,3)
b) A (-2,-1), B(5,-3) e C(-3,-7)
c) A(-11,-3), B(-16,-8) e C(14,-6)

9)Calcule o baricentro e as medidas das medianas de um tridngulo de vértices
A=(1,1),B=(3,11)eC = (17, 3).

10)Calcule a area dos poligonos formado pelos vértices:
a) A (-4,6), B(-2,2), C(4,0) e D(8,4)
b) A (-7,12), B(-12,9), C(-8,3) e D(-2,7)
c) A (-8,6), B(-6,-4), C(2,-6), D(8,-2) e E(4,8)
d) A(2,2), B(4,6), C(8,10), D(12,12), E(16,8) F(14,4) G(10,2) e H(6,0)

11)Use o teorema de Pick para encontrar a area do poligono formado pelos
vértices:
a) A (1,1), B(3,4) e C(5,3)
b) A (-2,2), B(2,5), C(8,-1) e D(4,-2)
c) A(-2,-2), B(-1,0), C(1, 1), D(3,0), E(4,-2), F(2,-3) e G(0O,-3).

12)Explique porque o teorema de Pick ndo se aplica ao triangulo de vértices A
3
(0,0), B(2,3) e C(3, ).
13)Um paralelogramo possui vértices A(2,4), B(-2,6) e C(10,12). Calcule o

quarto vértice e drea desse paralelogramo.

14)Qual o valor de k, para que os pontos (-3, 2), (3, 0) e (k, -1) sejam
colineares?

15)Qual o valor de k, para que os pontos (-2, 7), (0, 2) e (k, -8) sejam
colineares?

16) Para calcular a area de uma fazenda um topogréafico usou um aplicativo de
smartphone para calculo de area através do GPS. Sabendo que o terreno é poligonal
e os vértices acusados pelo aplicativo foram (-250,0), (0,200), (250,100) e
(200,50). Qual a area da fazenda acusada no aplicativo? Explique porque, neste
caso, o teorema de Pick é aplicdvel, mas invidvel.
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13.4. Retas no plano

No decorrer desta secdo, vamos relembrar métodos e aplicar outros que
possibilitem encontrar a equagdo de uma reta.
Comegaremos com um método usando vetores.

Se uma reta passa pelos pontos 4, B e um ponto
genérico P (x,y), entdo ela tem mesma diregdo do reta r
vetor AB, ou seja, AP é multiplo de AB. Ver figura P(z,y)
ao lado.
Assim, Al 2
AP = t.AB. 9
Denominando AB = ¥, temos: P — A = t. .

P=A+t.7V

Essa é a equacdo vetorial ou paramétrica de uma reta.

O vetor 7 é chamado vetor diretor da reta e t é o pardmetro (varidvel) da

equacdo. Sendo P = (x,y), A = (x4,¥,) € U = (a,b), podemos escrever:

(x,¥) = (x4,Y4) + t.(a,b)

Exemplo: Vamos calcular a equacdo parameétrica da reta que passa pelos
pontos A(2, 3) e B(4, 4).
Solucdo: AB =B — A= (4,4) —(2,3) = =vetor diretor.
x,y) = (xa,v4) + t.(a,b)
|(x,y) =(2,3) + £I(2, 1)|.

Para encontrar qualquer ponto pertencente a essa reta basta escolher um valor para

o parametro t. Exemplos: O ponto da equacdo vetorial de uma reta
pode ser tanto o ponto inicial quanto o ponto final
t=0 =(2,3)+0.(2,1) = (2,3) do vetor diretor. Nesse exemplo, podemos
— - escrever também:
t=1=(2,3)+1.(2,1) = (4,4) G o 6, A 1 02 A
o= —2 = (2’ 3) — B (2‘ 1) — (0, 1) Além disso, podemos utilizar o vetor diretor
BA em vez de AB. Isto é:
t=100 =(2.3) +100.(2,1) = (202, 103) ,y) = (4,4) +t.(—2,—1).
S Em todos os casos, a equagdo vetorial
Todos esses pOl’ltOS pertencem a reta. representara a mesma reta.

Podemos também, isolar o parémetro t da equacdo paramétrica e encontrar a
equacdo reduzida e a equacdo geral.
Equacé&ao reduzida: E o nome da equacgado da reta escrita na forma y = mx +

n, onde m é o ceficiente angular e n o coeficiente linear da reta.
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Equacdo geral: E o nome da equagdo da reta escrita na forma ax + by +c =
0, onde a, b e ¢ sdo denominados apenas de coeficientes.

No exemplo anterior, a partir da equagdo paramétrica (x,y) = (4,4) +t.(2,1),
temos as seguintes equagdes:
x=442t (1)
y=4+t (2)
De (2),temosquey = 4+t =t =y — 4. Substituindo em (1), encontramos

x=44+2t > x=44+2(y—4) = x=4+2y—8 = x=2y—4.
Equacédo geral:(x — 2y +4 =0

Isolando y encontramos a equacgéo reduzida: |y = % +Z1

Outro método para calcular a equagdo de uma reta a partir de dois pontos (A
e B), foi utilizado na unidade 6 - sobre fungdo afim (volume 1). O método |4
abordado é justificado pela area nula entre trés pontos colineares, sendo um deles

(o y) = (4,4) + (26,8) = (x,3) = (4 + 26,4 + t) :{

(x, ¥) e os outros dois, os pontos dados. Da seguinte maneira:

X X5 X5 X

Trx x4 x4 x
A=|= =0
|2[ Y Ya Y ¥

¥ Wy Py y”:o:’

Aplicando esse método no exemplo anterior, temos para A (2,3) e B(4,4):
| =0

2y 12 4x 3x 8 4y
3x+8+4y=2y+12+4x = 3x+8+4y—2y—12—4x =0 :>|—x+2y—4=0|.

Equagdo geral{—x + 2y — 4 = 0| e a equacdo reduzida: [y = %—l— 2

2% exemplo: Calcular a equagdo paramétrica, geral e reduzida da reta que
passa pelos pontos €(-101,-100) e D(-102,-99).
SoluGgao:

CD=D—C=(—101,—100) — (—102,—99) = [¥ = (1,—1)|=vetor diretor.
(x,y) = (x¢,ye) + t.(a,b)
[(x,y) = (—101,—100) + ¢.(1,—1)]

—101y 10200 —99x = 100x 9999 =102y

—101y + 10200 — 99x = —100x + 9999 — 102y = |x +y+201= 0|.

Equagio geral{x + y + 201 = 0] e a equagdo reduzida: [y = —x — 201].
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13.4.1. Coeficiente angular de uma reta

O coeficiente angular m de uma reta é dada de forma imediata pela equacédo

reduzida y = mx + n. Usando dois pontos A e B dessa reta e resolvendo o sistema

encontramos

Ya— Vs
XA —xB'

m =

Essa expressdo é equivalente a

tga =——.
g Xapa-XxXp / Ty
Coeficiente n

- O coeficiente angular m é a tangente do angulo entre a reta e o eixo x:

[ = tge]
- A reta intersecta o eixo y no coeficiente n. 3
Com efeito, sey=mx+nparax=0 = y=n. f(w):;+2 /

No exemplo anterior, temos

8
8

Assim,

x+2 1
= — = =— =
¥=5 o

i o =26.57°
a = arctg (5) =|a = 26,57°| 74 3 2 10 . -

E como a reta intersecta o eixo y no ponto
(0, 2). Ver figura ao lado.

Exemplo: Calcular a equagcdo paramétrica, geral e reduzida da reta que passa
pelos pontos A(-3,4) e B(0,1) e o angulo entre a reta e o eixo x.

Solugdo: AB=B—A= (0,1)—(—3,4) = vetor diretor.
(x,¥) = (xa,y2) +t.(a,b) = [(x,y) = (=3,4) +t.(3,—3)]

(x,y) = (—3= 3t,4— 3t).

E = il _{x=—3+3t
qUAGAG PRrARETIEE] o g me

Somando as duas equacgdes: x +y = 1.
Bquacdo geral: [f=y —1=10].
Equacao reduzida: .

O angulo entre areta e o eixo x é:

tga=m=tga=—-1= [« = 135°].

Veja o grafico da reta e o angulo na figura ao lado.
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13.4.2. Posicdo relativa de retas
Nesta subsegdo, verificar-se-a as condigdes pelas quais duas retas sdo
perpendiculares, paralelas, coincidentes ou somente concorrentes.

Teorema 13.4.2.1: Duas retas r e s sao perpendiculares e indicamos por

; - oy
r L s se, e somente se, o produto escalar de seus vetores diretores u = (x,,y, ) e UV =

(x,,¥,) for zero.
— Esse teorema ¢ uma consequéncia
| uv=0= (xT,yT)- (xs,ys) =0 | (D). do teorema 13.3.2.4 ja demonstrado.

Esse teorema é indicado para equacgdes de retas na forma paramétrica .

x=-1+2t x=1+3t _ : :
sao perpendiculares, pois:

Exemplo: As retas ﬂ{y: 5 _n3; €5 y=5—2t

w=1(2,3),v=(3,-2)enu.v = (2,3).(3,(—2) = 6—6 = 0.
Continuando o desenvolvimento de (1), dispomos de:

Y ¥

Xy Xg

Como: tgh, =2t =m, e tgf; = 2= =m,, entdo[m,.m, = —1].
T %

Esses passos demonstram o teorema a seguir.

XpXe ¥ Ve =0 X = —yrys & —1 =

Teorema 13.4.2.2: Duas retas r e s sao perpendiculares se, e somente se,

o produto de seus coeficientes angulares for igual a -1.
Esse teorema é ideal para retas com equagdes na forma reduzida.

Exemplo: Asretasrmy=2x+1es:y= —%x+ 1 sdo perpendiculares, pois
iy =2 emsz—% =3 Flplite = —ils

Agora, vamos a uma interessante relagdao entre os coeficientes da equagao

geral de uma reta e o seu vetor diretor.
Se U = (x.,¥,) é o vetor diretor de uma reta, entdo o seu adngulo de diregdo

sera dado por tg8 = %: m. Substituindo na equagao reduzida, obtemos
t

y=mx+n=y=%x+n
I

Xy =yex +xpn=>—yx +xy—x,.n=0]

Como a equagdo geral é na forma ax + by + ¢ = 0, isso implica que

|a=——yt|e|b=xt.
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Por outro lado, seja um vetor por 11 = (a,b) formado pelos os dois primeiros

coeficientes da equacgao geral da reta. Entao
U = (xe,ye). (a,b) = U= (x4, 3). (— V¢, Xe)
U= —Xp. Ve + Ve.xe = 0= U e7l sdo perpendiculares.

Denominamos o vetor 77 = (a, b) de vetor normal i reta, isto é, perpendicular
aretaax+by+c=0.

Diante do exposto, temos em maos mais uma ferramenta para saber se duas
retas sao ou ndo perpendiculares a partir da equagdao geral de cada uma reta,
ratificada pelo teorema a seguir.

Teorema 13.4.2.3: Duas retas |r:a,x + b,y + ¢, = 0| e[s:a;x + by + ¢, =0

de vetores normais n,=(a,b,) e ns=(asb;) respectivamente, sdo
; ——s
perpendiculares se, e somente se, n,..ng = 0.
Demonstracao:
n..ng =0< (a,,b.).(ag, b)) =0 &
a,.a;, +b,..by =0 < aq,.a;, =—b,.b, &
—b —b
(). () =1 © [mm==1
a, as
S il Rl B
my ms
A figura ao lado ilustra melhor esse teorema.

Exemplo: Qual a posigao relativa das retas 2x - y-2 =0e —x-2y + 11 =
0?
Solugdo: 11, = (2,—1) e g = (—1,2).

n.ng =(2,—-1).(—1,2) = n.ng=—2+2=0 = r e s sdo perpendiculares.

Teorema 13.4.2.4: Duas retas |r:a,x + b,y + ¢, = 0| e [s:a,x + b,y + ¢; = 0|

de vetores normais 1, = (a,, b,) e n, = (as, bs), respectivamente, sdo paralelas e
indicamos por r // s se, e somente se, N, = k.1, (vetores miultiplos) e ¢, = k.c,.
Caso ¢, = k.c,, as retas seréo coincidentes e indicamos por r =s.
Demonstracdo: Duas retas r e r sdo paralelas quando o dngulo entre as retas
e 0 eixo x sdo congruentes (ver figura).
O que implica em
ar =a; & tga, =tgas < m, = mg.

Se as equacOes reduzidas forem r:y =m,x +n, e

S:y =myx + n,, entdo para retas ndo coincidentes é

necessario que n, * ng.
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No caso das equacgdes gerais r:a,x+ b,y +c, =0e s:asx+ b,y + ¢, =0, se os
vetores normais n,, = (a,,b,) e ng, = (a,, bs) forem multiplos, temos:

a, b,
n,. =k.n,  (a,,b,) =k.(a;,b;) ©k ===y

S S

O que implica em:
_bs

—_—= < my. = M.
b, as T s

E nesse caso, se ¢, = k.c;, havera multiplicidade nas equacdes gerais e as
retas serdo coincidentes, caso contrario (¢, # k.c;) serdo paralelas.

Por consequéncia, caso as equacdes de cada reta estiver na forma paramétrica,
temos:

- Vetores diretores multiplos e nenhum ponto em comum: retas paralelas.

- Vetores diretores multiplos e um ponto em comum: retas coincidentes.

A demonstragao para esse caso fica a cargo do leitor.

Retas concorrentes: Duas retas sdao apenas concorrentes (r xs) e nao
perpendiculares, se nenhum dos casos anteriores for identificado.

A seguir estd um resumo de todas as informacdes sobre a posicdo relativa de
retas.

| . ]
| Perpendiculares r L s |
- ’ - T
e Equacgao reduzida: Se o produto dos coeficientes
angulares for igual a -1;
e Equacdo geral: Se os vetores normais as retas
forem perpendiculares;
e Equagdo paramétrica: Se os vetores diretores s
forem perpendiculares (produto escalar igual a zero).
I Paralelasr // s I
e Equacdo reduzida: Se os coeficientes angulares T ]

forem iguais e os coeficientes lineares diferentes;

e Equagdo geral: Se os vetores normais as retas
forem multiplos e os coeficientes ¢ de cada reta terem
multiplicidade diferente das dos vetores diretores;

e Equacgdo paramétrica: Se os vetores diretores forem
multiplos entre si e as retas ndo terem ponto em comum.
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—| Coincidentes r =s i

e Equacdo reduzida: Se os coeficientes angulares i

forem iguais e os coeficientes lineares também;

e Equacdo geral: Se os vetores normais as retas forem
multiplos e os coeficientes ¢ de cada reta terem mesma
multiplicidade das dos vetores diretores;

e Equacdo paramétrica: Se os vetores diretores forem
multiplos entre si e as retas terem um ponto em comum.

Concorrentes e nao
perpendiculares r xs

e Na equacgdo reduzida: Se os coeficientes angulares
forem diferentes e o produto entre eles for diferente de -1;

e Na equacdo geral: Se os vetores normais as retas
forem ndo multiplos e ndo perpendiculares;

e Equacgdo paramétrica: Se os vetores diretores ndao
forem multiplos entre si e ndo perpendiculares.

Exemplo: Verifique a posicdo relativa das retas abaixo (se sao
perpendiculares, paralelas, coincidentes ou somente concorrentes - nao
perpendiculares).

rey= —2x+5
a){ Y

siy= —Zgt 1 = m, =ms e n, # ng. O que significa que sio paralelas.

3x-y-7=20 = (3, — g o
b){r = = {7’% L=~} = 2.7, e as equagdes nio sio

S:6x—2y + 17 = 0 e=(6,—2) s

proporcionais. Logo, as retas sdo paralelas.

r2x—-y-2 =0
& = Coincidentes.

{r:2x—y—2 =0
) s:2x-y-2 =0

s:6x-3y-6 =0

(Observe que as equacao sao proporcionais).

= Dividindo s por 3 = {

r-x+y+1=0 30 Si
){S:x P g, = T =|m, = 1]e|m, = —1|= m, # my = Nio sio paralelas.
Porém, m,.my; = —1. As retas sio, portanto, perpendiculares.

){r:—Zx + 5y +7 =0

s:3x + y-5 = 0. =[m, = 2/5|e[m; = —3]|=>m, # m,.

As retas nio sdo paralelas. E além disso, m,..my # —1. Essas retas sio, portanto,

concorrentes e nio perpendiculares.
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Podemos aplicar também o conceito de vetor normal na transformacdo de
equacao de uma reta da forma geral para a forma paramétrica. Inicialmente, é
necessario calcular um vetor perpendicular ao vetor normal, sugerimos a inversao
dos componentes e a troca de sinal. Em outras palavras, se 71 = (a, b), entdo ¥ =
(—=b,a) ou ¥ =(b,—a). Em seguida, podemos escolher qualquer ponto inicial
pertencente a reta, atribuindo valores arbitrarios para x ou y. Recomendamos

também a opgdo x =0 ou y =0.

Exemplo: Vamos transformar a equagdo da reta x- 2y-4 = 0 em uma
equagdo paramétrica.

Solugao:

7n=C(a,b)=(1,—-2) =7 =(2,1) (observe que trocou-se a por b e o sinal de b)

x =0 =p=—2=LP(0:—2)

(e, =P+1t.¥ =|xy) =(0,—2) +t.(2,1)}]

Outra solucdo: Escolher dois pontos quaisquer da reta.
Paraz =0 = y=—-2=P(0,—2).

Parax= 2 =yp=—1=30(2,—1).
PG=(2-0-1-(-2))=(2,1.

(e, V) =P+t.T = |(x,y) = (0,—2)* t. (2,1)|.

I EXERCICIOS 13.6 |

1)Calcule a equacido paramétrica, reduzida e geral da reta que passa pelos

pontos:
a)A(-2, 0) e B(-4, 10) c)C(0, -7) e D(5, 8)
b)X(4, 4) e Y(O, 0O) d)E(-3, 2) e F(6, -5)

2)Calcule a equagdo paramétrica, geral e reduzida da reta de cada grafico:

a b
) . ) .
4 = — -
2
3 |
|
1 2 1
1
! I
A 0 i 2 1
i -1 o/ 1 2
- = — - _1)

3)Calcule a equacdo geral e reduzida a partir da equagdo paramétrica:
a)(x,y) = (0,0) +¢.(1,0)
b)(x,») =(0,2) +t.(=2,0)
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Ay =(—L3)+t.(—2,-2)
d)6y) = (0,3 ) + (1,5

4)Calcule a equagdo paramétrica a partir das equacgado a seguir.
a)Zx-y+ 8 =0 )y =-—2x
b)x+y+ 1 =20 d)y =8x—2

5) Verifique a posicdo relativa das retas abaixo (se s&o perpendiculares,

paralelas, coincidentes ou somente concorrentes e ndo perpendiculares):

a)bx-7y+ 8 = 0e 10x-14y + 16 = 0

b)—x-2y+ 1 =0ex-y—1 =20

c)11lx-22y+ 121 = 0e —2x-y + 16 = 0

dy =5x+12e 10x-2y + 8 = 0

elx+y+1=0el2x+2y + 2 =20

ly=5ex=2

6)Calcule o valor de m, para que as retas y=mx+8e—4x+2y—19=0,
sejam:

a)Paralelas

b)Perpendiculares

13.4.3. Intersegao de duas retas

As retas concorrentes possuem um ponto em comum e esse ponto satisfaz as
duas equagdes concomitantemente. Dessa forma, para encontra-lo, basta resolver
um sistema de equagBes montado a partir das equagdo das retas.

Exemplo: Quais as coordenadas do ponto de intersegdo dasretasx -y - 4 =
Oe2x+y + 1 = 07

Solugao: Osistema:{ x=y= 4 :=0

Zx+ y + 1 0
Somando as duas equac¢des membro a membro, temos
3x -3 =0 =[x=1] -

Substituindo na 12 equacéio, encontramos

x‘)"4=0=>1_3’_4=0:>' 5 4 3 2 -1

Resposta: ( 1,-3).

2c+y+1=0

Veja na figura que de fato esse é o ponto de

encontro das retas.
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13.4.4. Equacgao da reta que passa por um ponto

Por um ponto passam infinitas retas. No entanto, dada uma segunda condigao
adicional, além desse ponto, essa reta passa a ser Unica.

Exemplo: Determine a equagao da reta que passa por P(-2, 5) e é paralela a
reta 6x — 2y +8 = 0.

Solugdo: 71 = (a,b) = (6,—2) = |¥ = (2,6)|= Vetor diretor da reta.

G =25 eEo] » ) =(-2+2e5+60 = {3~ 217 O

Isolandotem (1): x = -2+ 2t = x+ 2 = +2t = tz%.

Substituindoem (2):y = 5+6t = y= 5+ 6(XZL2 =

y=54+3x+6 = [-3x+y—11= 0] = Equacio geral.

Qutra solugio: 6x —2y +8 = 0 = —2y=—6x—8 = y=3x+4 = |m = 3|
Como a reta que queremos é paralela a essa, entdo o seu coeficiente angular também
€ 3, ou seja, pode ser escrita como: y = 3x + 1.
Substituindo o ponto: (-2,5):y=3x+n =25=3(-2)+n =>n=5+6 :>.
y=3x+11 :>|—3x+y —11 = 0| = Equagao geral.

20 exemplo: Determine a equagdo da reta que passa por P(1, 1) e é
perpendicular a reta x —2y +4 = 0
Solugao:
7= (a,b) =(1,—2) = Vetor normal a reta (perpendicular).
— = x=14+¢t (1)
[ =D T = () =1+61 2t)=>{y: o

Somando a (2) o dobro de (1) membro a membro:

y+2x=3 = |2x+y—3=0|= Equac¢io geral.

Segunda solugio: Inicialmente determinemos o coeficiente angular da reta.

1
x =2y +4 =0 = —2y=-—x—4 =>y=§x+4 = |m, == |

Como a reta que queremos é perpendicular a essa, entdo o seu coeficiente angular é:

1
Mp.Mmg =—1 = E'mg:_l = |m, = -2}
y=mx—+n = y=-—-2x+nmn.

Substituindo o ponto: (1,1), temos
y=-2x+n=1=-21+n=>n=1+2 =[n=3]
y=—2x+3=|2x+y—3= 0|= Equacdo geral.
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[ EXERCICIOS 13.7 I

1)Quais as coordenadas do ponto de intersegdo das retas 2x- 5y - 13 = 0 e
—2x+y +9 = 07

2)Quais as coordenadas do ponto de intersegdo da reta 6x - 7y + 10 = 0, com
a bissetriz dos quadrantes impares?

3)Qual é a equacdo da reta que passa pelo ponto A(1,1) e é paralela a reta
y = —2x +17?

4)Determine a equacgdo da reta que passa pelo ponto (-5,4) e é perpendicular
areta2x-y+ 7 = 0.

5) Seja r a reta que passa pelos pontos (0,1) e (1,0). Calcule a equagao da

reta s que passa pelo ponto (1,2) e é perpendicular a reta r.

2

x
6)Qual a posigao relativa das retas ; + 3

\1|‘<

X
=1e—=
7

7) (V.UNIF.RS) As reta r e s da figura intersectam-se no ponto de ordenada:

8) Pode-se afirmar sobre o sistema de equagdes formado pelas equacdes das
duas retas que estdo na figura, que:
a)N&o tem solucao
b)Tem como solugao o ponto (-100,-100).
c) Tem como solugdo o ponto (100,100).
d)Tem infinitas solugdes.
e)Tem duas solugdes.

-4 —3/2/1ol 1 2 3
-1
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13.4.5. Angulo entre retas

Vamos demonstrar duas formulas que podem ser utilizadas para calculo de
angulo entre duas retas.
A primeira delas é utilizando o vetor normal de cada reta.

De acordo com a figura ao lado,

B+ a+ 90° + 90° = 360° (quadrilatro) i /
S
f+a=180° = a=180°—fF =

cos(180°—pB) = Ilcos al = |cos/3||

Como o angulo entre vetores pode ser calculado

a partir de u.V = [u].|V].cosa, temos

—
NN

|cosa| = ———=-
7. 7]

Outra forma seria utilizando os coeficientes angulares de cada reta.

Pela figura ao lado, dispomos de

180° — B,=180° —a—f; = fr=a+ L=
a =ﬁr_ﬁs = tga: tg(ﬁr_ﬂs)-

Da trigonometria, temos

Y

tgﬂr - tgﬁs
1+tgpBr.tgps

tga = tg(,[gr _ﬁs) = |

et

Como tgpB, = m, e tgfs = mg, concluimos que

m, — mg

tg(x=|

1+m,.mg

Exemplo: Qual o angulo entre as duas retas 2x+3y—6 = 0e 5x+ y = 07?
Solucdo: n, = (a,b) = (2,3) = Vetor normal a reta r (perpendicular).

ng, = (a’,b’) = (5,1) = Vetor normal areta s (perpendicular).
77l = Va2 + b2 = 22+ 32 =3+ 9 =13
il = Va2 + b2 = /52 + 1 =V25+ 1 = V26

135°
Wl @3.E1 1043
O T RlLEl  iaEE  viaaZe 15
B 13 a8 1 «F s i
T VBVEVIE 13vZ V2 2 R ) B

Assim,ax = 45° é o menor angulo e @ = 135° o maior
-1

angulo. Veja o grafico na figura ao lado.

| 258



GEOMETRIA ANALITICA PLANA

Segunda solugio:

2 2
ri2x+3y—6=0=3y=6-2x=2y=——F+2=m =5
s:5x+y=0=y=—5x=E.
2 (-5) 18 13
o | = | = R B e =
2= Nl . B = 5 =15 = [tga =1}
A 1—§.(—5) 1+? T

Desse modo, @ = 45° é o menor dngulo e & = 135° o maior angulo.

20 exemplo: Calcule a equagao das retas que formam um angulo de 45° com

areta x+3y—11= 0 e passam pelo (2, 1).

Solugdo:
+3y—11=0 = 3 11 AR E
rix+3y = =S BRA = xS y=-—gog =m =z
—z —m )
1 1= ——m_ (12 caso)
kel m—r_ms o _§_ms 1 B 3
B = ] e == |~ 1
- TSI N
=l = ————m— (2% eas0)
1 St
3
1
10 = EEpER mg i =1 mg
soant e Tl b
3
-1 —-3m; =3 —my; =-2m; =4 =|m,=-2|
O que torna a equacgdo da reta § na forma: y = —2x + n. Substituindo o ponto (2,

1), dispomos de

y=—-2x +n=> 1= —22 +n=|n=5| :>|y: —2x +5|reta s.

al
8 1= -3 — Mg i mg, 1
fcaso= —1= 1_ms, = —1+ 3 ——3—m5, =
3
il
-3+ mgy =—-1—3my =4m, =2 $m51=5.
A jo da reta s' & entlor y= % +n’
equacdo da reta s° € entdo: y = 5x +n’. P
Substituindo o ponto (2, 1), temos g
1 1 z+3y-11=0
y=5x+n’:> 1=E.2+n’:>:> [~
&
1 3 y==
=T " 45° 2
y=x reta s”. s
2
Vejano grafico ao lado, que de fato as duas retas
T A—
formam um dngulo de 45° comaretax + 3y — 11 = ! y=-2z+5
0 e ambas passam pelo ponto (2, 1). = o2 \3 4 5 8 7 8 9

259 |



13.4.6. Distancia de um ponto a uma reta

Primeiramente vamos calcular a distancia entre as duas retas paralelas r:ax +
by+c=0es:ax+by+c =0.
Considerando sem perda de generalidade duas retas paralelas decrescentes e

suas intersegdes com o eixo x, conforme a figura a seguir. A distéanciade 4 a C é

—c—(—¢) ¢’ —¢ y
————=|Dac = (D).

DA,C =
a

Quanto aos angulos,
ACB =180°—a = tg(ACB) =tg(180° —a) =

|tg(A5B) = tgal.

Porém, segundo o tridngulo ABC,

s Dy p
tg(ACB) = o . g @
B.C (40 (—,0)
Como tga corresponde ao coeficiente angular @
da reta r, isto &, tga = —%. Isso nos da

Dy, —a b.D,g
—_——=—=> D = - 2 e

Dac =D Bc=——22| (2)

Por fim, aplicando o teorema de Pitdgoras no tridangulo ABC e substituindo (1)

e (2), encontramos

"— e\ /b.Dup\?
(008 = Pac) — One) = (Pan)* = (S55) — (222)
r_ N2 2 2
(DA,B)2 _'=9 a2b (Das) - az(DA,B)Z 4 bZ(DA,B)Z = (& — &% =

lc" —cl

(a2 . bz)(DA‘B)z =(c"— C)Z = |Dag = VaZz+ b2 3.

Essa é a férmula que calcula a distdncia entre duas retas paralelas.

Para calcular a distancia de um ponto X(xq,Yo) @ uma reta r:ax + by +c =0,
podemos pensar em X como um ponto pertencente a reta paralela s:ax + by +c¢’' =
0, onde ¢’ = —axy, — bx, e aplicar a equacgdo (3), isto é

c"—c| |—axq—bxy —cl

V@ v b2 Va2t b2

DX,T =

O que equivale a

_laxo + bxo + |

S

T
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1° exemplo: Vamos calcular a distancia entre as retas paralelas rm:x + y—2 =
Oes:ix +y +2=0.

Solugao:
| =22
RNEEESE

c—c

a2z + b?

-4~

I
B =
I

2° exemplo: Vamos calcular a distdncia do ponto X(1,1) a reta —3x + 4y +
1=0
Solugao:

—SilLfairsl| | 2 | | 2 | | 2 |
= - _ _ N
J—32+2 | |y +2| Wo+is V25l

2
DX,T'ZE Uu.cl

Dy

30 exemplo: Calcular a altura relativa ao lado AC do tridngulo cujos vértices
sao A(0,0), B(-3,0) e C(6,8).

Solugdo: Calculemos a equacgio geral da reta AC:

=0

6y=8x= —8x+6y=20

[-8(=3)+6.0] | 24+0 | | 24 |
B = = = =19~ [Prr =24 uc|
Tl J®?+62 | Wea+36l Iviool 10 '

A altura relativa ao lado AC mede 2,4 u.c.

Outra solucio:
A area de um tridngulo, de acordo com a geometria plana, pode ser dada por
s AC.BD
—5

Porém,

AC= /(6-02+(8—0)?=+36+64=10.
E

A |1[x1 X, X3 xl]
T2y v, v oy

110 =3 6 0
A_|§[o 0 8 o]|
1
A=§|—24|=|—12|=>.

Substituindo, encontramos

AC.BD 10.BD ——
A=m=——= 12 = > = |BD = 2409

7 .
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|| EXERCICIOS 13.8 |

1)Calcule o menor dngulo entre as retas:
a) 3 x+2y+2 =0e —x+ 2y+5=0
b) 3 x—y—-—7 =0ex—y—9=20
c) 3 x—y—1=0e2x+y—2=0
d) 33 x -9y +3 = 0e 5/3x—5y+4=0

2)Qual o angulo entre as retas x = —2 e x — \/§y +4 = 07

3)Calcule a equagdo das retas que formam um angulo de 45° com a reta 6x +

2y + 5= 0 e passam pelo passam pelo (—1, 0).
4)Qual a distancia da reta —12x+ 5y + 1 = 0 a origem?
5)Qual a distanciade P(0,7) aretax+y+1 = 07?
6)Qual a distdncia de P(-1,1) a reta x = 5?
7)Qual a distancia entre as retas 7x + 24y —1=0e 7x + 24y +1 =07?

8)(UNIFOR-CE) A distdncia do ponto P(0,-4) a reta bissetriz dos quadrantes

pares é:

5 3
a) 2v3 b) 242 «¢) > d); e) V2 1
9)Calcule a distancia entre as retas no grafico: — - / /

10)Calcule a altura relativa ao lado AC do tridngulo cujos vértices sdo: A(0,-4),
B(1,1) e C(6,4).

2
11)Calcule a equacao das retas que distam 2 da reta x + y—1=0 e sao

paralelas a ela.

rmx +y—1=0
s:2x — y+4=0. Se o ponto A é encontro das retas r e

12)Sejam as retas:
tidx — y—4=20

s, o ponto B é o encontro das retas r e t, e 0o ponto C é o encontro das retas s e t.

Calcule a area do tridngulo ABC e a altura relativa ao lado BC.

| 262



13.5. Circunferéncia

Nesta secdo, iremos estudar a circunferéncia no plano cartesiano.

Vimos em geometria plana, que circunferéncia é o conjunto de todos os pontos
de um plano que estdo a uma mesma distdncia ndo nula de um ponto fixo,
denominado centro. Cada segmento de reta que une o centro da circunferéncia a
um de seus pontos é chamado raio(r).

P(z,y)

Assim, considerando uma circunferéncia de centro C(a, b) e raio r, temos, de

acordo com a férmula da distancia entre dois pontos, a seguinte equacdo reduzida:

(x—a)?+ (y—b)2 = r2.

Ao desenvolver essa equagdo encontramos a equacdo geral:

o222 a2 hyinaZeta b2 2 =10,

1° exemplo: Vamos calcular a equagdo reduzida e geral de uma circunferéncia
de raio 2 e centro (2,-3).
Solucéao:
r—a)® + =8 =7 =2E&-2D*+ —-(-)°=2°
[(x —2)2 + (¥ +3)? = 4|= (Equagcio reduzida).

Desenvolvendo, temos
x2—2x+4+y*+6y+9=4 =

|x2 +92 —2x+ 6y +9 = 0|:>(Equa<;§10 geral).

29 exemplo: Vamos calcular a equacdo reduzida e geral de uma circunferéncia
de raio 5 e centro na origem.

Solucao:
(x—a)> + (y—b)? =712 =2 (x—0)? + (y—0)? = 52
= (Equacao reduzida).
Como nio ha o que desenvolver, x* + y2 = 25 é também a equacdo geral.
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13.5.1. Reconhecimento de equaciao de circunferéncia

Nesta subsecdo, estudar-se-4 em quais situagles uma equagdo proposta
representa ou ndo a equagdo de uma circunferéncia.

Exemplo: Verifique qual(is) das equagdes abaixo representa a equagao de uma
circunferéncia.

a) 2x* + 2y*-4 =0
Solugao: Sim, trata-se da equac¢do de uma circunferéncia, pois dividindo ambos os
membros por 2, dispomos de: x* + y*- 2 = 0= x> + y*> = 2. Comparando-a com a
equacdo reduzida x? + y2 = r2, vemos que é uma circunferéncia de raio vZ e centro na
origem.
b) x> +3y> —x-y-1=0
Solugdo: Nio é equacio de uma circunferéncia, pois segundo a equacdo geral x2 +
y? —2ax —2by + a? + b?2 —r? =0, os termos x? e y2 precisam ter coeficientes iguais

(mesmo multiplicando ou dividindo por qualquer niimero). Ndo é o caso.

c) x> + ¥y’ +2xy+1lx-y-1 =20

Solucao: Nio, comparando-a com a equacdo geral, o termo xy nio existe.

d) 3x* +3y*+12x-6y+15 =0
Solugao:
Dividindo a equacéfio por 3, temos: x* +y*+4x-2y+5 = 0
Calculando o centro:
—2a=4=
—2h=-2=
Da equagcio geral x2 +y2 — 2ax — 2by + a? + b2 —r2 = 0, podemos extrair o valor
do raio comparando o nimero 5 com a expressio a? + b% — rZ, esses precisam ser iguais.
Assim:
a’?+ b2 —r2=5
Pondo os valores de a e b, dispomos de:
(—2)2+ 12 —r2=5=4+ 1—r?=5=[r=0]

Como o raio é zero, a equacdo nio representa uma circunferéncia.
e) 2x2+2y2—4x-6y—1 =0

Solugao:

Dividindo a equacéo por 2, temos: X% + y? — 2 x -3y —% = 0.

Calculando o centro,

~20 = -2 > [E==1)
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2b 3 b -
—2b=—-3=|b==|
2

1
A expressio a? + b? —r? da equacio geral precisa ser igual ao termo — 5 Logo

o
24+ b2 —rl=—=
a i >
Substituindo a e b, encontramos
3y 2 1 9 1 13 1 ig i
_12 (_)_2:__ 1 b e e L e P e M ol e, ek =
(—1)% + > 7 > = +4 g > = P '3 > = 7 2 > =

,_ —13+2 —11

1 emR
—sr= |— :
i 5 r ) em

Como néo existe raio, a equacido nio representa uma circunferéncia.

f) 4x?°+4y?—8x —60 =0
Solugdo: Dividindo a equacio por 4, temos: x2 +y?2 — 2 x — 15 = 0.

Calculando o centro,

—2a-—2[E=T
—2p-0-
Como a? + b? —r?2 = —15, substituindo a e b, encontramos

124+ 02—12=-15 = —12=-16 =21r2=16 = r=vV16= [r=4|

Trata-se de um circunferéncia de centro (1, 0) e raio 4.

13.5.2. Posicao relativa de ponto e circunferéncia

Ha trés casos a considerar:

O ponto é interno a circunferéncia

Um ponto P é interno a uma circunferéncia,
quando a distdncia desse ponto P ao centro C
dessa circunferéncia € menor que o raio r. E
claro, as coordenadas desse ponto ndo satisfaz a

equacgdo da circunferéncia.

O ponto é externo a circunferéncia

Um ponto P é externo a uma circunferéncia,
quando a distancia desse ponto P ao centro C da
circunferéncia €é maior que o raio r. As
coordenadas desse ponto também n&o satisfaz a
equacdo da circunferéncia.
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O ponto pertence a circunferéncia P

E imediato que um ponto P qualquer
pertencente a uma circunferéncia, satisfaz a sua
equacdo e, evidentemente, a distancia desse
ponto P ao centro C dessa circunferéncia tem o
mesmo valor do seu raio r.

Exemplo: Vamos verificar a posicdo relativa do ponto A(1,-1) em relacdo a

circunferéncia (x — 2)* + (y — 1)* = 4.

Solugdo: O centro da circunferéncia (2,1) e raio 2.

A distancia do centro ao ponto A é:

DA,C:\/(XA_ xg)°+ (va— y8)*

Dac= (2= D*+ (1- (1 . A\

Dy = '(1)2—{— (2)2 =+v1+ 4 1 Ao

Bupr=+5 =823

Como a distancia é maior que o raio, o ponto exterior a circunferéncia. Veja a figura.

29 exemplo: Verificar a posicao relativa do ponto A(2,-3) em relagao a
circunferéncia x>+ y* —8x + 6y + 21 = 0.
Solugdo: Comparando-a com a equacdo geral x? +y? —2ax — 2by +a? + b? —

r2 =0, temos

—2a=—8=.
—2b=6=[b==3]

Como a® + b? —r? = 21, substituindo a e b, encontramos:
424 (—3)2—12=21 = 16 +9—1r2 =21 =r2=25—21=[=2]
Duyc=+ (23— 2502+ (ya— ¥p)2 =
Dpc=+(4— 22+ (=3+3)> =/(2)?>+ 0)> =Dyc=V4 = Dy=2.

Como D, = r, o ponto pertence a circunferéncia. T

[

Veja a figura ao lado e observe que de fato o ponto
pertence a circunferéncia e satisfaz a sua equacao.
x*+y*—8x+6y+21=0
224+ (—3)*—8.2+6(—3)+21=0
4+9—-16—18+21=0=[0=0]

IS
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13.5.3. Posicao relativa de reta e circunferéncia

Nesta subsecgao,

secante, tangente ou exterior a uma circunferéncia. Veja os trés casos:

8

S

A reta é secante a circunferéncia

Nesse caso, a distdncia da reta s ao centro
C da circunferéncia é menor que o raio r. Existem
dois pontos de intersecdo que satisfazem a
ambas equagdes, da reta e da circunferéncia.

A reta é exterior a circunferéncia

Nesse caso, a distdncia da reta s ao centro
C da circunferéncia é maior que o raio r. Ndo
existem pontos de intersecdo que satisfazem a
ambas equacdes, da reta e da circunferéncia.

A reta é tangente a circunferéncia

Nesse caso, a distancia da reta s ao centro
C da circunferéncia é igual ao raio r. Existe um
unico ponto de intersegdo que satisfaz a ambas
equacgdes, da reta e da circunferéncia.

1° exemplo: Verifique a posicdo relativa entre a reta 8x + 6y + 6

circunferéncia (x —2)? + (y+2)? = 1.

Solucgao:

iremos verificar as condicionantes para que uma reta seja

=0e a

Solugdo 1: O centro da circunferéncia é (2, -2) e o raio é 1. A distancia do centro a reta

Dr,C -

16 —12+6

8.2+ 6.(— 2)+6 |_|
V64 + 36 V100

82+62

Como a distancia entre a reta e o centro é igual ao raio da circunferéncia, entdo a reta

é tangente a circunferéncia.

Solucgdo 2: Isolando uma das incdgnitas da reta.

8 6

8x +6y +6 =02y=——>x ——=|y= —5x —1|(D).

6 6

E substituindo na equacgdo da circunferéncia,
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|
—_
U

(x—22+ (v+2)> =1= (x—2)? + (——x —1+2)

Z—4x +4 +1—x2—8—x+1: 1=5 Ex —ﬂx +4 = 0>
9 3 2] 3
25 20 25 20
Tx —?x +4 =90 :(azT,bz—?,czft).

20 25 400 — 400
4= b2—4ac—(——)2—4T4 A:TS.
Como A = 0, temos apenas um ponto de interse¢do. Portanto, a reta é tangente a

circunferéncia.
Calculando o ponto de intersecdo: \ 1,2
20
_—bi -(-5)t0 =
i LI TS
2.a 25 O 15
o 1 9

Substituindo x = 1,2 em (1), obtemos
4 4
= —gl —1 3 e F =1 ly = —2,6|

Veja no grafico da figura ao lado que o ponto de
—2,6).

intersecdo é de fato (1,2;
=0 com a

2° exemplo: Calcule os pontos de intersegdo da reta x + y

circunferéncia x* + 4x+ y2+2y—4 = 0.
Solugao: Como devemos calcular as coordenadas dos pontos e ndo a posi¢do relativa

somente, devemos entdo substituir a equacio da reta na equacio da circunferéncia
Isolando uma variavel na equagdo da reta : (1)

Substituindo na equacdo da circunferéncia
X2+ 4x+ y2+2y—4 = 0= (—y)? + 4(—) + v?2+2y—4 =0

2y2 =2y —4 =0(+2) = [y’ —y—-2 =0 (a=1;b=-1ec=-2).

A=b*—4ac=(-1)>— 41.(-2)= 1+8= [4=9]
—1+3

—bdyBR —{—Ljky9 =148 ) ¥ =3
a a —1 —3

¥Y="7/3a 0 2 =

Para y = 2, encontramosem (1),que x = —2 = (-2, 2)

Para y = —1, encontramos x =1 = (1, -1).
Desta forma, a reta é secante e os pontos de intersecdo

sdo (-2,2) e (1,-1).
Veja o grafico da circunferéncia e da reta, com os

pontos de intersecdo na figura ao lado.
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3° exemplo: Verifique a posigao relativa entre a reta x + y — 1 =0 e a
circunferéncia x*> + y2+4y+2 = 0.
Solugao:
Solugdo 1: Comparando x? + y2 + 4y +2 = 0 com a equagio geral x? + y? — 2ax —
2by + a* + b%? —r? =0, vemos que
—2a=0=[a=0]
—2b=4=[b=—2]
Como a? + b? — r? = 2, substituindo a e b, obtemos
02+ 22—1r?2=2=4—71%2=2 :«7”2=4—2:«m.
8 (—2 =4 -3 3.42 3.2
T dEee | |ﬁ| T

Como a distancia da reta ao centro da circunferéncia é maior que o raio, entao a reta

Dy =

»

é externa a circunferéncia.
Solucdo 2: Isolando uma das incégnitas da reta
x+y—1=0=[x=1—y] (.
Substituindo na equagéo da circunferéncia x> + y? +4y +2 = 0, obtemos
(L—y)Y+ y2+4yp+2 = 0=
1—2y + Y2 + y?2+4y+2 = 0>
2y? +2y+3 =0=(a=2,b=2,c=13).
A=b2—4ac=22— 423=4-24 =

Como 4 < 0, ndo existe solugcao e consequentemente,

nao existe ponto de intersecdo. Assim, a reta é exterior a

circunferéncia. Veja o grafico.

13.5.4. PosiGgao relativa entre duas circunferéncias

Considerando duas circunferéncias de centros (, e (,, raios 1, e r,
respectivamente, e sendo d a distdncia entre seus centros, temos os seguintes casos

possiveis:

Circunferéncias secantes

Ha dois pontos em comum que satisfazem as
duas equacgdes das circunferéncias. Neste caso, a
distancia d entre os centros de cada
circunferéncia esta dentro do intervalo:|r; — ry| <
d<ry + 15.
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Circunferéncias tangentes externas

H& um unico ponto em comum (que satisfaz
as duas equacgdes das circunferéncias) e d=nr, +

7.

Circunferéncias tangentes internas

Hé um Uunico ponto em comum (que satisfaz as duas
equacbes das circunferéncias) e d = |r; — 75|.

Circunferéncias sem ponto comum internas

N3o ha ponto em comum e d < |r; — ry].

Circunferéncias sem ponto comum externas

N&o ha ponto em comum e d>»n + n.

Circunferéncias concéntricas

0 Possui mesmo centro (ou centro coincidentes) e, por

consequéncia, d =0.

Exemplo: Verifique a posigdo relativa entre as circunferéncias (x — 1)? + (y —
2)2 =5ex?+ y?— 2y—8 = 0.

Solugdo:

Dados da primeira circunferéncia: C; = (1,2) e r; = V5.

Dados da segunda circunferéncia:
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—2a=0=[a=0]
—2b=-2=[b=1]

Como a? + b? —1r?2 = —

8, substituindo a e b, encontramos

02+ 12—12=-8=1—1>=-8 = 1r?2=8+1=r=V9 =[r=3]
Assim, C; = (0,1) e 1+, =3.

Agora, vamos calcular a distincia d entre os centros e comparar com a soma e
diferenca dos raios.

d=\/(1— M2+ (2+1)2 = +V1+9 = V10 = 3,16.
Iy — 12l =|V5 — 3| =|¥5 — 3| =0,76.
r1 + 1, =V5 + 3 =5,23.
Como 0,76 < d < 5,23, as retas s3o secantes e possuem dois pontos em comum.

Para encontrar esse pontos em comum, devemos montar um sistema de equag¢des

com as equagbdes das duas circunferéncias. Para isso, vamos desenvolver a primeira
equacao

(x—1)2+(@y —2)?=5= x?+y2—2x—4y+1+4—-5=0 =

|x2+y2—2x—4y=0|.

2 +9° —Bx —dy =0 {1 g W e i
O sistema: J; yz X =) ()equivalea:{ x? —y? 4+ 2x + 4y
2+ y2—2y—8=0 (2)

24+ y2—2y—8=0
{—/—f+2x+4y=0
P+ - 2y—-8 =0 +

2x+2y —8=0 = |x+y — 4 =0]|(3).

Em seguida, devemos isolar uma incégnita em (3): x = —y + 4, e substituir em uma

das equagdes do sistema. Substituindo em (2), encontramos

¥ + y?— 2y—8 =

0= (—y +4)2 +y*—2y—8 =0 =

y2—8y+16 + y? — 2y—8 =0 = 2y*— 10y +8 = 0 :>|y2— 59+4 =0

y2—5y+4+4 =0 =(a=1,b=-5,c=4).

A=b%—4dac=(—5)% — 414 =25 — 16 = [A = —20]

, 5+3
_ —b+VA—(-5)*£V9 —5+3 ¥ =, =4
="k 2.1 =" = O T
= = )
2 3
Substituindo em (3) e inicialmente para y = 4: 2
x=—y +4 =2x=—4+4 = [x=0] =(0,4). :
Paray=1=>x=—-—y + 4 =

x=-1+4 =[x=3]= (31).

Veja os pontos de intersecdo na figura.
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2° exemplo: Calcule o(s) ponto(s) de intersecdo das circunferéncias x> + y2 +
2y—3 =0ex® + y2— 6y—27 = 0.
Solugédo:
_ &y ¥ Jp=38= 0 {I)
O sist ;
e {xz + g By —27 =0 (2
. . =
Mudando todos os sinais da primeira equacéo : {xz ’; yzy— 6}213’_4'23 :OO
{—;ey—/yz—2y+3 =0
4y 6y—27=0

-8y — 24=0 :>y=i—§ = [y =—3] (3.

Podemos substituir em qualquer das equagdes. Substituindo na equacio (1),

gt 2p—8 = 0= 8 +{(BFE+2(-3) -8 =0 = |x=0]

Existe portanto, um unico ponto de intersecdo (0, —3) e, desse modo, as
circunferéncias séo tangentes. O que ndo sabemos é se sdo tangentes externas ou internas.
Vamos aos calculos.

Dados da circunferéncia (1):

—2a=0=[a=20]
—2b=2=b=-—1]
Como a? + b? —r? = —3, substituindo a e b, temos
02+ (—1)2—r2=-3=>1-r2=-3 = r2=3+1=3r=+V4 =[r=2]
Logo: C; = (0,—1) e ry = 2.
Dados da circunferéncia (2):
—2a=0=[a=10]
—2b=—-6=[b=238|
Como a? + b? —r? = —27, substituindo a e b, dispomos de
02+ 32—1r2=-2729-1r2=-27 =2 12=27+9=>r=+36 =>[r=6]
Dessa forma: €, = (0,3) e r» = 6.
Por fim, vamos calcular a distancia d entre os centros e comparar com a soma ou

subtracdo dos raios.

d=\/(0— 02+ (—1—-3)% =16 = 4.

lry — 2l=12 — 6|=|—4]|= 4

Como d = |r; — 13|, as circunferéncias sao tangentes

N W hs VO N G

internas.

Essa informacdo é confirmada pelo grafico dessas XT3 A1y s34 ¢
circunferéncias na figura ao lado. 2 |c

0,-3)

-4
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EXERCICIOS 13.9

1) Calcular a equagao reduzida e geral da circunferéncia de raio 4 e centro (1,-
3).

2) Calcular a equacgdo reduzida e geral das circunferéncias a seguir.
a) L b)

3) Determine as coordenadas do centro e a medida do raio das circunferéncias
abaixo:

a) (x—4)% + (y+11)% = 64
b)x? + y> — 4x +4y —1 =0
c)x? + y*+2x —15 =0

d)2x* + 2y*+8x +8y —34 =0

4) Qual a equacado reduzida e geral da circunferéncia de centro (3,-3) que
passa por (3,0)?

5)Verifique qual(is) das equagbes abaixo representa uma circunferéncia:
a)x? + y*=4
b) 2x% + 2y2+7x +11y —31=0
c) x* + y*—14x +11yx =0
d)x?+ y2+x +y +4=0

6)Verifique a posigdo relativa dos respectivos pontos e respectivas
circunferéncias, de cada item.

a) A(2,2)ex® + y* =4
b) B(0,—4)ex? + y2—9=0
) C(3,—Dex?+ y>?—2x+4y—3=0

) DG Dex? + y*—x—y—1=0

7) Verifique a posicdo relativa entre as respectivas retas e circunferéncias de
cada item.
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a)x =lex? +y2—x—4y+3 =0

b)12x + 5y — 9 = 0ex®* + y>+4x—8y+19 = 0
) 2x +y — 10 = 0ex? + y2—6x—16y+64 = 0
d)—x+y+1=0ex* +y2—3x—22y+69 =0
e)x + vy —8=0ex?>+y?—4x—4y =0

8) Calcule os pontos de intersegdo da reta —x +y — 8= 0 com a
circunferéncia x? + y? +4x—8y+ 16 = 0.

9)Calcule os pontos de intersecdo da reta x + ¥ —+/2 = 0 com a circunferéncia

X2+ y* = 1.

10) Verifique a posigdo relativa entre as duas circunferéncias de cada item e
calcule o(s) ponto(s) de intersegao se forem tangentes ou secantes.
a)(x—2+(y —1D*=5e(x—1) >+ —1D>*=2
D) (x—2)2 +(y + 32 =13e(x+3)* +(y — 1D2 =5
Ax?+(y — 7N =20e(x+7)*+(y — 12 = 13
d)(x—D2 +(y — N2 =16e(x—4)? +(y — 10)2 = 25
e)x? + y?2—6x+10y—15 = 0e (x+2)2 +(y — 7)? = 36

13.6. Conicas

As cOnicas sdo curvas obtidas a partir da secgdao de um cone por um plano. Sao
elas: a elipse, a parabola e a hipérbole.

A elipse corresponde a secgao de um cone por um plano ndo paralelo a geratriz
e ndo paralelo ao eixo desse cone. Um caso particular ocorre quando essa secgdo é
feita por um plano horizontal, assim, a elipse torna-se um circulo.

A parabola corresponde a seccao de um cone por um plano paralelo a geratriz
de um cone. Enquanto, a hipérbole corresponde a seccao de um cone por um plano
paralelo ao seus eixos.

As secgOes correspondes as curvas, estdo representadas, respectivamente, na
figura a seguir.

Parabola Circulo Elipse Hipérbole
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13.6.1. Elipse

Uma curva eliptica pode ser tragada em uma folha de papel. Para isso, fixe as
extremidades de um pedago de barbante de tamanho adequado ao papel e maior
que a distancia entre os dois pontos F; e F, que estdo na figura. Em seguida,
posicione a caneta mantendo o barbante esticado e tracejando em torno dos pontos

F, e F,. A curva descrita sera uma elipse (conforme figura 13.6.1.1).

Figura 13.6.1.1

Para entender as propriedades e conhecer os elementos dessa curva, iremos
estuda-la em um plano cartesiano, que, a priori, terd seu centro coincidindo com a
origem.

Elementos (conforme figura 13.6.1.2):

Focos: F; e F,; origem: O; eixo maior:AA’ = 2a; eixo menor:BB’ = 2b e

distancia focal: I, F, = 2c¢.

5

Sy

B Lt itttk

2c

-k - - -

1

i

I !
bt BT

2a

Figura 13.6.1.2

Vamos mostrar que, em uma elipse, a soma das distdncias de qualquer ponto

a cada um dos seus focos é constante e igual a 2a.
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Quando o ponto P estd sobre A’, temos que: 2¢ + 2F,A’ = PF; + PF,.
Quando o ponto P estd sobre A: 2¢c + 2F,A = PF; + PF,.
Entdo, F,A = F,A.

Porém, c + F;A = a, consequentemente, 2c¢ + 2F,A’ = 2a, isto é

[PF, + PF, = 2a|

Ha uma relacdo entre a, b e ¢, que pode ser demonstrada quando o ponto P
esta sobre B’ (ver figura 13.6.1.3). O tridngulo destacado é retdngulo, entdo vale
o teorema de Pitagoras

g2a—shietycZ

<

=
o

tmp e - g
e S S L
L ———
1
H
1
1

Figura 13.6.1.3

Algumas elipses podem ser mais achatadas, enquanto outras mais préximas
de uma circunferéncia. Um numero que mede essa caracteristica, chama-se

excentricidade e (O< e <1) e é dado por

c
e =—

Quando a excentricidade se aproxima de zero, a elipse fica mais arredondada,
se aproximando de uma circunferéncia.

0000
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Equacdo da Elipse: Observe na figura 13.6.1.3 que F; = (—c,0), F, = (c,0)

e o ponto P = (x,y). Ao aplicar a definigdo caracteristica de uma elipse PF; + PF, =
2a e a férmula da distancia entre dois pontos, obtemos

P—F1+P—F2=2a
Joa+)2+y2+/(x—0)2+y2=2a = J(x+)2+y2=2a—+/(x—c)2 +y2
x+?+y?=(2a—JG-Z+57) =
(x+ ) +y2 =4a® —4a/(x — )2 +¥y2 + (x — ©)? + 2

x%+2xc+c? +y? =4a® — 4a\/(x — )2 + y% +x* — 2xc + P+ y?

2xc = 4a? —4a+/(x — )2 + y2 — 2xc = 4a? — 4xc = 4a+/(x — c)2 + y2
a? —xc
a2—xc=a\/(x—c)2+y2:T=1/(x—c)2+y2

a? —xc\’
(—) =(x—c)?+y?= a* —2a?xc + x*c? = a®x? — 2a’xc + a*c? + a’y*?
a

a* + x%c?* = a’x? + a®c®* + a?y? = (a®? —c?®) a? = x2.(a? — c?) + a?’c? + a*y?
b? b?
a?b? = b2x? + a®c? + a?y? = a?b? — a®c? = b2x? + a?y?

a? (a? — c?) = b?x? + a’y? = a?b? = b?x? + a?y? = dividindo por a*b?
b2

a2b2 b2x2 aZyZ x2 2

b2 a2b? T azpz e +b_2:1

y
Se o eixo maior estiver sobre o eixo y, conforme
figura 13.6.1.4, de forma analoga demonstra-se que:
2 2
y X"
e %

Figura 13.6.1.4

Caso o centro da elipse nao seja a origem, basta fazer uma translagao da

equagdo para o centro desejado. Supondo que o centro seja (x,,V¥,), as equacgdes
ficam assim:

¢ Se o0 eixo maior for paralelo ao eixo das abscissas (figura 13.6.1.5):

T T T I
= R ]
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¢ Se o eixo maior for paralelo ao eixo das ordenadas (figura 13.6.1.6):

v —yo)?

(x—x0)? _

a?

b2 —_

Yo f----

Zo

Area de uma Elipse: Utilizamos a féormula a seguir para o cdlculo de area de

uma elipse.

Uma circunferéncia, conforme ja mencionado, € um caso particular de uma

Figura 13.6.1.5

A

= tab

Figura 13.6.1.6

A demonstracao dessa férmula esta
no volume 4 dessa colegao.

1 5 s T C z
elipse. Ela equivale a uma elipse de excentricidade e = o nula, ou seja, no caso em

que ¢ = 0. Para comprovacdao desse fato, observe que quando ¢ = 0, implica em

a’? =b%?+c? e em a=b =1 (raio). Assim, todas as formulas referentes a elipse

tornam-se iguais as formulas de uma circunferéncia. Veja:
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yZ

a?

X

+b2

2

yZ x2

=l=a=b=r == +—==1=
r r

Fr=r]

Al = o e e 5 [ =)

Agora, vamos as aplicagdes.

Exemplo: Calcule a equacao da elipse da figura e as coordenadas dos focos.

Solugdo:

Os pardmetrossdo:a =3 e b = 2.

A equacdo é:

®
N

a?

E os focos sdo:

N

y
b2=1=>

X2 2
X2 v
9 4

32=224c2=9=4+c?=c?=5=[c=5|

Fy

(—V/5,0), F, = (+/5,0).




GEOMETRIA ANALITICA PLANA

2° exemplo: Calcule a equacdo da elipse da figura e a excentricidade.

Solugao:
Os parametros sdo: c =6 e a = 10.
Calculando b:
a® = b* + c? = 10% = b* + 67
100 = b?+36 = b*>=100-136
b?=64=b?>=vV64 =[b=8]

Como o eixo maior é paralelo ao eixo y, a

equacao é:
2 2 2 2 2 2
¥ X ¥ X y X
—_—t el o=t —==1>|— _—
a®  b? 10 8% 100 64
o c 6 —
Quanto a excentricidade, temos: e = = =>e= 10 = .

3° exemplo: Calcule a equacdo, a excentricidade, as coordenadas do foco e

area da elipse da figura.
Solugao:

Os parametros siao

a=3-1=[a=2]
b=3-2=[b=1]

Calculando ¢,
a?=b?+c? 222=12+¢* >

4=c?+1 = F=4—1=

=35 =¥

Como a abscissa do centro da elipse é 3, os focos sdo

F, =(3-+v3,2)eF,=(3++3,2)

A excentricidade é

(4]

V3
e=_=e=—=[c=080]

Uma vez que o eixo maior é paralelo ao eixo x e o centro ndo é a origem (3, 2), temos

(x _5'50)2

a2

(y—y0)? g
bz

22 12

A 4rea dessa elipse é dada por

L @=32 -27_

e

r—2)" _

1=
4

il

i1

A =wab=u.21 =[A = 2x w.al
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[ EXERCICIOS 13.10 |

1)Uma elipse tem eixo maior medindo 26 cm e eixo menor medido 10cm.
Calcule a distancia focal e a excentricidade dessa elipse.

2)Uma elipse centrada na origem, possui eixo maior de 29cm que esta sobre
0 eixo y e eixo menor de 20cm. Calcule a excentricidade, as coordenadas do foco e

a equacgao dessa elipse.

3)Calcule a equacgao das elipses abaixo, sabendo que os pontos em destaque
sdo os focos.
a) b) 6

-1 0 1 2 3 4 5 6 t ®
e 2 a1 o0 1 2 3 4 5 6
3 5
c) 2 d) 4
* 3
-7 1 2
{ { 2

4)Calcule as coordenadas dos focos e area da elipse a seguir.

14

12

10

-2 0 2 a4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
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5)Uma elipse possui excentricidade de 0,6 e eixo menor medindo 16 cm.
Calcule o tamanho do eixo maior e a distancia focal.

6)(UFV - MG) Um satélite descreve uma O&rbita eliptica em torno da Terra.

Considerando a Terra como um ponto na origem do sistema de coordenadas, a
equacdo da 6rbita do satélite é dada por 9x2 + 25y2 — 288x — 1296 = 0, onde x e
y sdo medidos em milhares de quildmetros. Nessas condigbes, é correto afirmar
que:

a) a menor distancia do satélite a Terra é 16000 km.

b) a distadncia do ponto (16, 12) da dérbita do satélite a Terra é 28000 km.

c) a maior distancia do satélite a Terra € 36000 km.

d) a 6rbita do satélite passa pelo ponto de coordenadas (0, 36).

e) a excentricidade da 6rbita do satélite é 3/4.

7)(UERJ) O logotipo de uma empresa é formado por duas circunferéncias
concéntricas tangentes a uma elipse, como mostra a figura abaixo. A elipse tem
excentricidade 0,6 e seu eixo menor mede 8 unidades. A area da regido por ela
limitada é dada por a -b-w, em que a e b sdo as medidas dos seus semieixos. Calcule
a area da regido definida pela cor cinza.

8)(UEL-PR) Em uma praca dispde-se de uma regido retangular de 20m de
comprimento por 16m de largura para construir um jardim. A exemplo de outros
canteiros, este devera ter a forma eliptica e estar inscrito nessa regido retangular.
Para agua-lo, serdo colocados dois aspersores nos pontos que correspondem aos
focos da elipse. Qual serd a disténcia entre os aspersores?
a)dm b)6m ¢c)8m d)10m e) 12m

9)(ENEM) Uma elipse é uma segdo plana de um cilindro circular reto, em que
o plano que intersecta o cilindro é obliquo ao eixo do cilindro (Figura 1). E possivel
construir um sdélido de nome elipsoide que, quando seccionado por trés planos
perpendiculares entre si, mostram elipses de diferentes semieixos a, b e ¢, como

na Figura 2. O volume de um elipsoide de semieixos a, b e ¢ é dado por V=4/3nabc.
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elipse

Figura 1 Figura 2

ah
N

Considere que um agricultor produz melancias, cujo formato é
aproximadamente um elipsoide, e ele deseja embalar e exportar suas melancias em
caixas na forma de um paralelepipedo retangulo. Para melhor acondiciona-las, o
agricultor preenchera o espago vazio da caixa com material amortecedor de
impactos (palha de arroz/serragem/bolinhas de isopor). Suponha que sejam a, b e
c, em cm, as medidas dos semieixos do elipsoide que modela as melancias, e que
sejam 2a, 2b e 2c¢, respectivamente, as medidas das arestas da caixa. Nessas
condigbes, qual é o volume de material amortecedor necessario em cada caixa?

a)V = 8abc cm3

b)Vz%abc cm3
AV = abc(8+4?n ) cm3
d)V =abc (8 — 4?“ ) cm3

e)V =abc (4?” — 8) cm=

10) Em meio & uma fazenda retangular de medidas 400m por 600m, existe
um lago em forma de elipse, conforme a figura, cujos eixo maior e menor sdo 60m
e 30m. Por questdes técnicas, um agricultor pretender plantar um certo cultivo na
area nao alagada, para isso ele tem disponivel (considere m = 3,1):

a) 20 ha

b) 180000m?=
c) 24,4 ha

d) 240000m=
e) 234.420m?

400m

600m
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13.6.2. Hipérbole

Hipérbole é uma curva plana formada por todos os pontos tais que, o mdédulo
da diferenca de suas distdncias a dois pontos fixos dados (F; e F,) é constante e
igual a 2a (figura 13.6.2.1 e figura 13.6.2.2).

|PF, — PF, = 2al

P(.’I:,y) Fl

F,

Figura 13.6.2.1 Figura 13.6.2.2
Quanto aos elementos, de acordo com a figura 13.6.2.2, temos:
e Focos: F; e F,
e Origem: O
« Eixo real:AA’ = 2a
2b

e Distancia focal:F, F, = 2¢

e Eixo imaginario:BB’

Como os eixos real e imagindrio sdo perpendiculares, vale o teorema de
Pitdgoras, conforme a figura 13.6.2.2.

Gaa—paZeinhZ

A hipérbole possui um parametro denominado de abertura das assintotas ou
abertura da hipérbole. Essa abertura estad representada pelo angulo 6 na figura
13.6.2.3.

A excentricidade também é dado por e (O< e <1):

c
e =—
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Como ¢ > a, a excentricidade da hipérbole é um nimero maior do que 1.
Quando a=b dizemos que a hipérbole é equilatera, nesse caso, a
excentricidade é igual a /2 (verifique!).

Figura 13.6.2.3

Equacdo da hipérbole: De forma andloga a que se demonstrou para a
equacdo da elipse, podemos demonstrar a equacdo hipérbole (a cargo do leitor).

2 2
x
Se os focos tiverem sobre o eixo x (figura 13.6.2.4): e ;’—2= 1
a
2 xZ
Se os focos tiverem sobre o eixo y (figura 13.6.2.5): y_z_ — = 1
a b
A
P(x,y) F;
F1 F2
P(z,y) P
Figura 13.6.2.4 Figura 13.6.2.5

Caso o centro (xg,y,) da hipérbole ndo for a origem, basta fazer uma
translagcao da equacao para o centro desejado, conforme a seguir.
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GEOMETRIA ANALITICA PLANA

— Se a reta que contém os focos for paralelo ao eixo das abscissas, temos

(x—x0)® (—yo)? _

s

a?

— Se a reta que contém os focos for paralelo ao eixo das ordenadas, temos

r—vo)? (x—x0)* _

= B2 =_1.

Exemplo: Uma hipérbole centrada na origem, tem eixo real sobre o eixo x
medindo 24cm e eixo imaginario medindo 8cm. Escreva a equacdo dessa hipérbole

e determine as coordenadas do foco.

Solucgao:

Os parametros sdo 2a = 24 = e2b=8 = .
22 2 22 2
122 42 144 16

P=ad?+b¥=3c?=12% +42 =¢? =144 4+16=5 ¢ =160 = |¢ =410 |

F; = (—4V10,0) e F, = (4V10,0).

2° exemplo: Calcular a excentricidade e a equacdo da hipérbole abaixo.

Solucgao:
A distancia focal: 2c =3 = ¢ = 3/2. 5
Eixoreal: 2a =1 =a =1/2. F, o 4/
c 3/2 \_’,/3
—_———_——> = 3l
a 12 €
3 = i - /'\2
C2_a2+b2:(i) =(§> +b2 = F2. 1\
9 1
b2=Z——=> =4/2] 5 -4 3 2 H o 1

Pela figura, o centro da hipérbole é C(-2, 5/2) e assim,

i
O-y?_G@—x?_ _ (¥=3) @+2?

=1
a2 b2 (%)2 (\/5)2 =
(y—5/2)> (x+2)?
T = I
4
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[ EXERCICIOS 13.11 I

1)Uma hipérbole centrada na origem, tem eixo real sobre o eixo x medindo
24cm e eixo imaginario medindo 10cm. Escreva a equagdo dessa hipérbole e

determine as coordenadas do foco.

2)Uma hipérbole centrada na origem, tem eixo real sobre o eixo y medindo
30cm e eixo imaginario medindo 16cm. Escreva a equacdo dessa hipérbole e

determine as coordenadas do foco.

3)Calcule a distancia focal, a excentricidade e a equagdo de uma hipérbole

equilatera cujos focos estdo sobre os pontos (0, 6) e (0, —-6).

4)Calcule a equacgdo das seguintes hipérboles:

a) i 7l b)
EEREE
™ T
,}737 7‘—37 B —— ——— & F2
2 5 4 3 -2 1 3 4 5 6
,}7177%77
(s _3 1 1 T2—3 4§
i |
g T
,‘7‘7—‘—72 7F177‘
=3
c) : d) 6 | i
: N ‘LF/
° 5 ° L & 37177
Fl FZ i i i
i ‘ ‘
3 3 i
3 1 ‘
2 f i
2 : I
4 T Y E T
/5 4 3 2 1 2 3 4 5\ o oz :T' jERSEAGSEEL ]
-1 -1 | i
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13.6.3. Parabola

Parabola é uma curva formada por todos os pontos do plano cuja distancia a
um ponto fixo F (Foco) é igual a distancia a uma reta dada d denominada diretriz
(ver figura 13.6.3.1). Entdo :FP = PP’.

Elementos (acompanhe pela figura 13.6.3.1): Foco: F, origem: V, vértice: V,

reta diretriz: d, eixo de simetria: VF e parametro: p.

Eizo de simetria /

P(z,y)
P(z,y) F

Figura 13.6.3.1 Figura 13.6.3.2

Qualquer ponto sobre a parabola esta situada a mesma distancia do foco a
diretriz (ver figura 13.6.3.2).
De acordo com essa definicdo, vamos encontrar a equacdo da parabola cujo

centro é o vértice. Se o vértice coincide com a origem, entdo o foco & F(O,E) e

P’(x,—%), substituindo na definicdo FP = PP/, temos

Jo—0r+o-B2= [a-n2+ o +De

p? p?
x2+y?—py+o= [y +py+

p? pe
x*+y*—py + - =y*+py+=x*—py = +py.

Essa é a equacdo da parabola com origem no vértice e concavidade para cima.
De forma equivalente, demonstra-se a equagdao com a concavidade para baixo:

1
e
DA
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Em ambos os casos, a equacado da reta diretriz é dada por:

P
Spe =10
Y 2
Ver figuras 13.6.3.3 e 13.6.3.4.
Y
P d
|4 T P(z,y)
P(ay) F(0,-5)
P!
Figura 13.6.3.3 Figura 13.6.3.4

Caso a concavidade seja para a direita (figura 13.6.3.5), basta utilizar a
equagdo com concavidade para cima e trocar y por x na equacdo da pardbola e na
equacdo da diretriz:

1

x= Eyz < equacdo da parabola.
P 5 ’ ;

x + 7= 0| < equacao da diretriz.

Caso a concavidade seja para a esquerda (figura 13.6.3.6), basta utilizar a
equagdo com concavidade para baixo e trocar y por x na equacgdo da parabola e na
equacado da diretriz:

1
x = _Eyz < equacio da parbola
p = : :
x — E = 0| & equacao da diretriz
d 4 i
P
F(3,0) S T
T @
P’ P(z,y)
P(z,y) H P
Figura 13.6.3.5 Figura 13.6.3.6
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Caso o vértice ndo seja origem e sim um ponto (x,,¥yy) com x5 # 0 e y, # 0,
basta fazer a translagao para esse ponto e em todas as equagdes anteriores, ou
seja, substituir x por (x —xy) e y por (y—yo).

Veja como fica, por exemplo, a equacdo de uma parabola com concavidade
para cima, cujo vértice estd sobre o ponto (xg,Vo):

Y

1
y—yo=z(x—xo)2 \

Yo,

Ver figura 13.6.3.7.

Figura 13.6.3.7

13.6.4. A parabola e a fungcdo quadratica

Vimos na unidade 7 que o grafico de uma funcdo quadratica é uma parabola.
Vamos a demonstracgdo.

Comparando a férmula de uma parabola y—yo=%(x—xo)2 com forma

candnica y = a(x — x,)? + vy, de uma funcdo quadratica y = ax® + bx + ¢, vemos

que a funcdo quadratica € uma parabola de:

Parmetro: a = —— = =
¢ Pardmetro: a = 5 P=5l

1 A —A—1
oDiretriz:y—yv—|—%:0 =>Y=—§+yu:>y——m+ ~A Ly ==

Quanto ao foco, basta ver que a abcissa do foco € a mesma abscissa do vértice,

5 s el .. _ A p _ —A+1
logo: x = 5a° E a ordenada do foco é y = 4a+2 > y= Ta Logo,
] b —A+1
¢ Foco: F(—E,T)
Vimos também na secdo 7.2 - volume 1, sobre funcdo quadratica, a

propriedade receptora e refletora da parabola e suas aplicagdes. Para demonstrar
essa propriedade, é suficiente provar que na figura 13.6.4.1, os angulos a e 3 sdo

congruentes. Para isso, vamos mostrar apenas que as retas t e f sdo
perpendiculares, isto €, que my.m; = —1. Pois, como o triangulo da figura é

isdsceles, os angulos a e B passam a ser complementares de ¢.
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Yy '
-\ (-A+1) o
F , |
(2a 4a ) | reta t
\ L
xr
TTTTTTTTTTTTTTTT AT
reta f T,

Figura 13.6.4.1

Denotando y = m.x + k como a equagdo da reta t tangente a parabola y =

ax?+ bx + ¢, temos no ponto de encontro das duas funcdes a mesma ordenada.

Assim:

ax’?*+bx+c= mx+k = a’*+x(b—-m)+(c—k)=0
Esse ponto, segundo a figura 13.6.4.1, possui abscissa d. Logo
ad?+d(b—m) +(c—k)=0]| (1.
O ponto de encontro deve ser Unico, uma vez que a retat é tangente a

parabola, e nessa configuracdo, o discriminante A da equacdo (1) deve ser nulo.

Nesse contexto:

A=0b-m)?—4a(c—k)=0 =|(b—m)?>=4.a.(c—k)| (2.
Isolando (b —m,) em (1) e substituido em (2), temos

e — 2 A _ 2\ 2
(b —m,) k) —ad = A gle—E)— (M)
d d
(c—Kk)?2+2.(c — k).ad?® + a®d*
d2
(c—k)?+2.(c—k).ad?+ a?d* = 4.a.d*(c — k)

(c—k)?—2.(c—k).ad® +a*? =0 = ((c—k) —ad?)* =0= 3).

Substituindo (3) em (1), encontramos
ad? + d(b —m,) + (c — k) = 0 = ad?® + d(b — m,) + ad?

=4.a.(c—k)

d=0
d@ad+b—my=0={5-0 .
10 caso: Sed =0 implicaem (1) que c =k e ¢c =k implica em (2) que .

20 caso: Se 2ad + b —m, = 0 implica em [m, = 2ad + b|.

Observe que o 1° caso, € um caso particular do 2° caso: d = 0 = m, = b.

Diante disso, concluimos que o coeficiente angular m, da reta y = m,x + k,

tangente a parabola y = ax® + bx + ¢ no ponto de abscissa d, é:

m, =2ad + b
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Por outro lado, podemos calcular o coeficiente angular my da reta f, a partir

dos pontos F e D, conforme a figura 13.6.4.1. Da seguinte forma:

—A + 1 ( 2 L .
4 da - -
= = = =—|(6).
my = oy (Zad+b) 2ad+5 ™ " zad+b|®
2a
Isso posto, provamos que my.m; = —1, que as retas £ e f s&do perpendiculares

e que a propriedade receptora ou refletora acontece em parabolas.

Exemplo: Escreva a equagdo da parabola com vértice na origem e foco em
F(0,—3).
Solugao: Precisamos apenas encontrar o pardmetro da parabola. Como a metade da

medida do parametro é igual a distancia do vértice ao foco, temos

»
L-a-f=H)

Como o vértice esta na origem e o foco esta abaixo, a parabola possui concavidade

para baixo. Assim:

1 1 1
= —— = py=— = = —
F="g," "= "ggm> P _1i-

2% exemplo: Calcule a equagdo de uma parabola com vértice na origem, cuja

reta diretriz é x = —4 .
Solugao: Como o vértice estd na origem e a
diretriz no lado esquerdo do vértice, a parabola tem

concavidade para a direita. O valor do pardmetrop é 8 e

NS
<

o foco é F(4, 0). Ver figura. A

Assim, a equacéao é

9 1, T
= — = x =— = = — 2|
- T ¥

39 exemplo: Calcule a equacgdo da parabola representada abaixo.

Solugao: Precisamos apenas do parametro. Pela

figura, visivelmente mede 2. Como a concavidade esta

para a esquerda e o vértice é V(-2, 2), a equacao é
1 2
x—on—E(y_yo) E

1
x—=(=2)=—550—-2)*

1
x+2=—Z(y—2)2- _4/;, 2 ] ) 1
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4° exemplo: Calcule as coordenadas do foco, do vértice e a equacdo da reta
diretriz da pardbola y = x? — 6x + 5.
Solugao: O vértice da paradbola nio estd na origem, precisamos completar
quadrados para identifica-lo.
y+9=x?—6x+5+9 = y+9=(x—3)2+5=>y+9—-5=_(x—3)2
y+4=(x—3)2

Comparando com

" i
¥ —Yo=5=(x—x0)%

2p

O vértice é: V (x4, Vo) =[V(3,—4)|. O parimetro é

1 " 1

—=1= = —|

2p i
0 foco: F(x0,7, +8) = F(3,—4+3) = |F(3,=2)|

- : ; 2] i 1.7

E a equacdo da diretriz: y + y, +E=O=>y_4_Z=O=> ¥=——

5° exemplo: Calcule a equagio da reta tangente a pardbola y = x2 —4x + 3 no
ponto cuja abscissa é 4.
Solugao: Como a reta tangente pertence a parabola, o ponto em questio possui as

seguintes coordenadas:
y=x2—4x+3 => y=4>"—-44+43 = y=3 =|[(4,3)]
Conforme vimos no inicio dessa subsecdo, o coeficiente angular da reta tangente a
parabola no ponto de abcissa d, é dado por: m, = 2ad + b. Assim,
m,=2ad+b > m, =214—4 =
m,=8—4 = .
Como o ponto (4, 3) também pertence a reta, temos a seguinte equacdo de reta
y=m,x+n = 3=44+4+n = n=-—13
[y=4x—13|ou|y—4x+13=0].

Veja no grafico ao lado, que de fato a reta é 6

tangente a parabola no ponto (4, 3).
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[ EXERCICIOS 13.12 I

1) Escreva a equacgdo da parabola com vértice na origem e foco em F(0, 2).

2) Escreva a equacgao da parabola com vértice na origem e foco em F(0,—1).

3) Calcule a equacgdo da pardabola com vértice na origem, cuja reta diretriz é

x=2.

4)Calcule a equagdo de um parabola com vértice na origem, cuja reta diretriz
éx=—6.

5)Calcule a equagdo das parabolas representadas abaixo:

7
a) 3 b) L]
! diretriz
2
F R4S Y} RARST SR JnERINARY NRL [IRAT JARA AR jaC JORK )
1 { ] -1
2
TRRrH KRRua RARE JRRNE Jamat Juuut JRual IRARK! F
diretriz s o
-1
-4
-2 /
C) | 5 diretriz | d ) 3 diretriz
2 | = /i
—————————— L,” N5 EEEmE e S m——— 3 ‘
| EES1 2 1
| = | F
F | !
ol X 1 L 3
; -1 O 2 a 5 7
a3 2 Jdifo 3 4 \
| -1 (SESE | ESSES Sk, QESSER
| | -
/1 B = i
ERPS EsszEEss) -4 }
-5 |

6) Calcule a equacdo da reta tangente a parabola y = 2x? — 4 no ponto (1, -2).

7)Calcule a equacdo da reta tangente a pardbola y =x2? no ponto (0, 0) e
explique por que o coeficiente angular é nulo.

8)Calcule as coordenadas do foco, do vértice e a equacao da reta diretriz da
parabola x2 — 8x + 8y + 8 = 0.

9)Calcule as coordenadas do foco, do vértice e a equacgdo da reta diretriz da
parabola y? + 2y +8x—7 =0.
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13.7. Geometria no geogebra

Nesta secdo, veremos o0s elementos geomeétricos como pontos, retas,
poligonos, circunferéncias e cénicas no software geogebra.

Ponto: Para representar um ponto, ha duas maneiras:

— Digitar no campo de entrada do software a letra que representard o ponto e
as coordenadas.

Exemplo: A = (3, 2).

e 2 o o) =
S LA PO &) [N =2 4

Janela de Algebra < » Janela de Visualizacdo
P A=(32) 6
H
4
3

A

2 @
1

4 3 -2 -1 o0 1 2 3 4 5 [

-1
-2

Ponto em Objeto

‘,/ Vincular / Desvincular Ponto 5

>n\/ Interse¢do de Dois Objetos 4

_-' Ponto Médio ou Centro
o2 Nimero Complexo
‘f'\'ﬂl Otimizacio

{\} Raizes i
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Calculo de distancia entre dois pontos: Para o cdlculo de distdncia entre
dois pontos, selecione a opgdo: “distédncia, comprimento ou perimetra” & em

seguida clique sobre os dois pontos.

GeoGebra Classic 5

FARNRIEENE

21N
| ./_‘f: Angulo

o : Angulo com Amplitude Fixa

lc'“ ol Distincia, Comprimento ou Perimetro
/ Inclinagao

{1.2) Lista
asp Relagio

: Inspetor de Funcbes

mtzﬂ Area ®

A seguir estd um exemplo para A = (3, 2)e B = (7, 4):

RS-0 NE

» Janela de Algebra %/ » Janela de Visualizacdo
® A=(3,2) 6
® B=(7,4)

distdnciaAB = 4.47
® TextoAB = "AB = 4.47"

AB = 4.47

O mesmo procedimento se aplica para cédlculo de distdncia entre ponto e reta,
Basta apenas selecionar a

entre duasz retas, entre reta e circunferéncia, etc.

ferramenta e clicar sobre os dois objetos.
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Reta: Selecione a opgdo: "reta” no software, conforme a seguir:

DRSO

» Janela de|

« Segmento

. Segmento com Comprimento Fixo

/ Semirreta

2%, Caminho Poligonal

7 Vetor

«% Vetor a Partir de um Ponto

Selecione dois pontos quaisquer no plano e o software mostrara a reta.

Para saber a inclinagao, selecione a opgao a seguir:

A LT LU OO, L N =2 [

b Janela de Algebra X v Jang é" Angulo
P A=(0,0) .
P B=(33) «v, Angulo com Amplitude Fixa
pf-x+y=0
y Distancia, Comprimento ou Perimetro
“F//] Area
Inclina;{m /
{1,2) Lista

a—p Relagio

f/ﬁ Inspetor de Fungoes
| -

Em seguida clique sobre a reta. O software mostrara o coeficiente angular da

reta:

4

3
Outros elementos da reta ja

2 foram vistos na secgio 6.4 —
volume 1 (fun¢do afim no
geogebra).

1

a=1
4 Tord 7 3 4 5
-1
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Poligono: Para construir um poligono selecione a opgao: “poligono”, conforme
a seguir.

@ GeoGebra Arquivo Editar  Exibir Opgdes Ferramentas  Janela
oce

» Janela de A!gebra

[ .
Mg Poligono Regular

:',\ Poligono Rigido 6

f/,- Poligono Semideformavel 5

2

Clique sobre o plano para definir os pontos (vértices) do poligono, no sentido
que desejar, desde que o uUltimo ponto seja o primeiro (é preciso fechar o poligono).
Veja um exemplo a seguir:

6

£

Uma vez construido o poligono, va em ferramentas e selecione a opgao:
“area”, conforme a seguir:

CANEL
» Jane ./f Angulo

v, Angulo com Amplitude Fixa

C . .
/ Distdncia, Comprimento ou Perimego

/ Inclinagdo

{1,2} Lista T | =
a;b Relacao \/,'
:i,"‘ Inspetor de Fungdes / )’d
\_.r_; mazsmanl Nl ‘m/
C
2 0 2 4 6 8 10 12 14
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Clique sobre o poligono e software mostrara sua area:

F
Area de ABCDE = 27.09

=g

O mesmo procedimento se aplica para o calculo da area de qualquer outro

objeto fechado: circunferéncias, elipses, etc.

Circunferéncias: Para construgdo de circunferéncias, selecione a opgdao no

software referente circunferéncia, conforme a seguir:

() Circulo: Centro & Raio
2 Compasso

(;‘ Circulo definido por Trés Pontos
(™ semicirculo
.\; Arco Circular

¢ ) Arco Circuncircular

."‘ Setor Circular

"/":‘ Setor Circuncircular

-4 3 -2 10 1 2 3 4 5

-1

Para a opgdo escolhida na imagem anterior é preciso dar dois cliques no plano
cartesiano para representar dois pontos: o centro e a borda da circunferéncia.
Outra forma de representar uma circunferéncia é digitando a sua equacdo no

campo de entrada. Veja o exemplo de: x* +y* —2x + 6y +9 = 0.

B eA 1A ] AN
» Janela de Algebra < » Janela de Visualizacao
®eqlitx-1)*+(y+3)7=1
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Codnicas: Para construcdo de cdnicas, selecione a opcdo no software referente
a conica desejada, conforme a seguir:

GeoGebra Classic 5

i) A INREEE S

1 @ Elipse
3 Hipérbole ‘
\\:\ Pardbola

G Cdnica por Cinco Pontos

Se preferir, digite no campo de entrada do software a equacdo da cénica. Como

_ 2 x2
exemplo, veja a representacao da elipse: T +a =
R oM 7 LA 1B & D N 2] b
» Janela de Algebra X v Janela de Visualizagdo
® eql:x* + 0.64y* = 64
5
-10 5 10
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TABELAS

Tabela 1: Tabela sobre unidades de medidas

Unidades de comprimento:

Categoria Unidade Simbolo Medida
Quilémetro km 1000 m

Multiplos: Hectémetro hm 100 m
Decédmetro dam 10m

Unidade fundamental Metro m 1m x10 |+10

Decimetro dm 0,1m
Submultiplos: Centimetro cm 0,01 m
Milimetro mm 0,001 m

Unidades de area:

Categoria Unidade Simbolo | Medida em
Quilémetro quadrado kem? 1.000.000 m?
Mdaltiplos: Hectdmetro quadrado him? 10.000 m?
Decdmetro quadrado dam? 100 m?*
Unidade Metro quadrado m? 1 m? x100 |+100
Decimetro quadrado dm? 0,01 m?
Submuliltiplos: | Centimetro quadrado cm? 0,0001 m?
Milimetro quadrado mm? 0,000001 m?

Unidades de volume:

Categoria Unidade Simbolo Medida em |
Quilédmetro cubico km? 1.000.000.000 m?
Mdltiplos: Hectémetro clbico hm? 1.000.000 m?
Decametro cubico dam? 1000 m? R —
Unidade Metro cubico m3 1m?
Decimetro cldbico dm? 0,001 m?®
Submultiplos: Centimetro clbico cm? 0,000001 m°®
Milimetro cubico mm3 0,000000001 m?

Algumas unidades de volume sio relacionadas com as medidas de

capacidade:
Categoria Volume Capacidade
Multiplos 1m? 1000 litros (1000{)
Unidade fundamental 1dm? 1 litro (10)
Submudltiplos: 1 cm?3 1 mililitro (1mi)
Medidas agrarias:

Categoria Unidade Simbolo | Medida em m2
Multiplo: Hectare ha 10.000 m?
Unidade

Are a 100 m?
fundamental
Submultiplo: Centiare ca 1m? 307 |




Tabela 2: Tabela trigonométrica

(°) Rad sen cos tg
(<) Rad sen cos tg

0 0.02 0 1 0

1 0,03 0,017452 0,999848 0,017455 51 0.89 0777146 062932 1.234897
5 005 | 0034880 | 0099301 | 0.034921 52 0,91 0,788011 | 0615661 | 1279942
5 007 | 0052336 | 0.99863 | 0.052408 53 093 | 0798636 | 0601815 | 1327045
i 009 | 0069756 | 0097564 | 0.069927 54 094 | 0809017 | 0587785 | 1376382
= 040 | 0087156 | 0996195 | 0.087480 55 096 | 0819152 | 0573576 | 1428148
7 012 | 0404528 | 0094522 | 0105104 56 098 | 0829038 | 0559193 | 1482561
= 014 | 0121860 | 0992546 | 0122785 57 099 | 0838671 | 0544639 | 1539865
= 016 | 0130173 | 0990268 | 0.140541 58 1,01 0,848048 | 0529919 | 1,600335
o 047 | 0456434 | 0067688 | 0458384 59 103 | 0857167 | 0515038 | 1.664279
10 019 | 0173648 | 0,984808 | 0176327 60 1.05 0,866025 0.5 1,732051
11 0,21 0190809 | 0.981627 0.19438 61 1,06 087462 048481 1 1.804048
12 023 | 0207912 | 0078148 | 0212557 62 1,08 0,882948 | 0469472 | 1,880726
3 024 | 0224051 007437 | 0230868 63 1,10 0,891007 | 045399 | 1962611
i 026 | 0241922 | 0970206 | 0.24%528 64 1,12 0,698794 | 0438371 | 2,050304
s 028 | 0258819 | 0965026 | 0.267940 65 113 0006308 | 0422618 | 2.144507
16 030 | 0275637 | 0961262 | 0.286745 66 115 0,913545 | 0406737 | 2,246037
17 031 | 0292372 | 0956305 | 0.305731 67 117 0,020505 | 0390731 | 2.355852
ey 033 | 0300017 | 0051057 | 032402 68 1,19 0927184 | 0374607 | 2475087
19 035 | 0325568 | 00945519 | 0344328 69 1,20 083368 | 0358368 | 2605089
5 0.37 034202 | 0.939503 | 036307 70 1,22 0,939693 | 034202 | 2747477
5 038 | 0358368 | 003358 | 0.383854 71 1,24 0,945519 | 0325568 | 2,904211
> 040 | 0374607 | 0.927184 | 0.404026 72 1,26 0,951057 | 0309017 | 3,077684
3 042 | 0320731 | 0920505 | 0424475 73 1,27 0,956305 | 0202372 | 3.270853
o 044 | 0406737 | 0913545 | 0445229 74 1,29 0961262 | 0275637 | 3487414
% 045 | 0422618 | 0006308 | 0.466308 75 1,31 0,965926 | 0258819 | 3.732051
26 047 | 0438371 | 0898704 | 0487733 76 1,33 0,970296 | 0241922 | 4,010781
27 0.40 045300 | 0.891007 | 0500525 77 1,34 097437 | 0224951 | 4331476
28 051 | 0469472 | 0882048 | 0.531700 78 1,36 0978148 | 0207912 | 4,70463
29 0.52 0,48481 087462 | 0554300 79 1,38 0,981627 | 0190809 | 5.144554
20 0.54 05 0.856025 | 0.57735 80 1,40 0,984808 | 0173648 | 5671282
Y 056 | 0515038 | 0857167 | 0.600861 81 1,41 0,987688 | 0156434 | 6,313752
32 058 | 0520019 | 0.848048 | 0624869 82 143 0990268 | 0188173 | #d1.G7
3 059 | 0544630 | 0838571 | 0.649408 83 145 0,992546 | 0121869 | 8144346
7 061 | 0550193 | 0829038 | 0.674500 84 147 0,994522 | 0,104528 | 9514364
.= 063 | 0573576 | 089152 | 0.700208 85 1,48 0996195 | 0087156 | 1143005
% 065 | 0587785 | 0200017 | 0726543 86 1,50 0,997564 | 0069756 | 14,30067
37 0,66 0601815 | 0,798636 | 0,753554 87 1,52 099863 | 0052336 | 1908114
8 068 | 0615661 | 07es011 | 0781288 88 1,54 0,999391 | 0,034899 | 2863625
s 0.70 0.62032 | 0.777145 | 0800784 89 1,55 0999848 | 0017452 | 5728996
40 072 | op42788 | 0.766044 0,8391 90 157 1 i a

Y 073 | 0656059 | 075471 | 0869287 120 2,09 0,866025 0.5 =1,752051
42 075 | 0669131 | 0743145 | 0900404 150 262 05 -0,866025 | 057735
43 0,77 0681998 | 0731354 | 0932515 180 314 0 1 0

44 079 | 0694658 | 071934 | 0965689 210 967 0.5 -0.866025 | 057735
45 002 | ororio7 | 0707107 | 1,03553 240 4.19 -0,866025 05 1732051
46 0,30 071934 | 0.694658 | 1.072369 270 st i 0 E

47 082 | 0731354 | 0681998 | 1110613 300 523 -0,866025 05 -1,732051
48 034 | 0743145 | 0669131 | 1,150368 330 0,76 05 0.866026 | -057735
49 0,86 0,75471 0,656059 | 1,191754 360 6.28 0 1 0

50 037 | 0766044 | 0642788 | 103553
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GABARITOS E SOLUCOES

GABARITO DOS EXERCICIOS 10.1

1
a) 42°12° c) 128925730"
b) 36039” d) 1320”
2)
a) 3.41666...° c) 1354236°
b) 15,668° d) 180,0041666...°
3)
a) 64°28’307’ c) 03°30°02°” e) 345954'36"
b) 94°44°04°’ d) 27°09°51°” f) 358905959”
g) 0°
4)
a) x =10° d) x=5"° g) x =60°e y=60°
b) x =10° e) x = 64°24'35" h)y x=3°ey=2z=147°
c) x=05° f) x=74°44'50"
GABARITO DOS EXERCICIOS 10.2
1)
ayx=17 e) x =+/110 ) x=10
b)x=28 f) x=2,2 j) x =211
c) x =33 g) x =24 Kyx=09
d) x = 37 h) x = 10 D x=1
2)x=09m 5)Letra d.
3)1060 metros de arame 6)Letra d.
4)A estratégia consiste em construir o 7)Letra e.
canteiro retangular de forma que a 8)Letra a.
diagonal mega 58 metros. 9)12,50 metros.
10)6.200 metros.
GABARITO DOS EXERCICIOS 10.3
1)
a)x = 23,04 c) x =232 e)x =2
b) x = 19,04 d) x =11,36 x =15
2)200 metros.
GABARITO DOS EXERCICIOS 10.4
1)
a)a =12° c) a = 54° e) a =45°

b) a = 28° d) a = 60° f) @ =120°




2)

a)x=4o§/§ey=203ﬁ d)x_5§§ey=103\/§
b)x=11ey =11 _8J3 _16V3
Qx=27cy =183 x=—73- ey="73
A x— 1/3 _4
) g=—g= ey=3
3)
a) a = 135°
b) @ = 45°
4)A altura do tronco era de 7) Letra c.
aproximadamente 6,92. 8) Letra c.
5) Letra c.
6) Aproximadamente 70,71 metros.
9)
a) H =12m. b) 11,72m. 203
c) H= m.
3
543 11) a) 35m b) x = 6m. 12) Letra d.
10—/ m.
2
GABARITO DOS EXERCICIOS 10.5
1)
a) x =30° e y = 150° c) x =80°e y=110°
b)x =75°e y=70° d) x =60° e y = 30°
2)
a) x =140°/3 e y = 260°/3 c) x =50° e y =80°
b) x =10° e y = 80° d) x =60° e y = 60°
3)
__5J6 d)x=7 h) x = 60°
a) x ==~ e) x =15 ) x = 82°
b)x =8 f) x = 45° i) x = 75°
Q)x=7 g)x =2
4) 4 rolos.
GABARITO DOS EXERCICIOS 10.6
1
2543 e) 120 u.a
u.a f) 36v3 w.a
b) 10 u.a g) 500 u.a
c) 300 u.a
1963
d)10V3 w.a h 3 u.a
2)
a) 114 u.a b) 51V3 w.a
3)
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a) Erro de 00°00°19” a maior.
b) 8400m?2

¢) 2013 m

d) 24 + 25V13 m?
e) 2700V13 m?

4) Dividir o terreno em dois triangulos passando uma diagonal.
Medir os lados dos dois triangulos formados. Em seguida, utilizar a
férmula de Heron para calcular a area de cada tridngulo e somar os
resultados. Um exemplo estad seguir cuja area é A = 1674 u.a. 56

GABARITO DOS EXERCICIOS 10.7

1)
a)x=65ucey=9uc
by)x=14u.c e y=03u.c
c) x=10cm e y = 18cm

2) Letra d.
3)
ayx=8/3m

b)x=3cm e y=1,5cm

4) 80m, 60m e 40 m.

5)Letra c.

6)3cm?2

7)3,6m

8)70m

9) 3m

10) Per[metro:I - 70m, Il - 8m e III - 88m.
Area: I -250m?2, Il - 416m?2 e III — 280m?2.

GABARITO DOS EXERCICIOS 10.8

1)

a) 100cm?
b) 64cm?
c) 36cm?
d) 220cm?
e) 200cm?

f) 625cm? . 8713

g) 216¢cm? ) —g em
2

) G k) 25v3u.a

i) 30v3 u.a ) 840 u.a

2) Segundo o teorema de Pitagoras, cada lado é igual +/a® + b* e como os angulos adjacentes a
cada angulo interno sdo complementares, entdo cada um mede 900, Portanto, é um quadrado.

3)Letra e. 5)Letra b.
4)Letra b.
6)Letra c.

GABARITO DOS EXERCICIOS 10.9
1)
a) x = 31° ¢) x =50°
b) x = 34° d) x =72°
2) 4) Heptagono
a) 128,57° 5) 44 diagonais.
b) 144° 6)
3) a) 162°
a) 1080° b) 168°
b) 3240°
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7) 9) Letra d.

a) x = 75° 10)Letra e.

b)x = 55¢ 11)x =70°

8) 12) Demonstragdo a cargo do leitor.
a) x = 94°

b) x = 55°

13)

a) 86 =43,1° c) 8 =79°22'45"

b) 8 =113,68°

d) 8 = 75°55’10"

GABARITO DOS EXERCICIOS 10.10

1

a) 25rcm?el10mem.

b) 49rcm?eldmcm.

2) 50mcm?e10mem

3) 2em 8)
4)Letrac. a) 20cm?
gg;gtg?oe-z b) 10825mcm?.
g il
7)
a) 12mm?2.
b) 25mm?.
9)
a) 16 — 4mwem?. d) 16 (V3 — r/3) cm?.
b) 32 — 8mwem?. e) 144 — 36mem®

) 3m —9v3/4 cm?,

f) 100% — 150v3cm?

10) 87 — 16cm?
11)

a) 18w — (9/2)mem?.

13)
a) DAP = CAP/m.
b) A = n(DAP)?/4.
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b) 9mem?. 14)Letra a.
12)(63/2)mcm?® 15)Letra a.
GABARITO DOS EXERCICIOS 11.1
1
Z 2
a) — rad. -
) i <) S rad.
11w T
b) — rad d) — rad.
180
2)
a) 100° c) 70°
b) 60° d) =171,89°
5)Letra b.
3) 73 rad 6)Letra c.
4) 7)Letra b.
a) 172,5° b) 82,5° 8)Letra a.



GABARITO DOS EXERCICIOS 11.2

1)
a) b) v
Yy
/ —355°
y SN D ,
&
265°
) y\ d) y
/ ~= T T
53
T
=3
2)
a) 221° ) 3n
c) —
4
b) 125° i 13w
) 18
3) Letra d. 4) Letra b. 5) =59,9 m.
GABARITO DOS EXERCicIOS 11.3
1)

1 V3 V3
a) sen330° = - E’ €c0s330° = 7 e tg330° = - ?

| &

1 V3
b) sen(-8700) = - > cos(-8700) =- 5 e tg(-8700) =

77T Ny 77T N/ 7T
c)sen(4)=-2,cos(4) =g etg(4)=-1
4 351 2 357 V2 t351: "
)sen(4)— 2,cos(4)—-2 e 9(4) = -
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2)
1
a) 2

b) 0

3)
a) x =23—7T+k7r oux :%+kn

b) x =2E+2kn ou x =3+ 2kn

_1im | km

_7m | km
c) x —ﬁ+70ux —ﬁ+ 5

4)Letra c.
5)Letra a.
6)Letra e.
7)Letra e.
8) 580,

GABARITO DOS EXERCiICIOS 11.4

1)

a) L,=[-11], P=2n eA = 1.

o Lpb=[17], P=nteA=2.

4
% o I

flz) =

1—-3 sen(? T — %)

NNN&M/\!

xl2

-1

b) I, =[0,2], P=2m e A = 1.

f(x) = 14+cos(2 z)

/.

d) L,=[47], P=n/3 e A= 3/2.

f(x) = 7—3 cos?(3 x)

Nh/hﬂ\l%\e

0 zl2 z 3z/2 2z B Z/6 /3
2) P =8m 4) Fungdo constante f(x) = 6.
3) Im =[416] 5) 1/2
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O = = ===

I z ) I 2 s/2 I

b) L,= ReP=nm/2

w3

)/ 2 z 372, 2z 5x/2 K’ 4 7xl2

<5 1

=10 |

-15 I

~20) |
7) Letra a. 10) Letra c.
8) Letra c. 11) Letra c.
9) Letra b. 12) Letra b.
13)
a) f(m) = 9—2.cos (_T”m + %T) b) R$9,00.

7,5 - 23

14) f(x) —Z+Z.sen(Tx +ﬁ)
15)f(x) =15+ 4.cos (%”x + %)
16)
a)t=12 b) 20°C as 12: 00 h.
17)Letra b.
18)Letra d.

GABARITO DOS EXERCiCIOS 11.5

1) Letra b.

2) Letra c.

3)

V6+/2 V62

a) sen75° = 5 cos75° = YRR tg75° = 2443
V6+VZ —V6+/2

b) sen1050 = , 051050 = — ° tg1050 = -2 -3
V62 —/6—V2

) sen1650 = , 051650 = — e tg1650 = -2 —+/3
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291 V6+2 29mY V62 297
d)sen [— ) = , cos|l—) = etg|—) = 2+v3
12 4 12
—63 ) = -
4) sen(x +y) = & 6) (X - ¥) 211}
. _aa 7) sen(2x) = 3%
Ylg(x +y) = ——
336 527 336 x 2 x W2
8) sen(2x) = ot cos(2x) = o5 tg(2x) = =57 sen(z) = gt cos(z) = "
: X, 1
gr= =
9) Letra e.
2 3 ) 3.tgx—tgsx
10) sen3x = —4 sen”x + 3senx,; cos3x = 4.cos’x — 3cosx; tg 3x = ———5—
1-3.tg°x
11)
a) 2.sen3x.cos2x zeX
) <) 2.cos*(3)

B) —2.Senax. en d) 4.cosx.sen2x.cosdx

12)
sendx senB8x—sen2x
a) b) ———
2 2
13)
3
a8 b) V2+1
4 4

VZ
14) Usando o arco complementar encontramos: R
15) Para demonstragdo use a formula da soma em produto e também a igualdade: senc =
C C
sen (5) cos(z).

16) Letra c.
17) A = 67,56m2,

‘ GABARITO DOS EXERCICIOS 11.6

2v3
1)sec30° = T’ cossec300 = 2 e cotg30° = V3.
2)sec450 = /2, cossecd50 = vZ e cotg450 = 1,
2(V6—2
3)sec150 = %, cossec159 = 2(/6 +2) e cotg159 = 2++/3.
1 -5 -5 -2y5
4) cotgx =2 secx =5, cosx = cossecx = e senx = -
-6 -5vV6 -26
S5)cotgx =7, secx =5, tgx =—2\/§, cossecx = e senx = z

6)Demonstragdes a cargo do leitor.
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GABARITO DOS EXERCICIOS 12.1

1)7 vértices. 8)

2)18 arestas. a)V=10; A=15eF=7.
3)Um tetraedro. b)V=6;A=12eF = 8.
4)21 arestas e 13 vértices. aV=13;A=24eF=13.
5)88 arestas e 122 vértices. 9)Letra a.

6)Nao. Pois, segunda a relagdo de Euler o 10)Letra d.

sélido teria uma face, o que é impossivel 11)Letra b.

para um poliedro. 12)Letra a.

7)8 faces.

GABARITO DOS EXERCICIOS 12.2

1)150cm3. 6)0O sdlido &€ um prisma regular de base
2)3cm. hexagonal. Possui 12 vértices e 8 faces.
3)13m.
4)Letra a. : :
5)284cm?2 e 343cm3. ! .
,:_ | _ _ _:\ 10em
7 EN

10cm
7)
a)1014cm2 e 2197cms. d)363+v3+1320cm? e 3630v3cm3.
b)360m?2 e 600m3. e)144+12v/6cm? e 48v6cm3.
€)23+5y/10cm?2 e 7,5cm3. f) 40+24v3m2 + 60v3m3.
8)5v3m e 125m3. 12)Letra b.
9)13m. 13)Letra d.
10)1,5m. 14)Letra b.
11)4 viagens. 15)Letra a.

GABARITO DOS EXERCicIOS 12.3

1)20cms.
2)700cm3.
3)3m.
4)
a)180v3cm3. ¢)105cm3,
b)1568cms3. d)4v2/3 m3.
5)Letra d. 9)Letra d.
6) a) 832cm3. b) 126v3cm3. 10)200v2/3 cm3.
7) @) 24+/3cm3. b) 480v3cm3. 11)344/3 m?3 ou =114,67 ms.
8)1350cms3.
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GABARITO DOS EXERCICIOS 12.4

1)2mems3. 4)=12,6 litros.
2)4500mcms3. 5)0 volume aumenta em 9 vezes.
3)78,5ms3. 6)om.
7)
a)304mcm?2 e 704mcm3. c)342mcm? e 162mcm3.
b)312mem?2 e 720mems3. d)49(1+23)/2 m2 e 343v3mn/4 m3.
8)2v/Zmm3. 10)Letra d.
9) 11)Letra b.
a)360mm?3 12)Letra d.
b)1921m2 13)Letra b.
14)Letra a.

GABARITO DOS EXERCICIOS 12.5

1)86mcm?. 2)15mms3. 3)Aumenta o volume em
vezes.
4)
a) b) ¢) 201,5cm2,
13cm
31lem
13cm
5)
a)224mcm? e 392mecm3. b)200mcm?2 e 320mcm3.
6)
a)125n/3 cm?2. c)256mcms3.
w

b)50mem?. dy(56+12/3)em?,
7) O aluno B tem raz&o: o aluno A tomou 9)718.250cm3 ou 0,71825ms.
mais refrigerante. 10)Letra e.
8) Letra b. 11)Letra d.

GABARITO DOS EXERCICIOS 12.6
1)64ncm? e 64m/3 cm3. 4)Letra b.
2)576mcm? e 23041/3 cm3. 5)Letra b.
3) 6)4m/3cms3.
a)400mcm? e 4001m/3 cm3. 7)Letra e.

b)484mcm2 e 5324m/3 cm3.

GABARITO DOS EXERCICIOS 13.1

1)

a) 10 u.c. d) v37 u.c.
b) 5 u.c. e) v85/9 u.c.
c) 13 u.c.
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2)
a)(-28, 12)

b)(-1, 1)

Ny=-2

4)
a)P =12 u.c.

b)P = 23435 u.c.

5) P= 4v2+4 u.c.
6) Triangulo isésceles

7) 368 u.a
8) Letra a.
9) Letra e.

T~

0

-1

-2

GABARITO DOS EXERCICIOS 13.2

DU St eu; =uz
2) Letra c.
3) Letra b.
4) Letra c.

5)
a) d=jec=h.

~
0]
\hi
(2]
=
sl
o
o
-
Sl
o
=)
o
o~
o
4

6)
a) 0 =60°% |u] =2.

Yy

V3

¢) 6 = 315% |k| = 10v2.

Yy

6 = 315°

N

—10

b) 8 = 135% |#] = 2v/2.

Y

6 = 135°

d) 8 =30% |w| =4

'
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e) 6 = 300% |{] = 10.

v

6 = 300°

10

—mmmeme| @

V0 [EE——

f) @ = 39% |3| = V41.

y
Y, § B
\
7 H
Var i
6 = 39° ! e
5

GABARITO DOS EXERCICIOS 13.3

b) uy +u; = (1,3)

Sl

e u—uy = (5—5)

Uy — U

1)
a)u; + Uy = (—5,5) e uy — 1y = (7,5)
by
(=5,5) 5| (1,5)
@y iz :
; 28
v i —\UA H
: ; x
(—6,0) @ 1

—1f-———————

PO
v
'
1

Qu; +u; =(0,0) e
U —uz = (—20,—40)

10
U1+ 12 =0

—20

d) U +u;=(—18,—16) e
Ui —u; = (0,0)

2)
a) z = (25,—30)
b) 77 = (—3,12)

C) 73) = (_9! _6)
d) 73 = (—13,24)
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— V2 J2 1. 3.
=g Om =gl
b =G -3 d) @ = — 55 —55J
4) Letra e.



GABARITO DOS EXERCICIOS 13.4

1)

a) U.v=-2 c) u.v=-11/24

b) u.¥=—-10 d) 2. ¥ =-2

2)

a) a=90°e |V].cosa=0 d) @ =45° e |VP|.cosa=1

b) @ = 45° e |V|.cosa = 2v/5 e) a = 150° e |¥|.cosa = —/3/2
¢) @a=135° e |V]|.cosa=—~/5/2 f) a = 83° e |V]|.cosa = 493/145
3)

a)h=—4 b) h = 25/4

4)Demonstracdes a cargo do leitor.

GABARITO DOS EXERCICIOS 13.5

1) a 4) demonstragfes a cargo do leitor.

5) C(0, 1) e D(-1, 1)

6) C(2, 1) e E(-1, -2) ou D(8, -5) e F(5, 8).
A =18 u.a.

7)A(0, 0), B(3, 3), C(0, 6) e D(-3, 3)
A(0, 0), B'(6, 0), C'(3, -3) e D(3, 3)

8)
a)A=11u.aeG(17/3, 3) c)A=70u.aeG (-13/3, -17/3)
b)A=22u.ae G(0,-11/3)

9) G (7, 5), AM, = V117, BM, = V117, TM; = 3+/26

10)

a)A=30u.a. c) A= 158 u.a.

b) A = 46 u.a. d) A=92u.a.

11)

a)A=4ua. b) A=32u.a. c)A =16 u.a.

12) O teorema de Pick se aplica somente 15) k = 4.

a poligonos com vértices inteiros. 16) A = 47.500 u.a. O teorema de Pick &

13) D(14, 10) invidvel devido a grande quantidade de

14) k = 6. pontos internos e sobre a borda.
GABARITO DOS EXERCICIOS 13.6

1

a) (x,y) = (=2,0) + t(—2,10) & Eg.paramétrica.
y =—=5x+ 10 & Eq.reduzida.
y+5x—10=0« Eg.geral.

b) (x,y) = 4,4) + t(—4, —4) & Egq.paramétrica.
y=x < Eq.reduzida.
y—x=0« Eq.geral.

c) (xy) = (0,—7)+ £(5, 15) & Eq.paramétrica.
y=3x—7 « Eq.reduzida.
y—=3x+7=0« Eq.geral.
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d) (x5, ¥) = (-3,2)+ (9, —7) & Eq.paramétrica.

y= %7;5—% < Eq.reduzida.

y+%x+% =0« Eq.geral.

2)

a) (x,y = (2,00 + t(1,-3) & Fg.paramétrica.
y=—-3x+ 2« Eq.reduzida.
y+3x—2=0« Eqg.geral.

b) (x,y) = (0,— 1)+ t(1,5) & Eg.paramétrica.
y=5x—1« Eq.reduzida.
y—5x+1=0¢« Eg.geral.

3)

a) x =0« Eq.reduzida.

x =0« Eq.geral.

b) y =2 « Eq.reduzida.
y—2=0<« Eq.geral.

Qy=x+ 4« Eq.reduzida.

y—x —4=0<« Eq.geral.
d)yy = %x +% < Eq.reduzida.

y—% —%= 0 & Eg.geral.
4)
a) (x,y) = 0,8+ t(1,2). c) (x,y) = t(1,2).
b) (x,y) = (0,—1) + t(—1,1). d) (x,y) = (0,—2) + £(1,8).
5)
a) Coincidentes. d) Paralelas.
b) Concorrentes e nao perpendiculares. e) Coincidentes.
c) Perpendiculares. f) Perpendiculares.
6)

a)m=2. b) m=-1/2.

GABARITO DOS EXERCICIOS 13.7

1)y (4,—-1) S5)y=x+1
2) (10,10) 6) Perpendiculares.
3)y=-2x+3 7) Letra c.

-1 3 8) Letra a.

Hy=—x+35

GABARITO DOS EXERCICIOS 13.8

1)
a) a =82,87° Q) a = 45°
b) a = 26,57° d) a = 30°
2)“=§2° 1 4)_—1u.c
Hy=Fr-3 i
2 2 5) 4VZu.c
6) 6u.c
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2

7) —u.c
25

8) Letra b.
VZ

9) — u.c
)2

11
10)?u.c
1) y+x=0ey+x—2=0
12) A = 15u.ae h—lo‘/_.

GABARITO DOS EXERCICIOS 13.9

1) (x —1) + (y+3)® = 16 « Eg.reduzida.

¥+y*+6y—2x—6 = 0 « Eq.geral
2)

a) (x —3) + (y—3)* = 9 « Eq.reduzida.

¥ +y*—6y—6x+9

0 < Eg.geral

b) (x +3)* + (y+2)° = 4 & Eq.reduzida.

X+yv +4y+6x+9 = 0 & Eq.geral

3)
a)C@,—-1Der = 8.
b) C(2,-2)er = 3.

c)C(-1,0)er = 4.
d) C(-2,-2)er = 5.

4) (x —=3) + (y+3)* = 9 « Eg.reduzida

¥+y°+6y—6x+9 = 0 & Eg.geral

5)
a) Sim.
b) Sim.
6)
a) O ponto é interno a circunferéncia.
b) O ponto € externo a circunferéncia.

c) Nao.
d) Nao.

c) O ponto pertence a circunferéncia.
d) O ponto € interno a circunferéncia.

7)
a) Secante. d) Externa.
b) Tangente. e) Tangente.
c) Externa.

8) (-2, 6) e (-4, 4).
0 2%

10)

a) Secantes. Pontos: (0, 2) e (0, 0).
b) Externas.

c) Externas.

d) Tangentes internas. Ponto: (4, 5).
e) Tangentes externas. Ponto: (0,31;
1,46).

GABARITO DOS EXERCICIOS 13.10

12
1) 2c =48;e= =
2) e—zg,Fl—( 21,0) e F, = (21,0); 292+ 3’2_1
3)
®x=-3?2 w-2° +1)? | (x+3)?
a) 82+ 42—1. c) 132+ 92—1.
-3 x—2 X +5 2
b)(y )+( ):1_ d)( ) -2 1
9 5 13 4
4) F, = (10,7 +V/33)eF, = (10,7 — V33); 7) 2inu.a
A =287 u.a. 8) Letra e.
5)2a = 10em; 2¢ = 6cm. 9) Letra d.
6) Letra c. 10) Letra e.
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GABARITO DOS EXERCICIOS 13.11

o4 2

x*y

1) T -5 = L P = (13,00 e, = (13,0).
yZ xZ
2) 2 e [ P, =(0,—17) e F, = (0,17).
y
) -l =12; e =2
4)
_ )2 2 2 _5)2
a)Ol )—x—zl. c)x——(y ):1.
12 4 4 5 ,
-1/2 -3 -3
RCESV INCED
2] 4 12 1
4
GABARITO DOS EXERCICIOS 13.12
1
1 = zx%.
)y 81 3)x=—%y2.
2) y= —3zx. 1,
4 4) X =52yt
5)

a)y= %(x—S)z.
b)y+1= —g(x—5)".
c)x+%= —%(y—l)z.
dx-4=1-1)

6)y= 4x—6

7) ¥y = 0. Reta paralela ao eixo x.

8)V = (4,1); F(4,-1); diretriz:y = 3.
NV (—=1,1); F (—1,—1); diretriz:x = 3.
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