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PREFÁCIO

Esse livro-texto é uma coletânea de partes dos textos de um 
livro-caderno, objeto de minha dissertação de mestrado (FREIRE, 
2014) publicada em 2014 e de pesquisas de aplicação da Matemá-
tica às ciências agrárias. 

O livro-caderno (FREIRE, 2013) objeto dessa dissertação, foi 
um dos projetos desenvolvidos na escola estadual Esther da Silva 
Virgolino no estado do Amapá e é um dos trabalhos pelo qual tenho 
muito orgulho em ter escrito. Além de ser um material didático gra-
tuito (por isso não foi publicado) em que o aluno não copiava con-
teúdos em seu caderno, oportunizava também a contextualização 
de conteúdos matemáticos e o uso de tecnologias em sala de aula.

É nesse sentido de contextualização e do uso de tecnologias, 
pensando em um livro com viés didático concomitante à modelagem 
matemática, que escrevi essa coletânea.

Quando comecei a lecionar no Instituto Federal do Amapá - 
Campus Agrícola Porto Grande, os problemas didáticos encontrados no 
instituto eram similares aos das escolas estaduais onde lecionava ante-
riormente: os livros didáticos disponibilizados pelo MEC não eram apli-
cáveis à realidade profissional de cada curso, seja técnico ou superior.

E além disso, o único livro de Matemática (FERREIRA, 1999) 
com aplicação às ciências agrárias (inclusive, um excelente livro de 
bibliografia complementar), não possuía todos os conteúdos exigi-
dos nos componentes dos cursos. Lembro, por exemplo, que muitos 
professores que ministravam componentes técnicos nos cursos de 



agronegócio, agropecuária ou agroecologia do campus, reclamavam 
que os alunos, entre outras coisas, não sabiam resolver e nem apli-
car regra de três, conteúdo indispensável para o desenvolvimento 
do componente. Isso me incomodava!

E os alunos em contrapartida, questionavam-me: “Profes-
sor! em que situações de minha vida profissional irei aplicar tal 
conteúdo matemático?”. Respostas improvisadas eram dadas e 
embora razoáveis, não satisfaziam a mim, e talvez, nem à eles. 
Algo faltava!

Resolvi, então, pesquisar sobre abordagens e aplicações ma-
temáticas na área. A contextualização passou a ser, diante desse 
cenário, um dos pilares fundamentais da pesquisa. Mas, não que-
ria fazê-la de qualquer forma. Não poderia ser ingênua ou sem 
sentido, precisava ser técnica, adequada e prática ao curso. Foi aí 
que surgiu uma parceria com os colegas professores da área técni-
ca do Campus (cujos nomes estão nos agradecimentos), que não só 
incentivaram a produção desse material, como também sugeriram 
várias bibliografias, modelos de aplicação, dicas e participação na 
elaboração de conteúdos e exercícios. A contextualização presumi-
damente alcançada com essas características, pode ser apreciada 
em demasia nessa coleção e segue o organograma a seguir.

Uma vez contextualizado os conteúdos, era necessário colo-
car em prática o que havia sido ensinado. Foi então que elaborei 
um projeto de pesquisa: “uso de modelagem matemática no culti-
vo de alface”, que foi realizado no mesmo instituto e campus, sob 
minha orientação, com contribuição inestimável do agrônomo Cle-
ber Machado de Oliveira, e desenvolvido pelos alunos: Cleverton 
França Vaz, João Vitor de Andrade Soares (acadêmicos de enge-
nharia agronômica) e Antônio Sales Maciel (aluno do curso técnico 
em agronegócio).

Nesse projeto, foi possível acompanhar o desenvolvimento da 
alface em doses diferentes de nitrogênio, descobrir qual o modelo 
matemático que se ajusta aos parâmetros de crescimento dessa 
hortaliça e, a partir desse modelo, resultado da regressão (presen-
te nesse livro), identificar qual dose de nitrogênio seria ideal para 
a otimização da produção do cultivo (em termos matemáticos: o 
máximo ou mínimo da função). Ficou evidente, com esse projeto 
e a partir de diversas pesquisas sobre experimentos agrários (li-
vros, revistas científicas, artigos, trabalhos de conclusão de curso, 
dissertações, etc.), a importância da modelagem matemática para 
às ciências agrárias. É o que o leitor também irá encontrar nessa 
coleção segundo o organograma a seguir.
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Modelagem Matemática

Contudo, embora os alunos desse projeto tenham posto em 
prática o que aprenderam em sala de aula, como teorias e cálculos 
(à mão), a tecnologia se fez necessária como ferramenta auxiliar de 
confirmação de dados e interpretação de resultados. Na verdade, é 
difícil imaginar algum técnico ou engenheiro da área não utilizando 
tais ferramentas no exercício de sua profissão. É o que também 
propõe essa coleção.

Em todos os volumes da coleção, convenientemente, é ensina-
da, com imagens ilustrativas e passo a passo, a utilização de recur-
sos tecnológicos, como calculadoras científicas, planilhas eletrônicas 
e softwares gráficos, para que o leitor tenha à sua disposição outras 
ferramentas auxiliares de conhecimento.
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Tecnologias na matemática

A calculadora científica sugerida na coleção para uso é a Vinacal 
VN-500MS. No entanto, os comandos utilizados nessa calculadora são 
praticamente os mesmos utilizados em muitas outras calculadoras, 
como a Casio FX-82MS, por exemplo.

Já a planilha eletrônica utilizada no material é da Microsoft 
excel para Mac, versão 16.67. Não obstante, os comandos utilizados 
nesse software são os mesmos para qualquer versão e para qual-
quer sistema operacional, seja o Windows, MacOs ou Linux.

Quanto ao software gráfico foi utilizado o software geogebra 
classic versão 5.0. O geogebra é um software gratuito e de código 
aberto que permite de forma intuitiva a iteração entre diversas fren-
tes matemáticas como geometria, álgebra, além de construção e 
análise de gráficos, entre outros. O download do software, seja para 



computador ou smartphone pode ser feito gratuitamente pelo site 
geogebra.org. Há opção também de utilizar o software on-line (sem 
precisa instalar) no mesmo endereço eletrônico. 

Calculadora vinacal VN-500MS (à esquerda) e 
Planilha excel (à direita)

Geogebraclassic–versão5.0

Em termos de estrutura, a coleção matemática aplicada às 
ciências agrárias é dividida em quatro volumes. Os volumes 1, 2 e 
3 são voltados para o ensino médio técnico em agroecologia, agro-
negócio, agropecuária ou qualquer nível médio técnico em ciências 
agrárias. Já o volume 4 é destinado ao nível superior em engenharia 
agronômica, engenharia agrícola ou qualquer outro nível superior, 
porém as aplicações são destinadas às ciências agrárias.

Cada volume é dividido em unidades, cada unidade em seções 
e cada seção em subseções, de forma sequencial. Por exemplo: 
Unidade 12, seção 12.1 e subseção 12.1.1. Os exercícios são nu-
merados de acordo com a unidade e a ordem do exercício dentro 
dessa unidade. Por exemplo: exercícios 12.1, exercícios 12.2, etc. 
Nos volumes 1, 2 e 3 os exercícios de aplicação estão intercalados 
com os exercícios comuns (de nível médio), enquanto no volume 4, 
os exercícios de aplicação ficam sempre no final da unidade e são 
separados dos demais.

Além dos exercícios elaborados pelo autor com base na con-
textualização, modelagem e tecnologia, há também exercícios se-
lecionados criteriosamente do ENEM, ENADE, outras instituições e 
vestibulares. Todos são selecionados com base no conteúdo das uni-
dades afins e ordenados em ordem de dificuldade.



Na coleção, também é possível encontrar a matemática pura, 
com teoremas (inéditos, inclusive) e demonstrações (algumas iné-
ditas, também), sempre discorridas com cuidados técnicos e forma-
lidades que um bom livro de matemática exige.

Por fim, é uma coleção de livros didáticos elaborados com o 
objetivo de assessorar professores e profissionais da área, e de dar 
um embasamento teórico mais contundente aos alunos e acadêmi-
cos da área. Modestamente, é o que espero!

Francielck Domingos Freire



SUMÁRIO

CAP 10
10. GEOMETRIA PLANA ............................................................................... 23
10.1. Noções elementares ........................................................................... 23
EXERCÍCIOS 10.1 ......................................................................................... 31
10.2. Triângulos retângulos .......................................................................... 32
10.2.1. Relações métricas no triângulo retângulo .............................................34
EXERCÍCIOS 10.2 .........................................................................................36
10.2.2. Outras relações métricas no triângulo retângulo ....................................40
EXERCÍCIOS 10.3 ......................................................................................... 42
10.2.3. Seno, cosseno e tangente no triângulo retângulo ................................. 43
10.2.4. Tabela de ângulos notáveis ............................................................... 46
EXERCÍCIOS 10.4 .........................................................................................49
10.3. Triângulos quaisquer ........................................................................... 55
10.3.1. Soma dos ângulos internos de um triângulo .........................................55
10.3.2. Relações métricas (leis dos senos e dos cossenos) ................................58
EXERCÍCIOS 10.5 .........................................................................................62
10.3.3. Área de um triângulo qualquer ...........................................................65
EXERCÍCIOS 10.6 .........................................................................................68
10.3.4. Semelhança de triângulos e Teorema de Tales ..................................... 71
EXERCÍCIOS 10.7 .........................................................................................76
10.4. Área de quadriláteros notáveis ..............................................................79
EXERCÍCIOS 10.8 .........................................................................................81
10.5. Polígonos .............................................................................................84
EXERCÍCIOS 10.9 ......................................................................................... 90
10.5.1. Área de um hexágono regular ........................................................... 93
10.5.2. Área de um octógono regular ............................................................ 94
10.6. Circunferência ..................................................................................... 95
10.6.1. Área de um setor circular .................................................................. 98
10.6.2. Área da coroa circular ....................................................................... 98
EXERCÍCIOS 10.10 .......................................................................................101
CAP 11
11. FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS ............................................................. 109
11.1. Elementos iniciais ................................................................................ 109
11.2. Unidades de medidas de arcos ..............................................................109
EXERCÍCIOS 11.1 .........................................................................................111
11.3. Ciclo trigonométrico ............................................................................ 113
11.3.1. Arcos côngruos .................................................................................114
EXERCÍCIOS 11.2 .........................................................................................116



11.4. Seno, cosseno e tangente no ciclo trigonométrico ..................................117
11.4.1. Ângulos notáveis no ciclo trigonométrico ............................................119
11.5. Redução ao 1º quadrante .................................................................... 119
11.5.1. Redução do 2º para o 1º quadrante .................................................. 120
11.5.2. Redução do 3º para o 1º quadrante ...................................................121
11.5.3. Redução do 4º para o 1º quadrante. ..................................................121
EXERCÍCIOS 11.3 .........................................................................................124
11.6. Funções circulares ............................................................................... 126
11.6.1. Função seno .....................................................................................126
11.6.2. Função Cosseno ................................................................................ 127
11.6.3. Variações da função seno e função cosseno ....................................... 128
11.6.4. Função tangente ............................................................................... 133
EXERCÍCIOS 11.4 ........................................................................................ 134
11.7. Gráficos de funções trigonométricas no geogebra .................................. 139
11.8. Transformações e identidades trigonométricas .......................................140
11.8.1. Arco complementar ...........................................................................141
11.8.2. Arco da soma e da diferença ............................................................. 141
11.8.3. Arco duplo ....................................................................................... 145
11.8.4. Arco da metade ................................................................................ 146
11.8.5. Transformação em produto ............................................................... 147
EXERCÍCIOS 11.5 .........................................................................................149
11.8.6. Outras relações trigonométricas ....................................................... 151
11.8.7. Identidades trigonométricas ............................................................ 154
EXERCÍCIOS 11.6 .........................................................................................155
11.9. Arcos trigonométricos na calculadora científica ......................................156
CAP 12
12. GEOMETRIA ESPACIAL .........................................................................160
12.1. Poliedros .............................................................................................160
12.1.1. Relação de Euler ............................................................................... 163
EXERCÍCIOS 12.1 .........................................................................................167
12.1.2. Poliedros regulares .......................................................................... 169
12.2. Prismas .............................................................................................. 171
12.2.1. Classificação dos prismas ................................................................. 171
12.2.2. Área da superfície de um prisma .......................................................173
12.2.3. Volume de um prisma .......................................................................174
EXERCÍCIOS 12.2 ........................................................................................ 177
12.3. Pirâmide .............................................................................................181
12.3.1. Classificação de pirâmides ................................................................ 181
12.3.2. Área de superfície de pirâmides ........................................................ 182
12.3.3. Volume de uma pirâmide .................................................................. 183
EXERCÍCIOS 12.3 .........................................................................................188
12.4. Cilindro .............................................................................................. 191
12.4.1. Classificação .................................................................................... 191
12.4.2. Área da superfície de um cilindro ...................................................... 191
12.4.3. Volume de um cilindro ......................................................................192
EXERCÍCIOS 12.4 .........................................................................................194



12.5. Cone ..................................................................................................197
12.5.1. Classificação .................................................................................... 197
12.5.2. Área da superfície de um cone .......................................................... 198
12.5.3. Volume de um cone .......................................................................... 198
EXERCÍCIOS 12.5 ........................................................................................ 202
12.6. Esfera ................................................................................................ 205
12.6.1. Volume de uma esfera ......................................................................205
12.6.2. Área da superfície de uma esfera ...................................................... 207
EXERCÍCIOS 12.6 ........................................................................................ 208
CAP 13
13. GEOMETRIA ANALÍTICA PLANA ............................................................213
13.1. Distância entre dois pontos ................................................................. 213
13.2. Ponto médio ........................................................................................ 215
EXERCÍCIOS 13.1 ........................................................................................ 215
13.3. Vetores no plano ................................................................................. 217
EXERCÍCIOS 13.2 ........................................................................................ 223
13.3.1. Operações com vetores ..................................................................... 225
EXERCÍCIOS 13.3 ........................................................................................ 229
13.3.2. Produto escalar ou produto interno ................................................... 230
EXERCÍCIOS 13.4 ........................................................................................ 233
13.3.3. Aplicações vetoriais .......................................................................... 234
13.3.4. A área de um paralelogramo ............................................................. 236
13.3.5. A área de um triângulo .....................................................................237
13.3.6. A área de um polígono convexo qualquer ...........................................239
13.3.7. Teorema de Pick ...............................................................................241
13.3.8. Pontos colineares ............................................................................. 243
13.3.9. Baricentro de um triângulo ............................................................... 244
EXERCÍCIOS 13.5 ........................................................................................ 245
13.4. Retas no plano .................................................................................... 247
13.4.1. Coeficiente angular de uma reta ....................................................... 249
13.4.2. Posição relativa de retas ...................................................................250
EXERCÍCIOS 13.6 .........................................................................................254
13.4.3. Interseção de duas retas .................................................................. 255
13.4.4. Equação da reta que passa por um ponto ...........................................256
EXERCÍCIOS 13.7 .........................................................................................257
13.4.5. Ângulo entre retas ............................................................................ 258
13.4.6. Distância de um ponto a uma reta .................................................... 260
EXERCÍCIOS 13.8 ........................................................................................ 262
13.5. Circunferência ..................................................................................... 263
13.5.1. Reconhecimento de equação de circunferência ....................................264
13.5.2. Posição relativa de ponto e circunferência ..........................................265
13.5.3. Posição relativa de reta e circunferência ............................................ 267
13.5.4. Posição relativa entre duas circunferências .........................................269
EXERCÍCIOS 13.9 ........................................................................................ 273
13.6. Cônicas .............................................................................................. 274
13.6.1. Elipse .............................................................................................. 275
EXERCÍCIOS 13.10 .......................................................................................280



13.6.2. Hipérbole .........................................................................................283
EXERCÍCIOS 13.11 .......................................................................................286
13.6.3. Parábola ...........................................................................................287
13.6.4. A parábola e a função quadrática ...................................................... 289
EXERCÍCIOS 13.12 .......................................................................................293
13.7. Geometria no geogebra .......................................................................294
REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS ...............................................................301
TABELAS ...................................................................................................307
GABARITOS E SOLUÇÕES ..........................................................................311
SOBRE O AUTOR ......................................................................................329





10
GEOMETRIA

PLANA





GEOMETRIA
PLANA



24

MATEMÁTICA APLICADA ÀS CIÊNCIAS AGRÁRIAS - CONTEXTUALIZAÇÃO - MODELAGEM - TECNOLOGIA



25

GEOMETRIA PLANA



26

MATEMÁTICA APLICADA ÀS CIÊNCIAS AGRÁRIAS - CONTEXTUALIZAÇÃO - MODELAGEM - TECNOLOGIA



27

GEOMETRIA PLANA



28

MATEMÁTICA APLICADA ÀS CIÊNCIAS AGRÁRIAS - CONTEXTUALIZAÇÃO - MODELAGEM - TECNOLOGIA



29

GEOMETRIA PLANA



30

MATEMÁTICA APLICADA ÀS CIÊNCIAS AGRÁRIAS - CONTEXTUALIZAÇÃO - MODELAGEM - TECNOLOGIA



31

GEOMETRIA PLANA



32

MATEMÁTICA APLICADA ÀS CIÊNCIAS AGRÁRIAS - CONTEXTUALIZAÇÃO - MODELAGEM - TECNOLOGIA



33

GEOMETRIA PLANA



34

MATEMÁTICA APLICADA ÀS CIÊNCIAS AGRÁRIAS - CONTEXTUALIZAÇÃO - MODELAGEM - TECNOLOGIA



35

GEOMETRIA PLANA



36

MATEMÁTICA APLICADA ÀS CIÊNCIAS AGRÁRIAS - CONTEXTUALIZAÇÃO - MODELAGEM - TECNOLOGIA



37

GEOMETRIA PLANA



38

MATEMÁTICA APLICADA ÀS CIÊNCIAS AGRÁRIAS - CONTEXTUALIZAÇÃO - MODELAGEM - TECNOLOGIA



39

GEOMETRIA PLANA



40

MATEMÁTICA APLICADA ÀS CIÊNCIAS AGRÁRIAS - CONTEXTUALIZAÇÃO - MODELAGEM - TECNOLOGIA



41

GEOMETRIA PLANA



42

MATEMÁTICA APLICADA ÀS CIÊNCIAS AGRÁRIAS - CONTEXTUALIZAÇÃO - MODELAGEM - TECNOLOGIA



43

GEOMETRIA PLANA



44

MATEMÁTICA APLICADA ÀS CIÊNCIAS AGRÁRIAS - CONTEXTUALIZAÇÃO - MODELAGEM - TECNOLOGIA



45

GEOMETRIA PLANA



46

MATEMÁTICA APLICADA ÀS CIÊNCIAS AGRÁRIAS - CONTEXTUALIZAÇÃO - MODELAGEM - TECNOLOGIA



47

GEOMETRIA PLANA



48

MATEMÁTICA APLICADA ÀS CIÊNCIAS AGRÁRIAS - CONTEXTUALIZAÇÃO - MODELAGEM - TECNOLOGIA



49

GEOMETRIA PLANA



50

MATEMÁTICA APLICADA ÀS CIÊNCIAS AGRÁRIAS - CONTEXTUALIZAÇÃO - MODELAGEM - TECNOLOGIA



51

GEOMETRIA PLANA



52

MATEMÁTICA APLICADA ÀS CIÊNCIAS AGRÁRIAS - CONTEXTUALIZAÇÃO - MODELAGEM - TECNOLOGIA



53

GEOMETRIA PLANA



54

MATEMÁTICA APLICADA ÀS CIÊNCIAS AGRÁRIAS - CONTEXTUALIZAÇÃO - MODELAGEM - TECNOLOGIA



55

GEOMETRIA PLANA



56

MATEMÁTICA APLICADA ÀS CIÊNCIAS AGRÁRIAS - CONTEXTUALIZAÇÃO - MODELAGEM - TECNOLOGIA



57

GEOMETRIA PLANA



58

MATEMÁTICA APLICADA ÀS CIÊNCIAS AGRÁRIAS - CONTEXTUALIZAÇÃO - MODELAGEM - TECNOLOGIA



59

GEOMETRIA PLANA



60

MATEMÁTICA APLICADA ÀS CIÊNCIAS AGRÁRIAS - CONTEXTUALIZAÇÃO - MODELAGEM - TECNOLOGIA



61

GEOMETRIA PLANA



62

MATEMÁTICA APLICADA ÀS CIÊNCIAS AGRÁRIAS - CONTEXTUALIZAÇÃO - MODELAGEM - TECNOLOGIA



63

GEOMETRIA PLANA



64

MATEMÁTICA APLICADA ÀS CIÊNCIAS AGRÁRIAS - CONTEXTUALIZAÇÃO - MODELAGEM - TECNOLOGIA



65

GEOMETRIA PLANA



66

MATEMÁTICA APLICADA ÀS CIÊNCIAS AGRÁRIAS - CONTEXTUALIZAÇÃO - MODELAGEM - TECNOLOGIA



67

GEOMETRIA PLANA



68

MATEMÁTICA APLICADA ÀS CIÊNCIAS AGRÁRIAS - CONTEXTUALIZAÇÃO - MODELAGEM - TECNOLOGIA



69

GEOMETRIA PLANA



70

MATEMÁTICA APLICADA ÀS CIÊNCIAS AGRÁRIAS - CONTEXTUALIZAÇÃO - MODELAGEM - TECNOLOGIA



71

GEOMETRIA PLANA



72

MATEMÁTICA APLICADA ÀS CIÊNCIAS AGRÁRIAS - CONTEXTUALIZAÇÃO - MODELAGEM - TECNOLOGIA



73

GEOMETRIA PLANA



74

MATEMÁTICA APLICADA ÀS CIÊNCIAS AGRÁRIAS - CONTEXTUALIZAÇÃO - MODELAGEM - TECNOLOGIA



75

GEOMETRIA PLANA



76

MATEMÁTICA APLICADA ÀS CIÊNCIAS AGRÁRIAS - CONTEXTUALIZAÇÃO - MODELAGEM - TECNOLOGIA



77

GEOMETRIA PLANA



78

MATEMÁTICA APLICADA ÀS CIÊNCIAS AGRÁRIAS - CONTEXTUALIZAÇÃO - MODELAGEM - TECNOLOGIA



79

GEOMETRIA PLANA



80

MATEMÁTICA APLICADA ÀS CIÊNCIAS AGRÁRIAS - CONTEXTUALIZAÇÃO - MODELAGEM - TECNOLOGIA



81

GEOMETRIA PLANA



82

MATEMÁTICA APLICADA ÀS CIÊNCIAS AGRÁRIAS - CONTEXTUALIZAÇÃO - MODELAGEM - TECNOLOGIA



83

GEOMETRIA PLANA



84

MATEMÁTICA APLICADA ÀS CIÊNCIAS AGRÁRIAS - CONTEXTUALIZAÇÃO - MODELAGEM - TECNOLOGIA



85

GEOMETRIA PLANA



86

MATEMÁTICA APLICADA ÀS CIÊNCIAS AGRÁRIAS - CONTEXTUALIZAÇÃO - MODELAGEM - TECNOLOGIA



87

GEOMETRIA PLANA



88

MATEMÁTICA APLICADA ÀS CIÊNCIAS AGRÁRIAS - CONTEXTUALIZAÇÃO - MODELAGEM - TECNOLOGIA



89

GEOMETRIA PLANA



90

MATEMÁTICA APLICADA ÀS CIÊNCIAS AGRÁRIAS - CONTEXTUALIZAÇÃO - MODELAGEM - TECNOLOGIA



91

GEOMETRIA PLANA



92

MATEMÁTICA APLICADA ÀS CIÊNCIAS AGRÁRIAS - CONTEXTUALIZAÇÃO - MODELAGEM - TECNOLOGIA



93

GEOMETRIA PLANA



94

MATEMÁTICA APLICADA ÀS CIÊNCIAS AGRÁRIAS - CONTEXTUALIZAÇÃO - MODELAGEM - TECNOLOGIA



95

GEOMETRIA PLANA



96

MATEMÁTICA APLICADA ÀS CIÊNCIAS AGRÁRIAS - CONTEXTUALIZAÇÃO - MODELAGEM - TECNOLOGIA



97

GEOMETRIA PLANA



98

MATEMÁTICA APLICADA ÀS CIÊNCIAS AGRÁRIAS - CONTEXTUALIZAÇÃO - MODELAGEM - TECNOLOGIA



99

GEOMETRIA PLANA



100

MATEMÁTICA APLICADA ÀS CIÊNCIAS AGRÁRIAS - CONTEXTUALIZAÇÃO - MODELAGEM - TECNOLOGIA



101

GEOMETRIA PLANA



102

MATEMÁTICA APLICADA ÀS CIÊNCIAS AGRÁRIAS - CONTEXTUALIZAÇÃO - MODELAGEM - TECNOLOGIA



103

GEOMETRIA PLANA



104

MATEMÁTICA APLICADA ÀS CIÊNCIAS AGRÁRIAS - CONTEXTUALIZAÇÃO - MODELAGEM - TECNOLOGIA



105

GEOMETRIA PLANA





11
FUNÇÕES

TRIGONOMÉTRICAS





FUNÇÕES
TRIGONOMÉTRICAS



110

MATEMÁTICA APLICADA ÀS CIÊNCIAS AGRÁRIAS - CONTEXTUALIZAÇÃO - MODELAGEM - TECNOLOGIA



111

FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS



112

MATEMÁTICA APLICADA ÀS CIÊNCIAS AGRÁRIAS - CONTEXTUALIZAÇÃO - MODELAGEM - TECNOLOGIA



113

FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS



114

MATEMÁTICA APLICADA ÀS CIÊNCIAS AGRÁRIAS - CONTEXTUALIZAÇÃO - MODELAGEM - TECNOLOGIA



115

FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS



116

MATEMÁTICA APLICADA ÀS CIÊNCIAS AGRÁRIAS - CONTEXTUALIZAÇÃO - MODELAGEM - TECNOLOGIA



117

FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS



118

MATEMÁTICA APLICADA ÀS CIÊNCIAS AGRÁRIAS - CONTEXTUALIZAÇÃO - MODELAGEM - TECNOLOGIA



119

FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS



120

MATEMÁTICA APLICADA ÀS CIÊNCIAS AGRÁRIAS - CONTEXTUALIZAÇÃO - MODELAGEM - TECNOLOGIA



121

FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS



122

MATEMÁTICA APLICADA ÀS CIÊNCIAS AGRÁRIAS - CONTEXTUALIZAÇÃO - MODELAGEM - TECNOLOGIA



123

FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS



124

MATEMÁTICA APLICADA ÀS CIÊNCIAS AGRÁRIAS - CONTEXTUALIZAÇÃO - MODELAGEM - TECNOLOGIA



125

FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS



126

MATEMÁTICA APLICADA ÀS CIÊNCIAS AGRÁRIAS - CONTEXTUALIZAÇÃO - MODELAGEM - TECNOLOGIA



127

FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS



128

MATEMÁTICA APLICADA ÀS CIÊNCIAS AGRÁRIAS - CONTEXTUALIZAÇÃO - MODELAGEM - TECNOLOGIA



129

FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS



130

MATEMÁTICA APLICADA ÀS CIÊNCIAS AGRÁRIAS - CONTEXTUALIZAÇÃO - MODELAGEM - TECNOLOGIA



131

FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS



132

MATEMÁTICA APLICADA ÀS CIÊNCIAS AGRÁRIAS - CONTEXTUALIZAÇÃO - MODELAGEM - TECNOLOGIA



133

FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS



134

MATEMÁTICA APLICADA ÀS CIÊNCIAS AGRÁRIAS - CONTEXTUALIZAÇÃO - MODELAGEM - TECNOLOGIA



135

FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS



136

MATEMÁTICA APLICADA ÀS CIÊNCIAS AGRÁRIAS - CONTEXTUALIZAÇÃO - MODELAGEM - TECNOLOGIA



137

FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS



138

MATEMÁTICA APLICADA ÀS CIÊNCIAS AGRÁRIAS - CONTEXTUALIZAÇÃO - MODELAGEM - TECNOLOGIA



139

FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS



140

MATEMÁTICA APLICADA ÀS CIÊNCIAS AGRÁRIAS - CONTEXTUALIZAÇÃO - MODELAGEM - TECNOLOGIA



141

FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS



142

MATEMÁTICA APLICADA ÀS CIÊNCIAS AGRÁRIAS - CONTEXTUALIZAÇÃO - MODELAGEM - TECNOLOGIA



143

FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS



144

MATEMÁTICA APLICADA ÀS CIÊNCIAS AGRÁRIAS - CONTEXTUALIZAÇÃO - MODELAGEM - TECNOLOGIA



145

FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS



146

MATEMÁTICA APLICADA ÀS CIÊNCIAS AGRÁRIAS - CONTEXTUALIZAÇÃO - MODELAGEM - TECNOLOGIA



147

FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS



148

MATEMÁTICA APLICADA ÀS CIÊNCIAS AGRÁRIAS - CONTEXTUALIZAÇÃO - MODELAGEM - TECNOLOGIA



149

FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS



150

MATEMÁTICA APLICADA ÀS CIÊNCIAS AGRÁRIAS - CONTEXTUALIZAÇÃO - MODELAGEM - TECNOLOGIA



151

FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS



152

MATEMÁTICA APLICADA ÀS CIÊNCIAS AGRÁRIAS - CONTEXTUALIZAÇÃO - MODELAGEM - TECNOLOGIA



153

FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS



154

MATEMÁTICA APLICADA ÀS CIÊNCIAS AGRÁRIAS - CONTEXTUALIZAÇÃO - MODELAGEM - TECNOLOGIA



155

FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS



156

MATEMÁTICA APLICADA ÀS CIÊNCIAS AGRÁRIAS - CONTEXTUALIZAÇÃO - MODELAGEM - TECNOLOGIA



157

FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS





12
GEOMETRIA

ESPACIAL





GEOMETRIA
ESPACIAL



162

MATEMÁTICA APLICADA ÀS CIÊNCIAS AGRÁRIAS - CONTEXTUALIZAÇÃO - MODELAGEM - TECNOLOGIA



163

GEOMETRIA ESPACIAL



164

MATEMÁTICA APLICADA ÀS CIÊNCIAS AGRÁRIAS - CONTEXTUALIZAÇÃO - MODELAGEM - TECNOLOGIA



165

GEOMETRIA ESPACIAL



166

MATEMÁTICA APLICADA ÀS CIÊNCIAS AGRÁRIAS - CONTEXTUALIZAÇÃO - MODELAGEM - TECNOLOGIA



167

GEOMETRIA ESPACIAL



168

MATEMÁTICA APLICADA ÀS CIÊNCIAS AGRÁRIAS - CONTEXTUALIZAÇÃO - MODELAGEM - TECNOLOGIA



169

GEOMETRIA ESPACIAL



ao formar um poliedro no espaço. Veja o exemplo para o triângulo equilátero: 

Nesse entendimento, 

(𝑛𝑛	 − 	2).180°
𝑛𝑛

. 𝑥𝑥 < 360° ⇒ (	𝑛𝑛	 − 	2). 𝑥𝑥	 < 	2	𝑛𝑛 ⇒	 𝑥𝑥 <
2.𝑛𝑛

𝑛𝑛 − 2
(5).		 	

Iniciando por 𝑛𝑛 = 3, triângulos equiláteros, encontramos 𝑥𝑥 < 6 na expressão 

(5). Entretanto, cada vértice precisa partir pelo menos três arestas, isto é, 𝑥𝑥 ≥ 3. 

Desse modo, os três casos possíveis são 𝑥𝑥 = 3,	𝑥𝑥 = 4	e	𝑥𝑥 = 5. Substituindo esses 

valores em (4), obtemos: 

Para 𝑥𝑥 = 3 ⇒	F = 
H.]

D.2MD.]S2.]
=

H.,
D.,MD.,S,.,

= 4	⇒	 Tetraedro . 

Para 𝑥𝑥 = 4	 ⇒	 F = 
H.]

D.2MD.]S2.]
=

H.H
D.,MD.HS,.H

= 8	⇒	Octaedro . 

Para 𝑥𝑥 = 5 ⇒	F = 
H.]

D.2MD.]S2.]
=

H.*
D.,MD.*S,.*

= 20	⇒	 Icosaedro . 

Agora, se 𝑛𝑛 = 4, quadrados, a expressão (5) nos dá 𝑥𝑥 < 4. Como 𝑥𝑥 ≥ 3, então: 

Para 𝑥𝑥 = 3  ⇒	F = 
H.]

D.2MD.]S2.]
=

H.,
D.HMD.,SH.,

= 6	⇒	Hexaedro	(Cubo) . 

Se 𝑛𝑛 = 5, pentágonos regulares, temos 𝑥𝑥 < 4 e 𝑥𝑥 ≥ 3. E assim: 

Para 𝑥𝑥 = 3   ⇒	F = 
H.]

D.2MD.]S2.]
=

H.,
D.*MD.,S*.,

= 12	 ⇒ 	Dodecaedro . 

Exemplos de poliedros não regulares: 

Observe que, embora os poliedros acima possuam faces formadas por polígonos 
regulares, eles não são poliedros regulares. 

  Motivo: Possui faces diferentes. 

Motivo: O número de arestas que parte 

do vértice superior é diferente do vértice 

lateral. 
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EXERCÍCIOS 13.7 

1)Quais as coordenadas do ponto de interseção das retas 2𝑥𝑥	– 	5𝑦𝑦	– 	13	 = 	0 e

−2𝑥𝑥 + 	𝑦𝑦	 + 	9	 = 	0?

2)Quais as coordenadas do ponto de interseção da reta 6𝑥𝑥	– 	7𝑦𝑦 + 	10	 = 	0, com

a bissetriz dos quadrantes ímpares? 

3)Qual é a equação da reta que passa pelo ponto A(1,1) e é paralela à reta

𝑦𝑦	 =	−2𝑥𝑥	 + 1? 

4)Determine a equação da reta que passa pelo ponto (-5,4) e é perpendicular

à reta 2𝑥𝑥	– 	𝑦𝑦 + 	7	 = 	0. 

5) Seja 𝑟𝑟 a reta que passa pelos pontos (0,1) e (1,0). Calcule a equação da

reta 𝑠𝑠 que passa pelo ponto (1,2) e é perpendicular à reta 𝑟𝑟. 

6)Qual a posição relativa das retas
	]
,
+

	r	
L

= 1 e 
	]	
L
=
	r	
,

?

7) (V.UNIF.RS) As reta 𝑟𝑟 e 𝑠𝑠 da figura intersectam-se no ponto de ordenada:

a)
L
C

b)
D
C

c)
Y
E

d)
Z
D

e)
QQ
[

   
 

8) Pode-se afirmar sobre o sistema de equações formado pelas equações das 
duas retas que estão na figura, que: 

a) Não tem solução
b) Tem como solução o ponto (-100,-100).
c) Tem como solução o ponto (100,100).
d) Tem infinitas soluções.
e) Tem duas soluções.
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EXERCÍCIOS 13.10 

1) Uma elipse tem eixo maior medindo 26 cm e eixo menor medido 10cm.
Calcule a distância focal e a excentricidade dessa elipse. 

2) Uma elipse centrada na origem, possui eixo maior de 29cm que está sobre

o eixo 𝑦𝑦 e eixo menor de 20cm. Calcule a excentricidade, as coordenadas do foco e

a equação dessa elipse.

3) Calcule a equação das elipses abaixo, sabendo que os pontos em destaque
são os focos. 

a)  b) 

c)    d) 

4) Calcule as coordenadas dos focos e área da elipse a seguir.

5) Uma elipse possui excentricidade de 0,6 e eixo menor medindo 16 cm.
Calcule  o tamanho do eixo maior e a distância focal. 

6) (UFV – MG) Um satélite descreve uma órbita elíptica em torno da Terra.
Considerando a Terra como um ponto na origem do sistema de coordenadas, a 

equação da órbita do satélite é dada por 9𝑥𝑥! + 25𝑦𝑦! − 288𝑥𝑥 − 1296 = 0, onde 𝑥𝑥 e 

𝑦𝑦 são medidos em milhares de quilômetros. Nessas condições, é correto afirmar 

que: 
a) a menor distância do satélite à Terra é 16000 km.
b) a distância do ponto (16, 12) da órbita do satélite à Terra é 28000 km.
c) a maior distância do satélite à Terra é 36000 km.
d) a órbita do satélite passa pelo ponto de coordenadas (0, 36).
e) a excentricidade da órbita do satélite é 3/4.

7) (UERJ) O logotipo de uma empresa é formado por duas circunferências
concêntricas tangentes a uma elipse, como mostra a figura abaixo. A elipse tem 
excentricidade 0,6 e seu eixo menor mede 8 unidades. A área da região por ela 
limitada é dada por a ⋅b⋅	π, em que a e b são as medidas dos seus semieixos. Calcule 

a área da região definida pela cor cinza. 

8) (UEL-PR) Em uma praça dispõe-se de uma região retangular de 20m de
comprimento por 16m de largura para construir um jardim. A exemplo de outros 
canteiros, este deverá ter a forma elíptica e estar inscrito nessa região retangular. 
Para aguá-lo, serão colocados dois aspersores nos pontos que correspondem aos 
focos da elipse. Qual será a distância entre os aspersores?  

a) 4m    b) 6m    c) 8m    d) 10m    e) 12m

9) (ENEM) Uma elipse é uma seção plana de um cilindro circular reto, em que
o plano que intersecta o cilindro é oblíquo ao eixo do cilindro (Figura 1). É possível
construir um sólido de nome elipsoide que, quando seccionado por três planos

perpendiculares entre si, mostram elipses de diferentes semieixos 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 e 𝑐𝑐, como

na Figura 2. O volume de um elipsoide de semieixos 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 e 𝑐𝑐 é dado por V=4/3π𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎.
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EXERCÍCIOS 13.11 

1) Uma hipérbole centrada na origem, tem eixo real sobre o eixo 𝑥𝑥 medindo

24cm e eixo imaginário medindo 10cm. Escreva a equação dessa hipérbole e 

determine as coordenadas do foco. 

2) Uma hipérbole centrada na origem, tem eixo real sobre o eixo 𝑦𝑦 medindo

30cm e eixo imaginário medindo 16cm. Escreva a equação dessa hipérbole e 

determine as coordenadas do foco. 

3) Calcule a distância focal, a excentricidade e a equação de uma hipérbole

equilátera cujos focos estão sobre os pontos (0, 6) e (0, –6). 

4) Calcule a equação das seguintes hipérboles:

a)  b) 

c) d) 
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EXERCÍCIOS 13.12 

1) Escreva a equação da parábola com vértice na origem e foco em 𝐹𝐹(0,2).

2) Escreva a equação da parábola com vértice na origem e foco em 𝐹𝐹(0,−1).

3) Calcule a equação da parábola com vértice na origem, cuja reta diretriz é

𝑥𝑥 = 2. 

4) Calcule a equação de um parábola com vértice na origem, cuja reta diretriz

é 𝑥𝑥 = −6 . 

5) Calcule a equação das parábolas representadas abaixo:

a)  b) 

c)  d) 

6) Calcule a equação da reta tangente à parábola 𝑦𝑦 = 2𝑥𝑥! − 4 no ponto (1, -2).

7) Calcule a equação da reta tangente à parábola 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥! no ponto (0, 0) e

explique por que o coeficiente angular é nulo. 

8) Calcule as coordenadas do foco, do vértice e a equação da reta diretriz da

parábola 𝑥𝑥! − 8𝑥𝑥 + 8𝑦𝑦+ 8 = 0. 

9) Calcule as coordenadas do foco, do vértice e a equação da reta diretriz da

parábola 𝑦𝑦! + 2𝑦𝑦 + 8𝑥𝑥− 7 = 0. 
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