MATEMATICA APLICADA AS

CIENCIAS
Hi.pRHRIH

CO NTEXTUALIZACAO MODELAGEI\/I TECNOLOGIA

(\NN\

N
sl'

EDIFAP’



MATEMATICA APLICADA AS

CIENCIRS
FOGRERIFE

CONTEXTUALIZACAO - MODELAGEM - TECNOLOGIA







INSTITUTO
FEDERAL

Amapa

CONSELHO EDITORIAL CIENTIFICO

Abilio Eduardo
(Universidade Katyavala Bwila - AO)
Adriano Fonseca
(Universidade Federal do Tocantins - BR)
Aldo Parra
(Universidad Del Cauca - CO)
Alexandre Pais
(Manchester University - UK)
Armando Aroca
(Universidad del Atlantico - CO)
Eliane Vasquez
(Universidade Federal do Amapa - BR)
Elisdngela Melo
(Universidade Federal do Tocantins - BR)
Hilbert Blanco
(Universidad de Narifio - CO)
leda Giongo
(Universidade do Vale do Taquari - BR)
Natividad Adamuz
(Universidad de Cérdoba - ES)
Nuno Vieira
(Universidade Luséfona - PT)
Savio Bicho
(Universidade Federal do Sul e Sudeste do Paré - BR)




onm
[ [}
[ [ 1]
am
INSTITUTO
FEDERAL

Amapa

CONSELHO EDITORIAL DO IFAP

Titulares

Flavia Karolina Lima Duarte Barbosa
Luiz Ricardo Fernandes de Farias Aires
José Rodrigo Sousa de Lima Deniur
Nilvan Carvalho Melo
Darley Calderaro Leal Matos
Welber Carlos Andrade da Silva
Diego Armando Silva da Silva
Marialva do Socorro Ramalho de Oliveira de Almeida
Larissa Pinheiro de Melo
Suany Rodrigues da Cunha
Carlos Alexandre Santana Oliveira

Suplentes

Ivan Gomes Pereira
Jéssica de Oliveira Pontes Nobrega
Cleber Macedo de Oliveira
Joadson Rodrigues da Silva Freitas
Adrielma Nunes Ferreira Bronze
Johnny Gilberto Moraes Coelho
Mabia Nunes Toscano
Victor Hugo Gomes Sales
Themistocles Raphael Gomes Sobrinho
Romaro Antonio Silva




FRANCIELCK DOMINGOS FREIRE
Autor

MATEMATICA APLICADA AS

CIENCIAS
FOCRERIFE

CONTEXTUALIZACAO - MODELAGEM - TECNOLOGIA

\¢

EDIFAP

Macapa
2024



MATEMATICA APLICADA AS CIENCIAS AGRARIAS
CONTEXTUALIZAGAO - MODELAGEM - TECNOLOGIA

Todos os direitos reservados. E permitida a reproducéo parcial ou total
desta obra, desde que citada a fonte e que ndo seja para venda ou qualquer
fim comercial.Os artigos assinados, no que diz respeito tanto a linguagem
quanto ao conteudo, ndo refletem necessariamente a opinido da Editora do
Instituto Federal do Amapa. As opinides sdo de responsabilidade exclusiva dos
respectivos autores. A revisao textual, formatagdo e adequag¢do as normas ABNT
sdo de responsabilidade dos autores

EQUIPE TECNICA EDITORIAL

Flavia Karolina Lima Duarte Barbosa Romaro Antonio Silva  Luiz Ricardo Fernandes Farias Aires

Editora Chefa | Editor adjunto | Editor adjunto
Ivan Gomes Pereira Suzana Cardoso
Diagramador | Bibliotecéria

DIAGRAMAGAO, PROJETO GRAFICO E CAPA

lvan Gomes Pereira

Dados Internacionais de Catalogagdo na Publicagio (CIP)

F866m  Freire, Francielck Domingos.
Matematica aplicada as Ciéncias Agrarias :
contextualizag¢do, modelagem, tecnologia / Francielck
Domingos Freire. — Macapa : Edifap, 2024.
260f. :1l. ; v.3.

ISBN 978-65-89513-34-6 (digital)
978-65-89513-33-9 (impresso)

Volume 3: Ensino médio técnico

1. Matematica — ciéncias agrarias. 2. Modelagem —
matematica. 3. Ci€ncias Agrarias - matematica. I1. Titulo.

CDD 510

Ficha Catalografica elaborada pela Bibliotecaria Suzana Cardoso, CRB 1.142,
com dados fornecidos pela Editora do IFAP




A meus filhos, Vinicius e Kaud,
e a minha esposa, Ligele Cristine.






AGRADECIMENTOS

Por esse trabalho, gostaria de agradecer imensamente a equipe
técnica do Instituto Federal do Amapa - Campus Porto Grande, em
particular, aos amigos e colaboradores: Alyne Cristina Sodré Lima,
Antonio Francelino de Oliveira Filho, Breno Henrique Pedroso, Jodo
Maria do Amaral Junior, Marcelo Batista Teixeira, Osvaldo de Mello
Campelo Vasconcelos e, em especial, ao excelente profissional, Cle-
ber Machado de Oliveira, por algumas revisdes técnicas e valiosas
contribuicdes.

Agradecimento aos pares, amigos e excelentes professores de
matematica que contribuirem com criticas, sugestdes e revisoes:
Carlos Santana, Dejildo Roque, Eduardo Rosario, Helington Franzotti,
Hilton Bruno, Paulo Robson e Ruda Magalhaes.

Aos colegas da Biblioteca do instituto federal do Amapa do
Campus Porto Grande: Ronny Nunes e Tabata Brito, pela paciéncia
durante minhas consultas exaustivas e empréstimos exagerados.

Aos académicos das turmas 2019.1 e 2018.2 de Engenharia
agron6mica do IFAP- Campus Porto Grande, 2022.1 de Engenharia
civil do IFAP - Campus Macapa e aos académicos de licenciatura em
Matematica IFAP - Campus Macapd, que trabalharam os textos e
contribuiram para sua construcdo. Singular gratiddo aos alunos mais
dedicados dessas turmas: Joao Vitor de Andrade Soares, Lucival Jessé
Morais da Silva, Ledegelson Moura de Souza e Josué Silva Galvao.

Por fim, um agradecimento mais que especial ao meu pai (in
memoriam), a minha mae e a minha familia: Ligele Cristine (esposa),
Vinicius Freire e Kaud Freire (filhos), pela paciéncia e compreensao
pelas minhas auséncias enquanto estudava, pesquisava e escrevia.






PREFACIO

Esse livro-texto € uma coletanea de partes dos textos de um
livro-caderno, objeto de minha dissertacao de mestrado (FREIRE,
2014) publicada em 2014 e de pesquisas de aplicacdo da Matema-
tica as ciéncias agrarias.

O livro-caderno (FREIRE, 2013) objeto dessa dissertacao, foi
um dos projetos desenvolvidos na escola estadual Esther da Silva
Virgolino no estado do Amapa e é um dos trabalhos pelo qual tenho
muito orgulho em ter escrito. Além de ser um material didatico gra-
tuito (por isso nao foi publicado) em que o aluno ndo copiava con-
teldos em seu caderno, oportunizava também a contextualizagdo
de conteldos matematicos e o uso de tecnologias em sala de aula.

E nesse sentido de contextualizacdo e do uso de tecnologias,
pensando em um livro com viés didatico concomitante a modelagem
matematica, que escrevi essa coletanea.

Quando comecei a lecionar no Instituto Federal do Amapa -
Campus Agricola Porto Grande, os problemas didaticos encontrados no
instituto eram similares aos das escolas estaduais onde lecionava ante-
riormente: os livros didaticos disponibilizados pelo MEC ndo eram apli-
caveis a realidade profissional de cada curso, seja técnico ou superior.

E além disso, o Unico livro de Matematica (FERREIRA, 1999)
com aplicacdo as ciéncias agrarias (inclusive, um excelente livro de
bibliografia complementar), ndo possuia todos os contelidos exigi-
dos nos componentes dos cursos. Lembro, por exemplo, que muitos
professores que ministravam componentes técnicos nos cursos de



agronegdcio, agropecuaria ou agroecologia do campus, reclamavam
gue os alunos, entre outras coisas, nao sabiam resolver e nem apli-
car regra de trés, conteldo indispensavel para o desenvolvimento
do componente. Isso me incomodaval!

E os alunos em contrapartida, questionavam-me: “Profes-
sor! em que situagdes de minha vida profissional irei aplicar tal
conteldo matematico?”. Respostas improvisadas eram dadas e
embora razoaveis, ndo satisfaziam a mim, e talvez, nem a eles.
Algo faltava!

Resolvi, entdo, pesquisar sobre abordagens e aplicacbes ma-
tematicas na area. A contextualizacdo passou a ser, diante desse
cenario, um dos pilares fundamentais da pesquisa. Mas, nao que-
ria fazé-la de qualquer forma. Ndo poderia ser ingénua ou sem
sentido, precisava ser técnica, adequada e pratica ao curso. Foi ai
gue surgiu uma parceria com os colegas professores da area técni-
ca do Campus (cujos nomes estdo nos agradecimentos), que nao sé
incentivaram a producdo desse material, como também sugeriram
varias bibliografias, modelos de aplicacdo, dicas e participacdao na
elaboracdo de conteldos e exercicios. A contextualizagdo presumi-
damente alcancada com essas caracteristicas, pode ser apreciada
em demasia nessa colegcdo e segue 0 organograma a seguir.

Uma vez contextualizado os conteldos, era necessario colo-
car em pratica o que havia sido ensinado. Foi entdo que elaborei
um projeto de pesquisa: “uso de modelagem matematica no culti-
vo de alface”, que foi realizado no mesmo instituto e campus, sob
minha orientacdo, com contribuicdo inestimavel do agrénomo Cle-
ber Machado de Oliveira, e desenvolvido pelos alunos: Cleverton
Franga Vaz, Jodo Vitor de Andrade Soares (académicos de enge-
nharia agronémica) e Antonio Sales Maciel (aluno do curso técnico
em agronegocio).

Nesse projeto, foi possivel acompanhar o desenvolvimento da
alface em doses diferentes de nitrogénio, descobrir qual o modelo
matematico que se ajusta aos parametros de crescimento dessa
hortalica e, a partir desse modelo, resultado da regressao (presen-
te nesse livro), identificar qual dose de nitrogénio seria ideal para
a otimizacao da producdo do cultivo (em termos matematicos: o
maximo ou minimo da funcdo). Ficou evidente, com esse projeto
e a partir de diversas pesquisas sobre experimentos agrarios (li-
vros, revistas cientificas, artigos, trabalhos de conclusdo de curso,
dissertagbes, etc.), a importancia da modelagem matematica para
as ciéncias agrarias. E o que o leitor também ird encontrar nessa
colegao segundo o organograma a seguir.



Modelagem Matematica

Formular Obter interpretar

Problemas do Modelo Conclusoes Previsdes/Projecoes
mundo relal matemético matemadticas sobre o problemas
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Testar

Contudo, embora os alunos desse projeto tenham posto em
pratica o que aprenderam em sala de aula, como teorias e calculos
(a mao), a tecnologia se fez necessaria como ferramenta auxiliar de
confirmacdo de dados e interpretacdo de resultados. Na verdade, é
dificil imaginar algum técnico ou engenheiro da area nao utilizando
tais ferramentas no exercicio de sua profissdao. E o que também
propoe essa colegao.

Em todos os volumes da colegdo, convenientemente, é ensina-
da, com imagens ilustrativas e passo a passo, a utilizacdo de recur-
sos tecnoldgicos, como calculadoras cientificas, planilhas eletrénicas
e softwares graficos, para que o leitor tenha a sua disposigdo outras
ferramentas auxiliares de conhecimento.

Tecnologias na matematica

Utilizar Obter interpretar

Problemas do Tecnologias Modelo Previsdes/Projecoes
mundo relal matemético sobre o problemas

V\

Testar

A calculadora cientifica sugerida na colegdo para uso é a Vinacal
VN-500MS. No entanto, os comandos utilizados nessa calculadora sao
praticamente os mesmos utilizados em muitas outras calculadoras,
como a Casio FX-82MS, por exemplo.

Ja a planilha eletronica utilizada no material é da Microsoft
excel para Mac, versdo 16.67. Ndo obstante, os comandos utilizados
nesse software sdo os mesmos para qualquer versao e para qual-
quer sistema operacional, seja o Windows, MacOs ou Linux.

Quanto ao software grafico foi utilizado o software geogebra
classic versdo 5.0. O geogebra é um software gratuito e de cédigo
aberto que permite de forma intuitiva a iteracao entre diversas fren-
tes matematicas como geometria, algebra, além de construcgdo e
analise de graficos, entre outros. O download do software, seja para



computador ou smartphone pode ser feito gratuitamente pelo site
geogebra.org. Ha opcdao também de utilizar o software on-line (sem

precisa instalar) no mesmo enderego eletrénico.

Calculadora vinacal VN-500MS (a esquerda) e
Planilha excel (a direita)

i GeoGebrs  Amubo  Ediw Exbr  Opgles  Fernmentar  Jarels  Ajuda  Materiais do Geseo
eoe Geababra Classic §

- [ Bl sl = LA [So#] [a=z] [
AL B () B 4] N 1= 4
v Janala de Algebra %+ Janela de Vissalizagin

L3

5

E

2

Geogebraclassic-versdo5.0

Em termos de estrutura, a colecdo matematica aplicada as
ciéncias agrarias é dividida em quatro volumes. Os volumes 1, 2 e
3 sdo voltados para o ensino médio técnico em agroecologia, agro-
negocio, agropecuaria ou qualquer nivel médio técnico em ciéncias
agrarias. Ja o volume 4 é destinado ao nivel superior em engenharia
agron6mica, engenharia agricola ou qualquer outro nivel superior,
porém as aplicagbes sao destinadas as ciéncias agrarias.

Cada volume é dividido em unidades, cada unidade em secbes
e cada secao em subsecdes, de forma sequencial. Por exemplo:
Unidade 12, secdo 12.1 e subsecdo 12.1.1. Os exercicios sdao nu-
merados de acordo com a unidade e a ordem do exercicio dentro
dessa unidade. Por exemplo: exercicios 12.1, exercicios 12.2, etc.
Nos volumes 1, 2 e 3 os exercicios de aplicacao estao intercalados
com os exercicios comuns (de nivel médio), enquanto no volume 4,
os exercicios de aplicacdao ficam sempre no final da unidade e sdo
separados dos demais.

Além dos exercicios elaborados pelo autor com base na con-
textualizagdo, modelagem e tecnologia, ha também exercicios se-
lecionados criteriosamente do ENEM, ENADE, outras instituicdes e
vestibulares. Todos sao selecionados com base no contelido das uni-
dades afins e ordenados em ordem de dificuldade.



Na colegdo, também é possivel encontrar a matematica pura,
com teoremas (inéditos, inclusive) e demonstracbes (algumas iné-
ditas, também), sempre discorridas com cuidados técnicos e forma-
lidades que um bom livro de matematica exige.

Por fim, € uma colegdo de livros didaticos elaborados com o
objetivo de assessorar professores e profissionais da area, e de dar
um embasamento tedrico mais contundente aos alunos e académi-
cos da area. Modestamente, é o que espero!

Francielck Domingos Freire
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MATRIZES E SISTEMAS LINEARES

H& varias aplicagfes de matrizes e sistemas lineares em muitas dreas como a
Informatica, a Fisica, a Quimica, a Engenharia, a Economia, e outras ciéncias como
as Ciéncias Agrdrias. Na informatica, as matrizes sdo encontradas em programas
como subsidio aos calculos matematicos, em planilhas eletrénicas e programagao.
Na Economia elas auxiliam na interpretagdo de graficos e dados estatisticos. Na
Engenharia, contribuem para o calculo estrutural e distribuigdo de materiais em
geral. E nas Ciéncias Agrarias, na organizagdo dos dados de um experimento, na
formulagdo de adubos, e em situagBes em que se faz necessario dispor os dados
em duas dimensdes.

14.1. Matrizes
14.1.1. Definicdo de matriz

Definicao 14.1.1.1: Definimos uma matriz de ordem m por n (escreve-se

mxit), uma tabela formada por elementos distribuidos em m linhas e n colunas.
Exemplos:

0o 1
e |—4 5| = Possui trés linhas e quatro colunas, portanto, ordem 3x2.
2 1
|? Z| = Possui duas linhas e duas colunas. E uma matriz de ordem 2x2.
1 2 3 - -
* |4 s 6| = E uma matriz de ordem 2x3.
-5 1 1 .
L3 3 5 —2|=E uma matriz 3x3.
9 9 0 Nimero de
colunas
17 1 01
2—-1 0 31 5
L3 1 0 1 4 0 | =E uma matriz 5x5.
2 0 0 10
01 —100 Numero de

linhas



14.1.2. Representacao de matrizes

Uma matriz é representada normalmente por uma letra maildscula do nosso
alfabeto e os seus elementos por letras mindsculas na forma x;;.
Exemplos:
e A= [al-j] é uma matriz A de m linhas, n colunas e de elementos a;;,

em que i é a linha em que se encontra o elemento e j, a coluna.
e B = [bi]-] . € uma matriz B de p linhas, g colunas e de elementos b;;,
pxq

em que i é a linha em que se encontra o elemento e j, a coluna.

Em forma de tabela uma matriz A, por exemplo, pode ser assim representada:

ai;r A1z A9z d1g - Qi

dzq (32 dzz dzg .. d2p
A=|Q31 a3z dazz dzyz .- dapn

Am1 Amz Ap3z Ama 7 Amalp

Exemplos:

° |‘6L _31| = E uma matriz 2x2 em que a;; =4 (linha 1, coluna 1), a;, =

—11 (linha 1, coluna 2), a,, = 6 (linha 2, coluna 1) e a,, = 0 (linha 2, coluna 2).

-1 0 7 5
e |4 3 —1 5|= E uma matriz 3x4 onde os elementos sdo: a;; = —1,

6 2 9 0
a;,=0,ay3=7, a;4,=5, Ay =4, ay; =3,a;3=—1,0,,=05,a3, =6, a3, =

2,a33:9ea34_:0.

Conforme mencionado no inicic da unidade, podemos utilizar as matrizes como
forma de organizagdo e analise de dados.

Exemplo: (UERJ-adaptada) A temperatura corporal de um paciente foi medida,
em graus Celsius, trés vezes ao dia (de manha, de tarde e de noite), durante cinco

dias. Cada elemento a;; da matriz abaixo corresponde & temperatura observada no

instante { do dia j. 35,6 36,4 38,6 38,0 36,0
36,1 37,0 37,2 40,5 40,4

Julgue as afirmativas a seguir.
35,5 35,7 36,1 37,5 39,2

I - No momento a.3, 0 paciente estava com a temperatura de 37,2.

II - Atemperatura do segundo dia a noite € a mesma do quinto dia pela manha.

I[IT — A maior temperatura ocorreu em dg;.

Solugdo: | - correta, pois o elemento da segunda linha e terceira coluna é de fato
35,7. I - falsa, pois az; = 35,7 é diferente de a;5 =36,0. 1Il - falsa, pois a maior

temperatura é 40,5 e encontra-se na posicio do elemento a,4 e nfio a,,.
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14.1.3. Tipos de matrizes

Algumas matrizes recebem uma denominagcdo especial de acordo com sua
caracteristica.

Matriz quadrada: E toda matriz que possui o numero de linhas igual ao
numero de colunas.

Quando a matriz é quadrada dizemos apenas que é ela de ordem n (ja que
m=n).

Toda matriz quadrada possui duas diagonais: a diagonal principal, composta
pelos elementos em que i = j: a4, Q32 ,A3z3, ..., Ann, € a diagonal secundaria que
é a segunda diagonal da matriz onde i +j =n + 1.

Veja ambas as diagonais de uma matriz de ordem 2 e ordem 3,
respectivamente:

Z}{ Diagonal secundaria

Diagonal principal

7 Diagonal secundaria

Diagonal principal
As matrizes quadradas possui ainda outra classificagoes.

Matriz triangular: E toda matriz quadrada cujos elementos abaixo ou acima
da diagonal principal sdao nulos.
Exemplos:

. %%“ = Matriz triangular superior: Elementos acima da diagonal principal

= Matriz triangular inferior: Elementos abaixo da diagonal

principal sdo nao nulos e acima sao nulos.

Matriz Diagonal: E toda matriz quadrada cujos elementos que nao estdao na
diagonal principal sao nulos.
Exemplos:

. |1 0 23 0 O
0o 4 D 0 1 0
0O 0 —4

Matriz Identidade: E toda matriz quadrada em que os elementos que estdo
na diagonal principal sdo iguais a 1 e 0os elementos que ndo estdo na diagonal
principal sao iguais a zero.

Exemplos:

° |é 2| = matriz identidade de ordem 2;
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4

matriz identidade de ordem 3;

= matriz identidade de ordem 5.

S OC O M OO M
OO RO ORO
CORPR OO PO
oFooO
ROoOC OO

Matriz simétrica: E uma matriz quadrada que possui os elementos a,, = .4,
a;3; = dzy, dzz = dz3, ..., OU seja, a;; = a;; . EmM outras palavras, € a matriz que

possui simetricamente os elementos iguais em relagdo a diagonal principal.
Exemplos:

Elementos simetricamente iguais em
° relagiio a diagonal principal

Diagonal principal

Diagonal principal

Outros tipos de matrizes:

Matriz Nula: E toda matriz (quadrada ou ndo) em que todos os elementos sio
nulos (iguais a zero).
Exemplos:

. |8 8|= matriz nula de ordem 2;

00 0 0O
0 0 0 0 0O
0 0 0 0 0O

. = matriz nula de ordem 3x5.

Matriz linha: Possui somente uma linha, ou seja, do tipo:1 X n.
Exemplos:
e |1 5|= matriz linha de ordem 1x2;

e |1 —1 0 2|= matriz linha de ordem 1x4.

Matriz coluna: Possui somente uma coluna, isto €, do tipo: m x 1
Exemplos:

. |:2)’|:> matriz coluna de ordem 2x1;

1
0
-3

= matriz coluna de ordem 3x1.
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14.1.4. Operacoes com matrizes

Nesta subsecdo, anunciaremos as definigbes de elemento neutro, igualdade
entre matrizes e a transposta de uma matriz. E além disso, aprenderemos a somar,
subtrair, multiplicar matrizes ou multiplicar uma matriz por um ndmero real.

Definicao 14.1.4.1 (Igualdade de matrizes): Sendo 4 = [aij] e B = [bpq],

dizemos que A € igual a B se, paratodo i =p e j = g, temos sempre a;; = byg,.

De uma forma mais didatica, podemos dizer que duas matrizes sdo iguais
quando possuem a mesma ordem e elementos correspondentes iguais (elementos
na mesma posigdo sdo idénticos).

Exemplo: Calcular x e y em |_42 (1) = |Z ;

Solugao: Para que duas matrizes sejam iguais é necessario que seus elementos
correspondentes (na mesma posicdo) sejam iguais. Entdo, ja que 1 = 1, 4 = 4, entdo é

preciso que -2 sejaigual a x e 0 sejaigual a y. Resposta:[x = —2] e[y = O|.

20 exemplo: Determinar os valores de x,y e z, a seguir.

2x 12 0 10 3y O
0 20+x 1|=]0 =22 1
-3 4 2 -3 4 2

Solugao: 2x = 10 =>x=12—0 < | =5\

20+ %= g2 = F£F=20+8 = =25 = z==425 = [a=25}
12
e Ll S bty T
Definigao 14.1.4.2 (transposta de uma matriz): A transposta de uma
matriz A = [aif]an é outra matriz que indicamos por A = [bji]nxm' onde b;; =

a;;. De outra forma, dada uma matriz 4, a sua transposta A' é uma matriz formada

pelos os elementos das linhas da matriz A dispostos em colunas, ordenadamente.

Exemplos:

e A=
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O leitor deve ter observado que essa uUltima matriz transposta e sua transposta
sdo iguais. Isso se deve ao fato (unicamente) da matriz A ser simétrica, nao

ocorrendo em outras matrizes nao-simétricas.
Outros exemplos:
(2 1
* A_(4 3)

Colocando as linhas em formas de colunas ordenadamente: A® = (i g

3 3 9
5 7 9
e B=|9 11 8
4 7 0
-1 3 9

365 9 4 —1
Colocando as linhas em colunas ordenadamente: B*=|3 7 11 7 3

9 8 8 O g

E imediato perceber que ao calcular a transposta da transposta, voltamos a
matriz original novamente, ou seja, (At )t = 4.

Definiciio 14.1.4.3 (adicio de matrizes): Se A4 = [aif]an e B =
[bl-]-] sdo duas matrizes de mesma ordem, a matriz C = [cl-j] denotada por
mMX7r mxn

A + B édada por ¢;; = a;; + b;j. De outra forma, a soma de duas (ou mais) matrizes

de mesma ordem (e somente de mesma ordem) é dada pela soma dos elementos
correspondentes (que estdo respectivamente na mesma posigao em cada matriz).

15 13 3 =2
Exe"'p'°'|12 7|+|—12 6|
Solu €I'__J'_| 5+3 13+(—2)| _| 8 13—2| _|8 11
903112 + (—12) 7+6 -4z 13 | T lg 13l
1 2 0 -1 3 5
2° exemplo: g _82 _11 + (2) _25 g
-1 1 2 4 4 -1
1+ (-1) 2+3 0+5 g 5 5
= 0+2 =24 (—5) 1+4 |2 =F 5
Solugdo:| , . 4 8+ 2 443 |l 10 2
—1+4 1+4 24+ (—1) 3 5 1

Definicao 14.1.4.4 (matriz oposta): Dada a matriz A = [aff]an define-se

como a matriz oposta de A, a matriz —A = [—al-j] . De outro modo, a oposta de

mxn

uma matriz € um outra matriz cujos elementos s3o os opostos da matriz original.
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5
Exemplo: A matriz oposta de B = |1
3
-5 0 3
—B=|—-1 —-30 -2|.
-3 1 2

Diante dessa definicdo e sabendo que A - B = A +

(-B), podemos anunciar também a

subtracdao de matrizes.

Definicio 14.1.4.5 (subtracio de matrizes): Se 4 = [aif]an e B

[bi;] sdo duas matrizes de mesma ord
Ulmxn

0
30
—gL

-3
2
—2

é \5 SAIBA MAIS!

Embora na aritmética o
oposto e simétrico de um niimero
sejam equivalentes, na dlgebra
linear, matriz oposta é diferente
de matriz simétrica (ji wvista

anteriormente).

definicdo de

em, a matriz C = [Cii]mxn denotada por

A — B é dada por ¢;; = a;; — b;;. De outra maneira, a subtragdo de duas matrizes

de mesma ordem (e somente de mesma ordem) é dada pela subtracdo dos

elementos que estdo na mesma posicdao em cada matriz.

—-13 3 10 10 -3 0
Exemplo: 1 45 —1(— |0 45 1 &
1 9 -2 |3 -2 —2 \) sAIBA MAIs!
—13—10 3—(—3) 10—0
Solucgédo: 1—0 45 — 45 1—-1 | = O elemento mneutro da
1—(=3) 9—(—4) —2-(-2) soma de matrizes é uma
_23 343 10 _23 6 10 matriz nula de mesma ordem.
il 0 —2 = . 0 -2
1+3 94+4 —2-42 4 13 O
0 4 11 19 =3 0
2° exemplo: Dadas as matrizes A=|6 0 4|,B= |11 —13 15|e C=
3 9 0 7 -9 =2
0O —1 o0
0 0 1 |, calcule.
-1 —8 -1
a) A+B—C.
0 4 11 19 -3 0 0 -1 0
Solugd@o: |6 0 4|+ |11 —13 15|—| 0 0 1 (=
3 9 0 7 -9 =2 -1 —8 -1
0419 —0 4—83+1 1A +10—0 19 2 11
=>[6+11—0 0—=13 —=0 4-+15—1]=[17 —1:3 18].
3+7+1 9—-9+4+8 0—=2¥F1 11 8 =11
b) C—B'—A.
Bt
0 —1 0 19 Tl | 7 0 4 11
Solugdo: | 0 0 1|—|-3 —-13 —-9|—|6 0 4 |=
=k =8 =il 0 15 =2 3 9 0
0—19—-0 —-1—11—4 0—7—11 —19 —16 —18
=>[O—(—3)—6 00— (—13) —0 1—(—9)—4]:[_3 13 6 ]
—-1—-0-—3 —8—-15—9 —1—(—=2)—0 —4 —-32 i1l
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EXERCICIOS 14.1

1)Classifique as matrizes a seqguir.

1 1 0 0
a) |2 H 10 1 0

7 0 0 1

00
b) |0 0

g) 10 ol

) (—1 1

2 b

1 3 -1 O 0
D (3 5 hy lo —1 o

1 —4 5 0 0o -1
e) |10 2 4

0 0 3

2 3 0 1 9 -5
2)Dadas as matrizes: A =|4 4|, B=|1 0leC =]9 6 |, calcule.
-2 1 -1 1 -2 3
a)A+B -C
byA-B-C
AAODA-A+B-B+C-C
) . 12 —4 _ 10 3 12 3
3) Dadas as matrlzes.A—l3 0 |,B = |3 _1| eC = Za O,calcule.

a)Ad - (A + C)
b)At- Bt
)A-C+B-Bt+C-Ct

4)Determine, para cada item, os valores de x,y e z.

4 x+1 3 -1 7z 1
) |5 2y|+|—12 6|_ 7 12|
x 4 2
b) [By|— |—-1|= |-8
4z 3z 0

5)Y(ENEM) Uma construtora, pretendendo investir na construgdo de iméveis em
uma metrépole com cinco grandes regides, fez uma pesquisa sobre a quantidade
de familias que mudaram de uma regido para outra, de modo a determinar qual
regido foi o destino do maior fluxo de familias, sem levar em consideracdo o nimero
de familias que deixaram a regido. Os valores da pesquisa estdo dispostos em uma
matriz A = [a;], i, j € {1,2, 3, 4, 5}, em que o elemento a;; corresponde ao total
de familias (em dezena) que se mudaram da regido i para a regido j durante um

certo perfodo, e o elemento q;; considerado nulo, uma vez que somente sdo
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consideradas mudangas entre regides distintas. A sequir, esta apresentada a matriz
com os dados da pesquisa.

04225
00623
A=|122030
10204
12040

Qual regiao foi selecionada para o investimento da construtora?

a)l b)2 ¢c)3 d)4 e)5

>

6)(ENEM) Uma empresa avaliou os cinco aparelhos de celulares (T, T5, T3,
T, e Ts) mais vendidos no ultimo ano, nos itens: cdmera, custo-benefi cio, design,
desempenho da bateria e tela, representados por I, I, I3, I, € I, respectivamente.
A empresa atribuiu notas de 0 a 10 para cada item avaliado e organizou essas notas
em uma matriz A, em que cada elemento a;; significa a nota dada pela empresa ao

aparelho Ty no item I;. A empresa considera que o melhor aparelho de celular é

aquele que obtém a maior soma das notas obtidas nos cinco itens avaliados.

6 9 9 9 8
9 6 7 8 10
7 10 10 7 10
8 8 10 10 9
8 8 8 9 9

Com base nessas informagdes, o aparelho de celular que a empresa avaliou
como sendo o melhor é o
ar, b)yT, Ty d)T, e)Ts

7)Assinale a alternativa incorreta.

a) A matriz nula é o elemento neutro da soma de matrizes;

b) Podemos obter a matriz transposta de uma matriz dispondo suas linhas
em colunas;

c) Podemos obter a matriz transposta de uma matriz dispondo suas colunas
em linhas;

d) A subtracdo de uma matriz simétrica por sua transposta € uma matriz
nula;

e) A transposta de uma matriz equivale a matriz oposta se essa for uma
matriz quadrada.

8)Assinale a alternativa incorreta.
a)A transposta de uma matriz diagonal € uma matriz diagonal;

b)A soma de duas matrizes diagonais € uma matriz diagonal;
c) A soma de duas matrizes nulas € uma matriz nula;
d)A transposta da transposta de uma matriz equivale a prépria matriz;

e) Matriz simétrica e matriz oposta de mesma ordem sdo iguais.
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Definigdo 14.1.4.6 (Multiplicacdo de um namero real por uma matriz):

Dada uma matriz A = [aif]mxn’ definimos o produto de 4 por um numero real k,
como k. A = [k'aij]mxn' Em outras palavras, a multiplicacdo de uma matriz A por

um numero real k é definido como uma matriz de mesma ordem, obtida

multiplicando este niumero por todos os elementos da matriz A.

7 5 3.7 3.5 21 15
Exemplo: 3.|{11 4| = 3171 3.4| = | 33 12]-
—9 2 3.(—9) 3.2 —27 6
20 exemplo: _?z.lz -3 0| = |(_TZ)2 (%2).(—3) (_TZ)O| = |—T4 2 0]

A forma de multiplicar duas matrizes € completamente diferente da soma e
subtracdao. Veja como a seguir.

Definigcdo 14.1.4.7 (Multiplicacao de matriz por uma matriz): Sejam as

matrizes A = [aif]an eB = [bil']nXp’ o produto A. B é definido como a matriz C

= [C"i]mxp tal que

n
Ciyy = z Qi -brj =aj-byj+ ai3.by;+ ajz3.bzj+ -+ Ay by

k=1
A definicdo nos garante que o produto de duas matrizes s6 é possivel (sé esta
definido) quando o niumero de colunas da primeira matriz for igual ao namero de
linhas da segunda matriz. Cada elemento que irda compor a matriz resultante do
produto é calculado multiplicando cada elemento das linhas da primeira matriz com
cada elemento das colunas da segunda matriz, respectivamente, e somando assim,
os resultados. Dessa forma, a nova matriz obtida tera o nimero de linhas da

primeira matriz e o nimero de colunas da segunda matriz.

|Z > 2 , € possivel calcular A. B. Pois, 0

0 —1
nimero de colunas da matriz 4 € igual ao niumero de linhas da matriz B.

Exemplo: Sendo 4 = |§ ?| eB =

A nova matriz sera 2 x 3
: 3 v VvV V v "
A B _ N 4.7 4 8.2 _ |4.4_ 20 28|
W 37+1.2 35+1.0 39+1.(—1] |23 15 26:
2x3

Numero de colunas igual \
ao numero de linhas

¢ Multiplicagiio de cada elemento da 2° linha de A por
¢ cada elemento das colunas de B tomados um a um,
: ordenadamente, e somando os resultados.
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MATRIZES E SISTEMAS LINEARES

2
2° exemplo: Sendo 4 =1|1 —3 0| e B = |0]| é possivel calcular A. B. Veja:
0
2
[1 =3 o0].]|o] = [1.24+ (=3).0+0.0]= [2]1x1
1x310 1 3x1

Numero de colunas é igual
a0 numero de linhas.

O produto B.A também esta definido:

2 21 2:.(—3) 20 2 —6 ©
0l. |1 —3 Olm= 0.1 0.(—3) 00|=]l0 0 O
ol* S 101 0.(—3) 00| lo 0 0lsxs

Numero de colunas ¢ igual
a0 numero de linhas.

3° exemplo: |é 23|.|(i g 3
1.9+ (—3).1 1.0+ (—3).5] _19—=8 O—18] |6 —15
09+21 0.0 + 2.5 0+2 0+10 2 10
Vamos inverter a ordem do produto e multiplicar novamente,
9 0|.|1 —3| _ |9.1 +0.0 9.(—3)+0.2 :|9 —27|_
1 sl'lo 2 11450 1.(—3)+52| 11 7
Perceba que mesmo que a inversdo esteja definida, A. B é diferente de B. A.
Quando a igualdade da inversao da ordem do produto ocorre, dizemos que as
matrizes comutam entre si.
Vale mencionar que essa comutagao raramente ocorre e somente ocorre
quando as matrizes envolvidas sao quadradas e de mesma ordem.

Exemplo:|g g||_02 _34|

[6.(—2)+6.0 6.3+6.(—4)]:|—12+0 18—24|: |—12 -6
o -8l

0.(—2)+2.0 03+ 2.(—4) 040 0—8
Vamos inverter a ordem do produto e multiplicar novamente,
|—2 3 | |6 6|=|—12—|—O —-124+6 - =12 —b6
0 —41'l0 2 0+0 0—8 0 -8l

Essas matrizes
comutam entre si.

Outros exemplos de produto de matrizes:

1 2 —-1710 1 2
e (4 1 —2/|.12 0 —1|=
3 0 O 2 3 0

1.0422=12 11+4+20—=138 L.2+2.(—1)—1.0
40+12—-22 41+1.0—23 42+1.(—1)—2.0(=
3.04+0.2 402 3.4-+0.0+03 32+0.(—1)+0D:0

0+d=—2 1+0—8 2=—2-4+0Q 2 =2 0
0+2—4 44+0—6 8—1+0|=|—-2 -2 7|
0+0+0 3+0+0 6-+0+0 0 3 6




0 1
3 2
1 0
(0 +— 1 1+6—0|:|8 ¥
0+6+1 0+4+0 7 4

b EE -1 L1439 10]

13— _ _
1l 0.0+23+11 0.1+22+10

0 2

De acordo com a definigdo de produto de matrizes, a posigdo da coluna do
elemento de A é igual a posigdo da linha do elemento de B. Veja:
Cij = Qu.b1j+ iz baj+as.byj+ -+ aip. by
Assim, para saber quem & o elemento ¢;; proveniente do produto de duas
matrizes A e B, basta multiplicar os elementos da linha i de A, com os elementos

da coluna j de B, sem a necessidade de efetuar a multiplicagdo completa das

matrizes.
1 3 —1 g 1
Exemplo: Para saber o elemento c¢,; do produto 0 2 1 | 3 2|, basta
1 0

multiplicar a segunda linha de A pela primeira coluna de B. Da seguinte forma:

0.0+ 23+ 1.1=7 = Veja que esse é o elemento ¢, do exemplo anterior.

Definicao 14.1.4.8 (matriz elemento neutro do produto): Seja a matriz
A= [al-j]an. Existe uma matriz I,, = [Il-j]an, tal que o produto A.1, = A.
A definicdo nos diz que a matriz elemento neutro do produto de matrizes

precisa ser quadrada e de ordem n. De fato, sejam as matrizes 4 = [aif]an e B
= [bij]nxp’ a ordem de A. B é dada por m X p. Para que o produto A. B seja igual

a A é necessario que p seja igual a nn, ou seja, que B seja uma matriz quadrada de
ordem m.

Além disso, para que um produto A.l, seja igual a A é preciso também que os
elementos destacados a seguir sejam nulos ou 1 de forma conveniente. Observe a
primeira linha:

aj1.byy + aya.bay +a43. b3y + -+ Ain. by = an
it i ey

<t
1 0 0 0
ayq-bio + @z boy +ay3-bap + o+ Ay b = A
Gl e, T g
) 1 0 0
ayq1-bi3 + @y3-bog +ay3.b33 + -+ Ay bz = g3
L == =25 TR
0 0 1 0

ay1-by,+ aya- by + 43 bs,, + -+ A by = a4y,
N e e’ N et e
0 0 0 1

Aplicando o mesmo raciocinio nas demais linhas de A, concluimos que a matriz
B deve ter elementos iguais a 1 para { = j e elementos nulos para { # j, ou melhor,

a matriz B é uma matriz identidade de ordem n, conforme a seguir.
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1 0 0 0 = 0

01 0 0 - O
I.=10 0 1.0 - 0

0 0 0 0 - 1.,

Exemplo (de elemento neutro de matriz 2x2):

1 0 a b|=|1.a+0.c 1.b+0.d
0 1 c d 0.a+1.c 0.b+1.d

Matriz identidade 2x2

_la b

“le dl

29 exemplo (de elemento neutro de matriz 3x3):

4 2 1 1 0 0
12 5 -1 01 0 =
0 1 -3 0 0 1

Matriz identidade 3x3

124 +5.00— 1.0 12.0+51— 1.0 120+ 5.0 —

Definicao 14.1.4.9 (potenciacao de matrizes):

[al-j]an vale as seguintes regras para a potenciagao:
o Al =A;
o AF=A.AA.A. . A;

k vezes

41+20+10 40+21+10 40+2.0+1.1

0 +1:.0—30 004 LI—30 @0-+10—3.1

4 2 1
14| =12 5 —d
G 1 —3

Para uma matriz A =

A definigiode que A® = I,,,serd
esclarecida na
mafrizes inversas.

se¢io  sobre

e A% =1, (onde n éa ordem da matriz e I,, é a matriz identidade).

1 4

2
o 2l calcule A~.

Exemplo: Sendo 4 = |

Solut;éio:A2=A.A=|(1) ‘2‘||3 ‘2’=|

1.1+40 14+ 4.2
01+20 04+22

1 12
0o 4

A seguir estdo outros exemplos de aplicagdao de multiplicagao de matrizes.

1° exemplo: Uma pizzaria vende trés tipos de pizzas diferentes, conforme a

tabela tamanho\prego. E a produgdao em unidades vendidas nos meses de janeiro e

fevereiro, estdo na tabela Més\tipo. Calcule a receita nos meses de janeiro e

fevereiro.
Tam\Prego unit. R$ Més\tipo | Pequena Média Grande
Pequena 13,00 Janeiro 82 a5 12
Média 18,00 Fevereiro 68 34 21
Grande 23,00

Solugao: Para saber a receita de cada més, basta multiplicar a quantidade de

unidades vendidas pelo o preco de cada tipo de pizza, respectivamente.
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82 45 12 1388 _|82.13+45.18+12.23|=|2152
68 34 21l° 23,00 68.13 +34.18 + 21.23 1979l

— janeiro: R$2.152,00
POSTA: | favereiro: R$ 1.979,00

Esse exemplo ndo s6 é uma aplicagdo basica do produto de matrizes, como

também justifica a forma que multiplicamos matrizes.

2° exemplo: |92c {ll;l = |i|, calcule x e y
Solugao:| 21 2| = 3] 5?2 =3=2=3-2= y=1
x+2=1=>x=1-2 =[x =—1]

14.1.5. Propriedades de matrizes

A seguir, apresentam-se algumas propriedades validas para matrizes, que
podem ser facilmente demonstradas e também s&o Uteis na solugdo de problemas.

Propriedade 1 (Propriedade associativa da soma):

[A+(B+C)=(A+B)+C|
Propriedade 2 (Propriedade comutativa da soma):
[A+B=B+A4]
Propriedade 3 (Elemento neutro da soma):
[A+0=4].
Propriedade 4 (Adicdo ao simétrico):
[4 + (—4) = 0 (matriz nula)|

Propriedade 5 (Distributividade a esquerda da multiplicagao em

relagdo a adigdo):

[A(B+0O) =AB+AC|

Propriedade 6(Distributividade a direita da multiplicacao em relagao a

adigao):

[(B+C).A=B.A+C.A}

Propriedade 7 (Associatividade do produto):
[(A.B).C = A.(B.O)|
Propriedade 8 (Elemento neutro do produto):
[A.L, =1,.4=A]

Propriedade 9 (Multiplicagdao por uma constante):
[(k.4).B = A.(k.B) = k.(A.B)]
Propriedade 10(Transposta do produto):

(A.B)f =B'. A"




EXERCICIOS 14.2

1)Calcule os produtos matriciais.

2 -1 0 10 5 15
a) 110 sl . [;] B 5 Sillae o o
-1 0 0 2
b) 11 21 .| 5 N P R E
) |1 3 | |2 —1| 1 6
o —1l'ls 1 3 9 -—-1||—-1 0 0
1 0 0 o6 h) 4 5 =-21.l0 -1 0
o) 3% 4 : 5T v
o z'|-1 3
—1
e) |—-1 3 1|-.]| 4
6
2) Dadas as matrizes: 4 = |% _11| e B = |_01 2, calcule.
a) A2 b) B2 c) A2 - B2

3)Determine, em cada caso, as incognitas.
-2 1 x| 19
a) | 1 _2|'|y| = |3|

x y 3 1 5 7
b)|a b|'|—2 2

—5 9

4) (UERJ) Observe parte da tabela do quadro de medalhas dos Jogos Pan-
americanos do Rio de Janeiro em 2007. Com base na tabela, € possivel formar a
matriz quadrada A cujos elementos a;; representam o nimero de medalhas do tipo
J que o pais i ganhou, sendo i e j pertencentes ao conjunto {1, 2, 3}.

Para fazer uma outra classificagdo desses paises, s3o atribuidos as medalhas
os seguintes valores:

. . Medalhas
- ouro: 3 pontos; Tipos
- prata: 2 pontos; Pais 1- Ouro 2- Prata |3-Bronze| Total
- bronze: 1 ponto. 1- Estados Unidos 97 88 52 237
2- Cuba 59 35 41 135
3- Brasil 54 40 67 161
3
Esses valores compdem a matrizV = |2
1

Determine a partir do calculo do produto AV, o nimero de pontos totais obtidos

pelos trés paises separadamente.

5)(UFRE) A matriz € fornece, em reais, o custo das porgdes de arroz, carne e
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salada usados num restaurante. A matriz P fornece o nimero de porgdes de arroz,
carne e salada usados na composicdo dos pratos tipo P1 , P2 e P3 desse
restaurante. A matriz que fornece o custo de produgdo, em reais, dos pratos P1 ,
P2 e P3, esta indicada na alternativa:

7 8 Q -8
2(2) LR
8 LU A
4 1\ <Arroz 2 1 1\<PratoPl
b) {4 C =| 3 |<Carne P=|1 2 1 |<PratoP2
4 2/ <Salada 2 2 /€PratoP3

o)
0
0

6) (PUCCAMP) Em um laboratério, as substancias A, B e C sdo a matéria-prima
utilizada na fabricacdo de dois medicamentos. O Mariax é fabricado com 5g de A,
8g de B e 10g de C e o Luciax é fabricado com 9g de A, 6g de B e 4g de C. Os
precos dessas substdncias estdo em constante alteracdo e, por isso, um funcionario
criou um programa de computador para enfrentar essa dificuldade. Fornecendo-se
ao programa os precos X, Y e Z de um grama das substdncias A, B e C,
respectivamente, o programa apresenta uma matriz C, cujos elementos
correspondem aos precos de custo da materia-prima do Mariax e do Luciax. Essa
matriz pode ser obtida de

a)[i 8 1ZO]+[9 6 4

y x ¥y z
X
5 8 10
0[5 ¢ 4]'[3’
4
5 8 10 X ¥y z
C)[x v 2]+[9 6 4
9
aff 8 )
4

4 10
e)[* ¥ Z].[6 8]

9 5
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7)A tabela a seguir mostra o percentual de cada nutriente que deve ter um
adubo de acordo com o tipo:

Nutriente\Tipo Tipo 1 Tipo 2 Tipo 3
Nitrogénio 10% 20% 30%
Fésforo 5% 30% 20%
Potéassio 20% 10% 10%
Célcio 10% 15% 20%

A tabela a sequir mostra o custo por kg de cada nutriente.

Prego \nutriente Nitrogénio Fésforo Potassio Célcio
1 kg R$ 3,00 R$ 1,50 R$ 1,50 R$ 1,00

Monte uma matriz informando o custo de cada nutriente que deve ter uma saca
de 50 kg de cada tipo.

8) A seguir estdo os pregos das melancias, de acordo com o tamanho,
comercializados no meses de dezembro e janeiro de uma empresa de hortifrati.
Calcule o faturamento bruto dessa empresa nesse periodo.

Tam\Prego unit. R$
Pequena 10,00 Més\tipo | Pequena Média Grande
Média 12,00 Dezembro 60 45 20
Grande 15,00 Janeiro 65 48 21

9)A primeira tabela a seguir mostra os dados anuais e em toneladas de graos
de uma determinada empresa em relagdo a venda de trés tipos de seus produtos:
feijdo, arroz e soja. Considerando a segunda tabela, em que mostra os pregos da
saca de 60kg de cada um desses produtos anualmente, qual o faturamento bruto
dessa empresa nesse periodo?

Produto\Ano | 2017 | 2018 | 2019
Arroz 5 6 6
Feijao 3 3.5 4
Soja 1 2 1,5

Ano\produto Arroz Feijao Soja
2017 R$ 40,00 R$ 130,00 R$ 60,00
2018 R$ 50,00 R$ 140,00 R¢$ 70,00
2019 R$ 60,00 R$ 150,00 R$ 80,00
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10)(UFMG) Milho, soja e feijao foram plantados nas regices P e Q, com ajuda
dos fertilizantes X, Y e Z. A matriz A (figura 1) indica a area plantada de cada
cultura, em hectares, por regiao. A matriz B (figura 2) indica a massa usada de
cada fertilizante, em kg, por hectare, em cada cultura.

2 s 8 X Y z
E @ 8 10 20 15 ]« miho
Figura 1 50 20 20 |«P Figua2| p_| 415 20 20 |« soja
A =
40 10 30 |«Q 30 20 30 |« feijao

a)Calcule a matriz C = AB.
b)Explique o significado de ¢23, o elemento da segunda linha e terceira

coluna da matriz C.

11)Ao aplicar inseticidas nas plantagdes de laranja, péssego e macgd, para
eliminar pragas, parte do inseticida é absorvida pela planta e também pelo ser
humano, que se alimenta dessas plantas. A quantidade de dois diferentes

inseticidas em cada fruto é dada (em microgramas) pela matriz A:

laranja péssego maca
A= [ 2 3 4 ]Inseticida 1
6 4 1 Inseticida 2

E o numero de frutos que Jo3o e Marina comem por més é dado pela matriz B:

Jodo Marina

15 10 laranja
B = 3 5 péssego
12 8 maca

Sabe-se que o produto das matrizes é dado por [

1510
641

5 s|-17, )

A alternativa incorreta é:

a)A quantidade de inseticida 1 que foi absorvida por Marina & 202
microgramas.
b)A quantidade de inseticida 2 que foi absorvida por Jodo é 114

microgramas.
87 114
67 88

d) A matriz A.B fornece a quantidade de inseticida que foi absorvida por

c) O produto B'. A* é dado pela matriz [

Jodo e Marina.
e) A quantidade total de inseticida que foi absorvida por Jodo é 201

microgramas.
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14.1.6. Determinante de uma matriz

Embora atualmente se estude determinantes antes de sistemas lineares (que
veremos adiante), historicamente os determinantes sugiram como indicativo
matematico que verifica se um determinado sistema linear possui solugdo ou ndo.

O sistema linear mais simples possui uma Unica equagdo a.x = b.Para que
essa equacdo tenha solugdo, € necessario e suficiente que a seja diferente de zero.

Assim, afirmamos que a é o determinante, ou melhor, que:
O determinante de uma matriz de ordem 1 é o préprio elemento da

matriz.”
i ; ; - ax+ by=m
Analisemos agora, um sistema linear com duas equacgdes , que
cx+dy=n
- . X m
em forma matricial equivale a a b|| | = | |
c dl'ly n
_m—by

Na 1@ equagdo, temos: |x (1), que substituindo na 2@, encontramos

a

—b
c.(%)—!— dy=n =c.(m—»by)+ ady=an =c.m—becy+ ady =an =

an —cocm

y(ad —bc)=an—cm =|y = “d =l

Agora, substituindo em (1), obtemos

" m_b(an—cm = 5
m— —d — he m— bn
= y= ad — bc .

a a " ad—bc|
Observe que a solugdo, tanto para x quanto y, depende da expressdo que estd

no denominador, isto &, o sistema apresenta solugdo se ad — bc for diferente de

b .
conforme a seguir.
d b ]

Determinante de uma matriz de ordem 2: Dada uma matriz A quadrada de

zero. Portanto, ad — bc é o determinante da matriz |?

ordem 2, podemos associar um ndmero chamado determinante, denominado de
detA, como a diferenga entre o produto dos elementos da diagonal principal e o
produto dos elementos da diagonal secundaria.

Diagonal secundaria

19 exemplo: Vamos calcular o determinante de A = [3 _15]
Solugdo: detA= 2.(—5)—7.1=—-17.
-1 —4]

29 exemplo: Calculando o determinante de B = [ 3 _o

Solugdo: detB = —1.(—2)—3.(—4)=2+12 = 14.

39 exemplo: Calcule o valor de x, para que o determinante de C = [f; }1(], seja

41



igual a zero.
Solucgdo: detC = x.x —9 = x? — 9.

Igualando a zero, temos: x2 -9 =0=x = +V/9 = .

Determinante de uma matriz de ordem 3: Ao resolver um sistema linear de
trés equacdes e trés incognitas escrita na forma
a1x +a,y+a3z=m a1 A1z A13] X m
{azﬁf tazytazz=n = [‘121 az; a23] ; [y = [Tl]
az1X +azzy +azzz=p az; dzz

Encontramos no denominador de cada incoégnita a mesma expressdo: d,q-dz5.-
Q33 + Aq5.053.031+ Ayq.A13.035 — Aq3-035.0317 —Azq.Aq32.033 —Aq41- Az3. a3, definida
como o determinante da matriz A (detA).

Memorizar essa expressdo ndo € um trabalho facil. Por esse motivo, usamos
uma regra pratica para cdlculo de determinante de ordem 3, denominada de regra
de Sarrus?! que consiste em:

10) Repetir a 12 e a 22 coluna a direita da matriz;

29) Multiplicar os niumeros das diagonais que estdo no mesma direcdo da
diagonal principal;

30) Multiplicar os niumeros das diagonais que estdo na mesma direcdo da
diagonal secundaria e inverter os sinais de cada resultado;

40) Somar os resultados das multiplicacoes dessas diagonais.

Dia'gonais na diregdo da diagonal secundaria

Diagonais na diregdo da diagonal principal
Exemplo: Utilizando a regra de Sarrus, vamos calcular o determinante de:

v O,,.v Ov -1=-7 j| Invertem-se os sinais. ]
0 -

1 -1 o0 1, *
a)[7 5 2]=[ ; 5 =>det=—-9—7 = —16.
2 0 -1 2 T
A
N sAIBA MAIS!
O determinante de uma matriz
1 00 identidade de qualquer ordem é 1 (um).
byjo 1 of= Demonstragdo adiante (8° propriedade).
0 0 1

2 1 0
C)[—l 3 0]2

0 5 —1

! Pierre Frédreric Sarrus (1798-1861)
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EXERCICIOS 14.3

1)Calcule o determinante das seguintes matrizes:

a) [-7] -1 -3 2
h) | 7 2 5
3 4
c) 0 1 4
|1 2 iy [-1 2 s
-1 —4 -2 3 6
D 1o 5| 1
e) |_ _
2 5 : 2
N33
f) [10 —40 i
-5 20 0 5 0
1 3 7 3 7
g9 |5 6 8 x
5 3 1 k) |I5 x 8
0 0 x
1 0 =2 ¢ 2
2)Dadas as matrizes: A = [3 1 ] eB=|—1 3|. E correto afirmar que:
3 4

a)Ndo existe o produto A.B;

b)Nao existe o produto B.A;

6 10
-4 6

d)O determinante de B.4 é zero.

7

c) O produto A.B é

e) O determinante de B.A é 76.

3)(UFC-CE)Uma matriz é dita singular quando seu determinante € nulo. Entdo,

1 1 1
os valores de ¢ que tornam singular a matriz |1 9 ¢| sdo:
1 ¢ 3
a)le3 b)Oe9 c¢)-2e4 d)-3e5 e)-9e-3
2 1 -1 2 3
4)(UFPR)Dadas as matrizes A = |-2 2| eB =| e sendo N = 50 +
0 1 2 11
det (A.B) encontre o valor de N.
x 0 1
5) (FGV-SP) A solugdo da equagdo |1 x 0|=0 (x real) é:
0 1 x
a) ndo tem solugdoreal b)x =%3 c)x =41 d)x=1 e)x = -1
1 20
6) (UFPA) O valor de k para que o determinante da matriz [—1 k 1] seja
0 1 k&
nulo?
a)-1+£v2 b)V2£1 ¢)2+v2 d) V212 e)-4zx+8
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14.1.7. Teorema de Laplace para determinantes

Antes de anunciar o teorema de Laplace, vamos a definigdo de cofator (ou
complemento algébrico).

Seja uma matriz quadrada de ordem 3, temos que o seu determinante é dado
por:

detA = ay1.055.033 + A15.03.031 + Aq1.013.035 —
(a13.@32. Q31 + A31.Q12. Q33 + Q11 . Az3.032).

Isolando os elementos da 1@ linha da matriz e formando uma matriz de ordem

2 com os demais elementos, temos

Azo Q23 Az1 Gz
detA = aq,. |

azq azzl(l)
Qzp 043z 12'laz: azs :

|+a13. az1 O3z

Nessa expressdo, o sinal negativo pertence ao elemento cujo i +j é impar e os
sinais positivos aos elementos cujo i 4+ é par. O que nos permite usar a expressdo
(—1)i*/ para saber o sinal que precede o elemento na expressdo.

Por outro lado, perceba que a primeira matriz da expressdo (1) é dada
suprimindo a linha e a coluna de onde estd o a,,, que a segunda matriz é dada
suprimindo a linha e a coluna de onde estd o a;», que a terceira matriz da expressdo
(1) é dada suprimindo a linha e a coluna de onde esta o a,;. Essas constatagdes

conjuntas, sdo definidas como cofator.

Definicido 14.1.7.1 (Cofator ou complemento algébrico (4;)): Todo
elemento a;; de uma matriz, possui um cofator A;;, que € o produto do numero

(—1)*/ pelo determinante da matriz formada ao suprimir a linha i e a coluna j onde
se encontra o elemento. Os indices i e j sdo, respectivamente, o nimero da linha e
o nimero da coluna onde se encontra o elemento (sua posigdo).

Aplicando a notagdo e a definigdo de cofator, podemos reescrever a expressao
(1) da seguinte forma

|detA = all.All b a12.A12 + a13.A13|.

E essa igualdade é decorrente do teorema a seguir.

Teorema 14.1.7.1 (Teorema de Laplace?): O determinante de uma Matriz
A, de ordem n > 2, é a soma dos produtos dos elementos de uma fila (linha ou
coluna) pelos seus respectivos cofatores.

Demonstragao:

A demonstragdao desse teorema para matrizes de ordem 3 utilizando a primeira
linha, esta na expressdo (1). Para matrizes de ordem 2, temos

[an a12]
az1 Azzl’

2 Pierre-Simon Laplace (1749-1827)
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Escolhendo a coluna 1,
A1 = (_1)i+j-a22 = (D'l a; =ay

Azq = (_1)i+j-a12 = (—1)2"'1.(112 = —aiz

detA = a;1.411 + Az = ay1.02; + az1.(—aq2) = |detd = aj;.a;;, —agz.aq4)

As demonstragfes para matrizes de ordem 3 e 2, foram feitas escolhendo a
primeira linha e primeira coluna, respectivamente. A demonstragao para as demais
linhas ou colunas (filas) ou matrizes de ordem superior, ficam a cargo do leitor.

No entendimento desse teorema, para calcular o determinante de uma matriz,
basta escolher apenas uma linha ou coluna e somar os produtos dos elementos por
seus respectivos cofatores. E importante frisar, que sempre que tiver zeros numa
linha ou coluna, o produto do elemento pelo seu cofator serd zero, portanto é
sempre pratico usar uma linha ou uma coluna que contenha o maximo de zeros

possivel.

Exemplo: Vamos calcular mais uma vez o determinante da matriz A=

1 -1 0
7 5 2 |, agora usando o teorema de Laplace.
2 0 -1

Solugao: Vamos escolher a primeira linha, pois possui um zero. Assim,
detA = all.A11 + alz.Alz g a13.A13
Como a,3; = 0, temos

detA = all.All o alz.Alz

detA=1.(—1)1+1.|g _21 +(—1).(—1)1+2,|; _21|
H—J

e ) 1 =1 0

& s > 7 @ 2

2 0 -1 2 W —1

detA=—5+(—-7—4)=—-5—11= [detA = —16]
Para mostrar que o teorema se aplica a qualquer linha ou coluna, vamos calcular
novamente o determinante, utilizando agora, a terceira coluna.
detA = ay3.A13 + ay3.A23 + az3.A33, como a3 = 0, entdo

detA = a,3.423 + az3.A33

B B | B L
detA= 2.(—1) .|2 o |+ -0 .|7 5|
1 -1 po 1 -1 B

2By |2 7 5 B

2 0 B P e |

detA = —22+(—1).12=—-4—12 = [detA = —16

1 2 7
2° exemplo: Calcular o determinante da matriz: |3 4 0
5 6 0
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Solucgao: Vamos utilizar a 32 coluna, pois é a que possui mais zeros.

detd = al3.A13 =
Aplique o teorema de
detA = 7.(—1)+3, |3 4| =7.(18 — 20) = —14. Laplace em outra liljha
5 6 ou coluna desta matriz e
ey constate o mesmo valor
3 4.0 para o determinante.
5 6.0

O tecrema de Laplace surge como alternativa para calcular determinantes de
matrizes de até ordem 3, pelo qual ja sabiamos calcular. Porém, € o Unico método
(sem usar as propriedades a seguir) que calcula determinantes de matrizes de
ordem n = 4. Veja um exemplo a seguir.

1 0 3 1

o . ; |12 2 3 -3
3° exemplo: Calcular o determinante da matriz 20 -2 0o
1 -1 5 4

Solucgao: A 22 coluna e a 32 linha sdo as que possuem mais zeros. Vamos escolher a

22 coluna e lembrando que os elementos iguais a zero ndo precisa calcular o cofator.

1 808 3 1 180 3 1
_ _1y2+2 |20 | _qya+2 |2 B 3 =8
detA = 2.(—1)>*2, SR | T (1. (—D**2 | . 5
1=1 5 4 181 5 4
1 3 1 1 3 1
detA = 2.|3 —2 0| —1.|2 3 =3| =2.(-27)—1.(—46) = [detA = —8|
1 5 4 3 -2 0
=2 —46

EXERCICIOS 14.4

1)Calcule o determinante das seguintes matrizes usando o teorema de Laplace.

0 10 1 30 -1
a)[50 nl-ro1 -1

2 4 —2 —2 4 3 -2
Rl - 002060102

-1 0 9

1 —3 —2 9)03711
F 2 = 7 155 13

5 0 0

1 1 0 11100
d) 0 0 1 11011

1.0 0O h) 10100

FEY
e) 5011

501 2

112 4
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14.1.8. Propriedades de determinantes de matrizes

As demonstracdes das propriedades a seguir serdao feitas somente para
matrizes de ordem 2 ou 3, embora sejam validas para qualquer ordem.
Dadas duas matrizes A e B quaisquer de ordem n, temos as seguintes

propriedades.

13 propriedade: O determinante de uma matriz e sua transposta sao iguais.

detA = detA'

a1 azi asa
iz Qzz Az
aiz Qaz3z AQass

a1 aiz a3
az1 Qzz daAzs
aszp Qzz Qasi
Usando o teorema de Laplace na 12 linha de A e na 12 coluna de A%, os

Demonstracdo: 4 = e At =

resultados sao iguais.

Exemplo: A = |§ §| s detA = 1LE—~3F =i,

At = (; g) = detA® =15—28=-—1,

223 propriedade: Se todos 0s elementos de uma coluna ou linha de uma matriz
sdo iguais a zero, entdo o seu determinante é nulo.

Demonstracao: O determinante de uma matriz segundo o teorema de
Laplace, € a soma dos produtos dos elementos de uma linha (ou coluna) pelos seus
respectivos cofatores, se os elementos sdo todos nulos, o determinante sera nulo.

1 —1 0
Exemplo: A=|0 5 2| =detA=0.
0O 0 O

33 propriedade: Se trocarmos a posicdao de duas linhas ou duas colunas de
uma matriz, entdo o determinante da nova matriz serda o oposto do determinante
da matriz original.

Demonstracao:

air Qqz ai3 air A1z ars

A =|ay1 az; azs| e A" =|asz1 asz ass| (trocando a 22 com a 32 linha)
azp Qzz ass a1 QAzz QA3
et = 6 azz a23| } az1 a23| e azy azzl
11 laz, aszs 12°laz,; aass 13- lasz; as;
Az dz3 a1 Q23 a1 Q22
detA' =-a,;. | 12+ | - Q3. |
azz d3zz azi1 Q33 az1 A3z
Seque que detA = - detA’ (demonstracdo feita somente usando Laplace na 12

linha e trocando a 22 com a 32 linha. De forma analoga, demonstra-se os demais
casos e demais ordens.
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Exemplo: A = |_11 Z| = detd=147=8
Trocando a posi¢ao das linhas: A" = ‘_11 %| =>detA'=—-7—1=-8.

43 propriedade: Se duas linhas ou duas colunas de uma matriz sdo iguais,
entdo seu determinante é nulo.

Demonstracao: Supondo 22 e 32 linhas iguais. Os elementos da 12 linha e 22
Az Q23 A1 dz3
—Qqz-

Az O3z a3z d3zz
0 0

linha das matrizes de ordem 2 da expressao detA = aq1-

az1 Az2

+ Qq3- as, a32| também sdo iguais e o determinante de cada uma dela € nula,
0
implicando em detA = 0. Com algumas manipulagdes demonstra-se os demais
casos.
1 -1 1
Exemplo: A=|3 5 3|
0o 1 O

A 12 coluna é igual a 32 coluna. Calcule e constate que detA4 = 0.

53 propriedade: Se multiplicarmos todos os elementos de uma linha ou coluna
de uma matriz por um k real qualquer, entdo o determinante da nova matriz obtida
sera k vezes o determinante da matriz original.

= A2 dz3 a1 Q23 Az A2
Demonstracao: detd = aq4- | | |

— @y (o 7
azz 0d3zz 12°laz; aszs =

multiplicando a 12 linha por k, temos

Az, dz2

azq d23
Az, dzz

Az Qz3

A1 Q22
detd’ = k.an. |00 42 |

—k.aq5.
| 12 Az, QAgz2

| + k.aq3.

detA’ = k. detA (0o mesmo acontece com as demais linhas ou colunas).

1 21
Exemplo:A=|3 0 3| =detA=—-3—3=—6.
-1 1 0
Vamos multiplicar a primeira linha por 3,
1.3 2.3 1.3 3 6 3
A '=|3 0 3|=|3 0 3|=>detA’=—9—9=—18.
—1 1 0 —1. 4 D

O novo determinante é o triplo do determinante da matriz original.

62 propriedade: Ao multiplicarmos a matriz A por k € R, o determinante da
nova matriz serd o produto de k™ pelo determinante de A4, isto é:

det(k.A) = k™.detA Onde n é ordem da matriz

Demonstracdo: Na propriedade anterior, mostramos que ao multiplicar
qualquer linha ou coluna de uma matriz 4 por k, o novo determinante sera k.det A.

Por consequéncia, se multiplicarmos toda a matriz por k, teremos det(k.A) =
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k™. detA, pois sdo n linhas.

Exemplo: A = |i é| = detA = 2.2 — 1.1 = 3. Multiplicando a matriz A por 5, temos

o 2 1y_ (10 5 _ _ -
a=s(] ;)=(¢ [,)=deta=1010-55=75.
Utilizando a propriedade para k = 5, temos: det (5.4) = 52.detA = 52.3 = 25.3 = 75.

73 propriedade: Se uma linha (ou coluna) for combinagao linear de outras
linhas (ou colunas), temos detdA = O.

Demonstracgao: O termo combinagao linear entre linhas significa que alguma
linha é igual a g vezes uma linha mais p vezes outra linha. O mesmo se aplica a
colunas.

Desse modo, supondo que a 32 linha de uma matriz 3x3 é igual a g vezes a 13

linha mais p vezes a 22 linha, dispomos de

a1 3% A3
A= A1 5P Azz , entao
q.-A11 T P-az1 q.A12 +P.Az; q.A13 + P.az3
azz az3 az1 asz3
detA = aq;.- | — aqy5.-
q.Q12 T P-Gzz .03 +P.dyz q-a11 T P-az; q-a13 +p.azg
A22.4.d13—023.9.d13 A31.4.dq93—UA323.q.411

7 Az azz
13- |q.ay; +p.azy q.a1; +p.dae

dz1.4.d12—U22.q-d11

QM + Qa0 , — Oag-83 G0, = detA = 0.

Similarmente demonstra-se a combinagdo linear entre as colunas.

=011 Apg T 3 — Ay Aase il ) — Ayp. 0og=GTT 5 +

1 2 4
Exemplo: O determinantede A= 5 1 11| é zero, pois a 3@ coluna é igual
-4 -1 -9

ao dobro da 1@ coluna, mais a 23 coluna. Verifique!

Identificar uma combinacgdo linear generalizada entre linhas (ou colunas) de
uma matriz pode ndo ser uma tarefa facil. No entanto, dentre as particularidades,
a proporcionalidade direta entre linhas (ou entre colunas) pode ser notada.

Exemplo: O determinante de A = |§ ?) é zero, pois a 2@ coluna € igual ao

dobro da 1@ coluna.

2 2 4
2° exemplo: O determinantede B=|1 —3 1| é zero, pois a 32 linha é igual
6 6 12

ao triplo da 14a.

83 propriedade: N3o ha uma propriedade de determinantes para soma de
matrizes, por exemplo, se € = A + B, temos que detC # detA + detB.
Entretanto, se hd uma linha ou coluna de € que é soma dos elementos de A e B,
entdao: detC = detA + detB.
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3 2 i I 8 Z 1 3 . |
Exemplo: det|4+3 1+1 3+5|/=det|4 1 3|+ det|3 1 5].
—{. 0 il = B =d. 10 il
—22 —10 —12

Demonstracdao: Como os cofatores sao iguais nas matrizes A e B, basta
aplicar o teorema de Laplace na linha (ou coluna) ondo ocorre a soma.
det (A+ B) = (aq1 +b11).A11 + (@12 +b12). A1z + (@13 + by3).Ag3

det(A+B) = ay1-4A11 +a12-A12 + Qy3.A13 + b11. A1 +D12-Aq2 + bi3.4;53
DetA DetB

92 propriedade: Dada uma matriz 4 triangular, seu determinante é igual ao
produto dos elementos da diagonal principal.
Demonstracdao: Numa matriz triangular inferior de ordem 3,temos
a;; =0,a3 =0e a3z =0.
Como

detA = a,1.035.033 + A12.023.A31 + A31.Q13.A32 — Aq3.023.03,

0,pois ay, =0 0,pois a3 =0 0,pois a3 =0

—dz1-Ad12-033 — d11-d23-Ad32,
0,pois a,, =0 0,pois a3 =0

Anulam-se todas as expressdes, mMenos a;q-Ad,,-ds3-
O mesmo acontece com a matriz triangular superior e com a matriz diagonal
(verifique!).

1 0 O
Exemplo: A=|-2 1 0 |=detA=1.1.(—3)=-—3. '
—5 7 —3 Calcule o determinante
dessas matrizes na forma
1.0 0 tradicional e comprove os
20 exemplo: A=|0 2 0|=detA=123=6. \‘Vmcsmos valores.
0 0 3

A seguir, estdo reunidos alguns exemplos de aplicacdo dessas propriedades.

1° exemplo: Calcule os determinantes observando as propriedades sobre
determinantes.

3 -3 8

a)l4 0 5|=det=0,poisa 12linha éigual a 32 linha (42 propriedade).
3 —3 8
1 2 1

b)]|2 4 0| = det= 0, pois a 12 coluna é proporcional (o dobro) da 22 coluna ( 72
3 6 5

propriedade).

1 —2 -13

olo 2 3 | = det=1.2.1 = 2 (92 propriedade - matriz triangular superior:
0 O 1

determinante é igual ao produto dos elementos da diagonal principal).
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1 0 0
dy] -2 2 0|= det = 1.2.1 = 2 (Duas propriedades podem ser aplicadas: a
—-13 3 1

matriz é triangular inferior ou é a transposta da matriz do item anterior).

2090 exemplo: Justifique por que os determinantes das matrizes A =

2 =5 3 5 4 5

4 3 i ;
3 0 5|eB=|_c 35 gl sdoiguais.
5 0 1 3 51

Solugao: A matriz A é transposta de B.

392 exemplo: Todos os determinantes abaixo sdao nulos? Justifique citando a

propriedade.

1 0 0O
11 0
17 0

3 2 3
1 5 -1
5 14 -5
1

Sim, pois os elementos da 32 coluna sdo nulos, conforme a 22
a) = i
propriedade.

b) = Sim, a 12 e 32 coluna sdo iguais, conforme a 42 propriedade.

2 3 5
10 0 -1
1 2 -3 -1
-1 0 0 -1

= Sim, 22 e 42 linha sdo iguais, conforme a 42 propriedade.

<)

-6 5 3 -2

@) 3 6 3 1 Sim, a 12 coluna é proporcional 42 coluna (3 vezes),
12 1 5 4 conforme a 72 propriedade.
9 -2 1

ab a? ab

a
e) lc) ?; C‘Z Z:l; = Sim, a 22 e 42 coluna sfo iguais, conforme a 42 propriedade.
d ad d* ad
2 4 6
|8 10 12|= Sim,a 32linha éigual 12 mais 12, consoante a 72 propriedade.
14 16 18
1 00
g)|1 0 1|= Nio
011

Anunciaremos agora, alguns teoremas que aliados as propriedades de
determinantes, sdo extremamente Uteis nos estudos de matrizes.

Teorema 14.1.8.1 (Teorema de Cauchy®): A soma dos produtos dos
elementos de uma linha (ou coluna) qualquer de uma matriz A, ordenadamente,
pelos cofatores dos elementos de uma linha (ou coluna) paralela, € igual a zero.

3 August-Louis Cauchy (1789-1857)
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aj; Q12 Q4i3
dz1 Q22 QAz3
dz1 dz2 dzz

Demonstracdo: De fato, se 4 = , entdo os cofatores da 32 linha

A1z Qi3

aqq a12|
Az Qz3l’

a1 Qis
= (—1)3*2. | e 433 = (—1)3*3. )
2 =(—1) a3 = (—1)%*3. |2t 2

az1 Az3

Az = (_1)3+1-
Desenvolvendo, vemos que
a11.A31 =+ a12.A32 +a13Agg = 0.

De forma analoga, demonstra-se para as demais linhas ou colunas.

Teorema 14.1.8.2 (Teorema de Binet ?): Sejam duas matrizes 4 e B, de
mesma ordem, o determinante do produto é igual ao produto dos determinantes de

cada uma delas. Ou seja:

det (A.B) = detA.detB.

aiq a12] b e [bn b1z].

Demonstracdo: Sejam duas matrizes A = [a21 dan b b
21 P22

AB— [a11-b11 +ayz.b12 Qqq.b1; + a12-b22]
’ Qyq-b1y +az;.b31 Qy1.by5 + Ayy.by;
Aplicando a 82 propriedade:

ay1-byq ajq1-by2 ]+
Qpq.b1g +Az5.D031 Qz1.Dy5 +ay5.b5;

det(A.B) = [

[ Qy2-byy Qay3-byy ]
Az1.b1y +az3.b21 Az1.D13 + agz.Dbap

+

ay1-byq a11-b12] [all'bll a11-b12]

det(A.B) = [
( ) azq-bqq a21 by, Az2.bz1 Azq.Dq4

[a11-b21 Aqz- bzz] [a12 by, a12'b22] _
Qz1-b1y Azy.D1y Qy3z-byy azz-bzz

[a11-b11 a11-b12]+[a11-b21 a12-b22]_

Qz3-byy  aAzq.bq, Qz1-b1y  azq.bq;

[ a2 [ 2] = deta.des.
A partir do teorema de Binet podemos tirar algumas conclusodes:
e Embora as matrizes A.B e B.A nao sejam sempre iguais, no caso de
determinantes, teremos sempre: det (4. B) = det (B.A), pois detA.detB = detB.detA.
e Uma vez que det A.B = detA.detB, para B = I, onde I é uma matriz
identidade de mesma ordem de A, temos
det(A.I) = detA.detl.
Como a matriz identidade (/) é elemento neutro da multiplicagdo, dispomos de

* Jacques Philippe Marie Binet (1786-1856)
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detA .

detA = detA.det]l = detl = Tl

O determinante de uma matriz
detl =1

identidade de qualquer ordem ¢ 1.

Teorema 14.1.8.3 (Teorema de Jacobi®): Seja uma matriz quadrada A de
ordem n, se multiplicarmos todos os elementos de uma linha (ou coluna) dessa
matriz por um numero e adicionarmos os resultados obtidos aos elementos
correspondentes de outra linha (ou coluna), obteremos uma nova matriz B, tal que
detA = detB.

11 Q12 A3
Demonstracdo: Seja A = |Q21 dz2 Aa4z3|, multiplicando a 12 linha por k e
azq Az 0Azz
adicionando a 22 linha, obtemos

aiq [25%) a3
A =|axs tk.ayq axt+k.a, axzt+k.a;z|=
aszq aszz a a (25:%] a a
12 13 11 13
detA’ = —(ay, +k.a | | + (ay; +k.a | | a,; +
(az1 11-) Qzs Qaz (az: 12) Az, Qaz (azs
E diqs) |a11 a12|
137 lag,  ass
Q12 di3 i1 Adi3 i1 Q412
detA' = —(a | |+(a ). I—(a ).| |
(Ao Az A3z 227" laz; azs 2377 laz; asp
a a a,, “4 a a
12 13 11 13 11 12
—k.aq,. | + k.aq,. | — k.aq;. |=> detA’ =detA.
Az O3z a3zq Q33 a3z dzp

zero

De forma similar mostra-se para outra linha ou coluna.

Os procedimentos do teorema de Jacobi nos permite modificar os elementos de
uma matriz, deixando inalterado o seu determinante. Isso é extremamente util,
pois podemos alterar os elementos de uma matriz de forma a torna-la em uma
matriz triangular, cujo determinante, conforme vimos na 92 propriedade, é facil de
calcular.

Esse método aplicado em linhas de uma matriz é denominado de
escalonamento, muito utilizado em sistemas lineares (que veremos adiante) e que
pode ser uma ferramenta alternativa para o cdlculo de determinante de matrizes
de qualquer ordem.

12 7
Exemplo: Vamos calcular o determinante da matriz A= (3 2 1|.
2 1 5

Solugdo: Para utilizar o teorema de Jacobi aliado a 92 propriedade (ou o

escalonamento, como preferir), devemos pensar em uma nova matriz triangular superior

5 Carl Gustav Jakob Jacobi (1804-1851).
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ou inferior. Pois, o determinante dessa matriz pode ser calculado facilmente multiplicando
apenas os elementos da diagonal principal. Pensando em uma matriz triangular superior,

vamaos:

12) Produzir um zero no lugar do elemento 3 destacado a seguir, multiplicando a 12

linha por -3 e soma-la a 22 linha.

1 2 7lax3» |1 2 7
2 1| <=P+=|0 -4 -20
21 5 | 5

22) Produzir um zero no lugar do elemento 2 destacado a seguir, multiplicando a 12

linha por -2 e soma-la a 32 linha.

1 2 7 | x(2) 1 2 7
=10 —4 =20 <J =10 —4 -20
1 b 0 —3 —9

32)Por fim, produzir um zero no lugar do elemento -3 destacado abaixo,

multiplicando a 22 linha por -3/4 e somando os resultados com a 32 linha.

1 2 7 T 2 oz
0 —4 —20l€Ex34 =lo —4 —20
0 £3 -9l <D+ 0 0 6

Como a nova matriz é triangular, seu determinante é

2 7 . & 7
—20| = det =1.(—4).6 = —24.Assim,|det|3 2 1|=—24.
0 2 1.5

EXERCICIOS 14.5

1)Justifique por que os determinantes das matrizes a seguir sao nulos.

12 0 a a b
a) |0 0 3 d) |lc d e
0 0 -1 ab ab b*
100 200 50 -1 2 1
b) (102 202 52 e) |-1 5 3
4 2 1 1 —2 -1
0 2 3 f | a 1 |
c) |0 5 6 ab+ac b+c
0 2 1

2)Observando as propriedades sobre determinantes e sabendo que o

x 0 0
determinante de |3 2 0] é 18, calcule x.
4 -3 x
1 0 O 5 50
3)Dadas as matrizes A=|(—-1 2 0|, B=|1 2 0| e aplicando as propriedades
-1 1 1 -1 1 1

e teoremas sobre determinantes de matrizes, calcule:



a)det (A.B) c) det (A.B*)

b)det (B.A) d)det (A*.B?)
VZ -1 1
4) (UFCE) Calcule o determinante da matriz P?, sendo P a matriz |2 1 —1/|.
0 VZ VZ
a b ¢ —2a —2b —2c
S5)(ITA - SP) Se det [p q r] = —1, entdo o valordo det|2p+x 2q+y 2r+z
X vy z 3x 3y 3z
é igual a:
a) o b) 4 c) 8 d)iz e)l6

6)(AFA - SP) O valor do determinante de uma matriz de ordem n é 21. Se
dividirmos a segunda linha desta matriz por 7 e multiplicarmos a matriz por 3, o
valor do novo determinante sera:

a) 3" b) 37+1 c) 3n d)3n+3 e)l6
1 0 0 0 0
50 1 0 0 0
7)Calcule o determinante de: | 1000 100 1 0 0
300 500 200 1 O
400 600 700 900 1
i1 0 0 0 0 0 O
0 -1 0 0 0 0 O
0 0 1 0 0 0 O
0O 0 01 0 00
8)Calcule o determinantede: |0 0 0 0 1 0 O
0O 0 0 0 0 2 0
0 0 0 0 0 01
0O 0 0 0 0 O00O0
1 0 0 0 0 0 O

9)Utilize o método do escalonamento (teorema de Jacobi

OROSCOOOO O

RO OC OO0 OO

propriedade) e calcule o determinante das seguintes matrizes.

i g
a5 3l 0
1 § -
by[-3 -5 1
2 —2 2
0 3/4 1 &)
al-1 7 13
2 1/4 1

1

2
3
1

NN

aliado a 9a

10)Utilizando o escalonamento de forma inversa, elabore uma matriz de ordem

3 nao triangular que tenha determinante 10.
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14.1.9. Matriz inversa

Na aritmética dos nimeros, todo numero real a tem seu inverso multiplicativo,
ou seja, existe um numero real b (ndo nulo), tal que a.b = b.a = 1. A aritmética
matricial é semelhante, porém nem todas as matrizes (ndo nulas) possuem
inversas, conforme a definicdo a seguir.

Definicdo 14.1.9.1: Dizemos que A € uma matriz invertivel se existir uma
matriz B tal que A.B=B.A=1. Se ndo é invertivel, dizemos que A4 € uma matriz
singular. A matriz B em questdo é denominada de inversa da matriz 4 e é indicada

por A=1.

AL AR A

Exemplo: Verifique se a matriz B ;l é invertivel e calcule sua matriz inversa.
Solugdo: Por definicdo, é preciso encontrar uma matriz B, tal que: AB = B.A = L.

0 &
Denotando B = |b d|’ temos

|1 3| |a C|=’1 0 $|a+3b 1&'+3d =>|1 0
2 Z1"lb d 0 1 Za-+¥%b 2c+7d 0o 1l
Igualando a 12 coluna:
a+3b=1=la=1—3b| (1).
2a+7b=0=22(1—3b)+7b=0 =2—6b+7b=0=[b = —2|

Substituindo b = —2 em (1), obtemos

a=1-3.(-2) 2a=1+6 =[a = 7|

Igualando a 22 coluna, encontramos

le+3d =0=[c=—3d] (2.

2¢+7d=1=22(—3d)+7d=1 = =1=>—-6d+7d=1=>|d =1}
Substituindo d = 1 em (2), dispomos de
c=-3d 2c=-31=[c = —3]
e Z =3 14 3| xs 1. 0
Vamosverlflcarsedefato|_2 1‘.|2 p e1guala|0 1l
Z =311 3| _.[#71—6 21—21)_ |1 © - et [ F —3
ls 2 le o= —asrl =l o E@=grtes]

Para verificacdo da validade, é preciso provar apenas uma ordem do produto:
A L.A=1o0ou A.A™* = . Pois, se uma for satisfeita a outra também serd (conforme
demonstrado na subsecdo 14.1.10).

2 3 1
2° exemplo: Verifique se a matriz |1 —1 2| é invertivel e calcule sua matriz
0 4 O

inversa.
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Solucg&o: Pela definicdo, precisamos encontrar uma matriz A™1, tal que
AL A= A8 =

a b & 2 3 1] |a b ¢ 10 0
Denotando A= =|d e f|,temos:|1 —1 2|.|d e fl=|0o 1 ol
g h i o 4 ollg n i 0 0 1

Multiplicando as matrizes e igualando os elementos correspondentes, encontramos
as equacgdes:
2a+3d+g =1 (1)
2b+3e+h =0 (2)
2c+3f+i =0 (3)
a—d+2g =0 (4)
b—e+2h =1 (5)
c—Ff+2i =0 (6)
O produto da ultima linha nos fornece:
4d =0 = = Substituindo em (1):,e em (4): .
4e =0 = = Substituindo em (2):[2b+ & = 1} e em (5):

T 3
4f =1 =|fF e = Substituindo em (3):|2¢c + i =—g|eem (6):|c + 2i =t
Resolvendo o sistema, encontramos
{2a+g :1=>Encontram05' = —l ela —E
a+2g =0 19T 3 3
E agora o sistema,
2b+h =0 _2 .
brpy =1 T3 &P =75
Por fim,
2c+i = —= 5 =
=i =—|elc =——
: 1 12 12
e 2 g
A inversa é portanto,
2 1 74
a b e 3 3 112
ALL=|d 2 Ffl=|0 0 I
g hi 1 2 &
83 3 1z
Para confirmar se esta correto, vamos verificar se 4. A~ = 1.
2 —1 —7 4+0+—1 —2+0+2 2—7+3+5
3 B3 12 3 3 3 3 12 "4 12
- 1 2 ;. | 4 ~p. ~1 1o L BB
1 -1 2|.l 0 0 - |=|=+0+— —+0+= —+ —+ —|=10 1 O
4 5 3 3 3 12 4 12
0 4 0 1 2 5 1 0 0 1
3 3 13 0+04+0 04+04+0 0+4'Z+0
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Perceba que, para o calculo de uma matriz inversa de ordem 2, resolvemos
dois sistemas de quatro equacdes e quatro incoégnitas. E de ordem 3, trés sistemas
de nove equacdes e nove incégnitas, e para ordem n, serdo n? equacdes e n?
incognitas. Isso torna o processo de calculo de inversa, nesses moldes, dispendioso.
A seguir, veremos dois métodos eficazes para o calculo de inversa de matrizes.

Método por meio de determinantes: Inicialmente vamos a algumas
definigdes.

Definigdo 14.1.9.2 (Matriz dos cofatores): A matriz dos cofatores de uma
matriz A € uma matriz (de mesma ordem de A) formada pelos cofatores dos seus

respectivos elementos. Indicamos por A’.

Definicao 14.1.9.3 (Matriz adjunta): Denominamos de matriz adjunta a

matriz transposta da matriz dos cofatores de uma matriz 4, e indicamos por A.

Exemplo: Vamos calcular a matriz dos cofatores e a matriz adjunta da matriz

B 3| anterior ¢
2 7 ; ) SAIBA MAIS!
Solugdo:
o - O cilculo da matriz adjunta de
Bag = (1) A71=7. ordem 2, pode ser calculado a partir
A = (=12 2| = —2. do seguinte processo pritico:
Agq = (—1)2+1.|3| = —3. p - (?emfut‘ar[f)s elementos da
Sod iagonal principal;
Az = (—1) A1 =1. - Inverter os sinais dos
P AT A SRR N |_73 —12| elementos da diagonal secunddria.
E a matriz adjunta é a sua transposta V

A= |—72 _13|

2° exemplo: Vamos calcular a matriz dos cofatores e a matriz adjunta da

2 3 1
matriz A=1|1 —1 2| anterior.
0 4 O
Solugdo:
-1 2
An=CEDULTT A=
r_asdez |1 2] — iy2#3 |2 B
Aqn = (—1) ‘lo 0|—0. Azz = (—1) -|0 4|_ 8.
S T A __qy3+1 |3 1] _
Ais=(DWLD =4 Asi= (|5 S| =7
— r_qyz+1 |3 1] T s U - N
Aogy = [—1 .|4 0|_4. Asp = (—1) .|1 2|_ 3.
o _avewz [2 1] i _asgag 2 8 [
Asp = (—1) .|0 0|_0. Ass = (—1) .|1 _1|_ 5,
-8 0 4
Assim, a matriz dos cofatores é A’ = ‘ 4 0 —8|.
7 =3 =5
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—8 4 Vi
E a matriz adjunta é a sua transposta: A = | 0 0 —3‘.
4 —8 —5
Para matrizes de ordem 3, existe um processo pratico que nos ajuda a calcular,
alternativamente, a matriz dos cofatores. Esse processo consiste em:
e Primeiro: Repetir a primeira e a segunda coluna da matriz a esquerda da

matriz.
2 3 112 3
1 -1 211 -1
0 4 olo 4

e Segundo: Repetir a primeira e segunda linha da nova matriz, embaixo da

ultima linha.

2 3 12 3
1-121-1
0 4 00 4
2 3 12 3
1-121-1
e Terceiro: Eliminar a primeira linha e a primeira coluna.

e Quarto: Calcular os determinantes de todas as matrizes de ordem 2 X2
possiveis formadas por elementos adjacentes, colocando os resultados em suas
respectivas posigdes na nova matriz formada. Essa nova matriz sera a matriz dos

cofatores.
2—3—34—2—3
0 |F=21]-1
0 40 0][4
0 =Sl 213
d=n 2 111
=3
-8 O 4
O que nos da a matriz dos cofatores A" = | 4 0 —8|.
7 —3 =5

Teorema 14.1.9.1: Se A é uma matriz quadrada de ordem n e detA4 = O,

entdo a inversa de A4, é dado por:
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Demonstracio: Inicialmente, vamos mostrar que A.4A = A.A = detA. 1.

Com efeito, os elementos de A.A sdo elementos de uma linha (ou coluna) vezes
0s seus respectivos cofatores, visto que A é a transposta de A’. Em razdo disso, os
elementos da diagonal principal sdo iguais ao determinante de A, pois cada
elemento multiplica o seu préprio cofator (teorema de Laplace), e os elementos que
ndo pertence a diagonal sdao, segundo o teorema 14.1.8.1 (teorema de Cauchy),
iguais a zero.
ai1 Q12 Qi3
Az1 A3z QA3
az1 dzz 0Adzs

A1 Az Asy B
e A=Ay, Ay Ajzz|, a matriz A.A resulta
A13 A23 A33

Assim, sendo A4 =

detA 0 0 1 0 O
na matriz diagonal 0 detA 0 |, ou melhor, em detA.|0 1 O0O|=detA.l.
0 0 detA 0 0 1
Por fim, como
AA=detA.lel= AA'= AA=detA A A = A7 = ﬁ.z

A vantagem deste teorema é que para calcular a inversa de uma matriz, basta
calcular a transposta da matriz dos cofatores (matriz adjunta) e multiplicar todos
0s seus elementos pelo inverso do determinante de A.

Um fato resultante desse teorema, é que para existir a inversa A~ (analise a
formula), é preciso que detA # 0. Em outras palavras:

“Em toda e qualquer matriz, a sua inversa existe se, e somente se, seu
determinante for diferente de zero.”

Outra relacdo importante é que, se A.A ' =] (por definicdo), entdo pelo
teorema 14.1.8.2 (teorema de Binet), temos

Utilizando esse mesmo raciocinio para

= =33 —
detA.detA =detl = detA.detA =1 poténcias, temos: AA1=] = _

: 1 3 . i
1° exemplo: Vamos calcular a inversa de |2 7| anterior, utilizando esse

método.
Solugdo: Siga o roteiro.
19) Verificar existéncia da inversa: det =7 — 6 =1 (0, entio existe inversa).

29) Calcular a matriz dos cofatores (ja calculado anteriormente): A" = |_73 1

39) Calcular a matriz adjunta (a transpostade A’): A = ‘_72 _13|

49) Aplicar o teorema 14.1.9.1, isto é, multiplicar a matriz adjunta pelo inverso do

determinante de A:

A—l

= .K:l.yjz

= detA 1 _13| =la=|
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S

cdlculo da matriz inversa:
- Permutar os elementos da diagonal principal;

SAIBA MAIS!

Alternativamente, para o caso de matrizes de ordem 2, podemos aplicar os sequintes passos para o

- Inverter os sinais dos elementos da diagonal secunddria.
- Dividir todos elementos pelo determinante da matriz.

Recalcule a matriz inversa
anterior seguindo esses passos.

29 exemplo: Calcular, se existir, a inversa de [; i]

Solugao:

19) Verificando existéncia da inversa: det = 4 — 6 =—2 (#0, entdo existe inversa).

292) Montando a matriz dos cofatores:
Ay = (-1 4=14
Az =i(=1)**L .2 =-2

Aqp = (_1)1+2- 3=-3
Aoy = (L2 L=

alln [—42

=3
ilt

I

39) Calculando a matriz adjunta (a transpostade A’): A = [

-

49) Multiplicando a matriz adjunta pelo inverso do determinante de A,

1 i
: :—_2'[—43

|

1=

4

=2

= == =2
-2 —21_13 -1
= 2 z 21
T T

Ja que é um matriz de ordem 2, alternativamente, podemos também:

12)Permutar os elementos da diagonal principal: [; i] A

29)Inverter os sinais dos elementos da diagonal secundaria: [ 43

]
-
392)Dividir todos elementos pelo determinante da matriz: a1 1=|38 =i}
== 2 2
—2 —Z

2 3 1
3° exemplo: Calcular, se existir, a inversa de A = [1 -1 2].

-8 4
Solugdo: A matriz adjunta é A = | 0 0
4 -8

Entao, passemos para o calculo de detA.

0 4 O
7
—3|, ja calculada no anteriormente.
—5

Pelo teorema de Laplace na 32 linha: detA = 4. (—1)3+2. li ;I =4.(—1).3=—12.

Como o determinante é diferente de zero, existe inversa. Aplicando o teorema

14.1.9.1, obtemos
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-8 4 7 s 1 7
§ —A2 A2 —12 3 = 12
4| 2|0 o -3|_ i B 1
s T|=1z —12 —1z 4
4 -8 -5 1 2 5
{7 —12 —A2 8 3 1z

-3 0 -2

4° exemplo: Calcular o determinante da matriz [—1 1 2 ] e a sua inversa.

7 0 1

Solugao: Vamos usar o teorema de Laplace na 22 coluna (possui mais zeros).

Apy = (_1)2+2

_ [—3 -2

7 1

] =344 =11 Utilize opcionalmente o processo pratico

para calcular a matriz dos cofatores:

detA = a,,.A45; = 1.11 = 11 (#0, existe inversa).

Os cofatores dos elementos sio:

A1y = (_1)1+1
Apiy= (_1)2+1
Az = (_1)3+1
Az = (_1)1+2
Azz = (_1)2+2
Azy = (_1)3+2
Az = (D3

Azz = (_1)2+3 2
By = (_1)3+3 z

L=
=0
=3
18 =15
Al 1
.-8=8
T =-7
=1
-3=-3
A—l_

—_

L, 2

R e 11
= 15 8

T # =B Y= i ok
o 3 11 11
~7 4 =3

T 11

Método por eliminagao Gauss-Jordan: Primeiro, escreve-se lado a lado a

matriz que queremos calcular a inversa e a matriz identidade. Em seguida, aplicam-
se sucessivas operagdes elementares sobre as linhas da matriz que queremos
inverter, de modo a transforma-la em matriz identidade. Nesse processo, as
operagoes devem ser aplicadas em toda a linha. Ao final, a matriz identidade torna-

se a matriz inversa.

1° exemplo (ja resolvido anteriormente): Calcular, se existir, a inversa de

3 4

Solugao:

5 4o 3
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Como desejamos que a matriz acima “se transforme” em uma matriz identidade, é

preciso ter um zero no lugar do elemento 3. Para isso vamos multiplicar a 12 linha por -3
e somar com a 22 linha:

[3 —13.1 4—23.2] [O —13.1 1—03.0] k [é —22] [—13 2]

Para ter um zero no lugar do elemento 2, vamos multiplicar a 22 linha por 1 e somar

b 25 A=l 155 3

Precisamos do nimero 1, no lugar do elemento -2, para isso basta dividir a 22 linha

por -2:
i =2 i = |
0 —2 [—3 1]:;[(1) 2][3 1]
—2 7z

2 —a2ll—p

com a primeira linha:

L SIS A=

2° exemplo (ja resolvido anteriormente): Calcular a inversa da matriz

-3 0 =2
[—1 1 2 ]
7 0 1
Solugao:

P[—3 0 —2]'
—4x|-1 1 2

0 0 1 -4 —-10]/1 —4 O
1 0|l=|—-1 1 2 0 1 0
7 0 14 0 1 7 0 i i o 0 1

i
0
0
1x[1 —4 -—-10][1 —4 O 1 —4 —10]1 —4 O
—11 2 8 1 9]1=|06 =3 —=8||1 —3 @
0

0 a4 4 0 1 7 0 1 0o 0 1

—7 x —10 [1 —4 O 1 —4 —10]11 —4 O
1 -3 0]|=|0 -3 —8 1 -3 0

0 0 1 28 28 1

—4 —-10 —4 0 1 —4 —10 0
28/3><[ 3 H -3 0]:[0 =3 H 0]
— Lo 28 1 o 0 —11/3 743 0 1
[ —4 —10 = 2/3 1/3 0 0
R LN B
0 0 —10/3 773 10 1131l 7/3 0o 1
1 0 2/37[-1/3 0 © 1 0 2/3 —A/3 0 0
g:[() =3 =8 H 1 =3 0]:[0 -3 0 ][—135/33 -3 —24/11]
—24/11l0 o -11/3/l7/3 0 1 0 0 -—-11/3 7/3 0 .
1 o 273 -1/3 0 0 1 0 0 1/11 0 2/11
0 -3 0 H—135/33 —3 —24/11] [o —~3 i H—135/33 3 —24/11]
2710 o —1173 7/3 0 1 —11/3 7/3 0 1

1 0 0 111 0o 2/11 1 0 0][2/15 ©0 1/5
g [o -3 P H—135/33 4 —24/11] [o 1 0”15/11 1 8/11].
+—11/3l0 o -11/3 7/3 o o 1ll-7/11 0o -3/11

=il
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Teorema 14.1.9.2 (unicidade): Se A possui inversa, entdo essa inversa é

Unica.
Demonstracao: Suponha que exista duas matrizes B e C inversas da mesma

matriz A, entao:
A B=B.A=I=A.C=C.A

B=B.I=B.(A.C) = (B.A).C=[B=C|

I

Teorema 14.1.9.3 (a inversa da inversa): Se A é invertivel, entdo A™?

também é, e nesse caso:

A Hl=A

Demonstracdo: Como A"L.(A™" 1) ' =1e A~*.A =1, entdo:
AL (A 1=A"14 = A L. (A D) 1-A1A=0>
AT[(A™DH)1—-A]=0
Nesse caso, ha duas hipoéteses:
A~' =0 (matriz nula, caso em que ndo se aplica);

e (A H1T—A=0=>ADHT1=A.

Teorema 14.1.9.4 (A inversa do produto): Se A e B sdo invertiveis, entdo
(A.B)~! também é, e nesse caso:

(A.B)~1 =B-1.A°1

Demonstracio: Precisamos mostrar que (4.B).B"1.A"1 =B 1. A 1. (4.B) =1.

Aplicando a propriedade associativa:
(A.B).B"TL.A1'=A.(B.BH.A'=4A1=1
1
B~1.A1.(4.B)=B" 1. (A"1.4).B=B"1L.B=1
I

Teorema 14.1.9.5 (A inversa da transposta): Se A é invertivel, entdo A*

também é, e nesse caso:

(At)—l o (A—l)t

Demonstracdo: AA™'=]eA LA=1
Aplicando a transposta:(4A.A~ 1)t =1t e (A~1. 4)t =It.
Aplicando a propriedade do produto da transposta: (A=1)t. At =1 e A*.(A™1)?

Como a matriz inversa é Unica, concluimos que: (45H~! = (A~1)t.
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14.1.10. Equag¢does matriciais

Sdo equagdes que envolvem operagdes com matrizes.

12 exemplo: Sabendo que A = [g _21] eB = [i ; , calcule a matriz X tal que:

a)X+A=8B
Solucgao: Inicialmente vamos isolar a incégnita X na expressdo.
_ — _[3 11 _0 —-11_13—-0 1—(—1)1_[3 2
x+a=B=>K=B-4l > x=[; ,|-[; 5 |=[323 "255°1=[5 of
b)A.X=B
Solugdo: Multiplicando a equacéo por A~?* pelo lado esquerdo, temos

=B = ALAX=ATB = ATAX=ALB = K=ATH
AX=B = ALAX=A1B = ALAX=A1B=|[x=A1B|

I

Calculando A™1, uma vez que detA = 3 (#0), temos A’ = (i _03) e A= (_23 é)

A-lzl(z x :(é %)
3\-3 0 2

E 1% .5 5 s, 1 2 2 7 4
X=A—1.B=(§ §)(1 5 =( tz 3t 3>=X=(§ §)
-1 0 —340 —1+0 -3 -1

Multiplique a matriz A por X e veja que o resultado é realmente a matriz B.

1 4 -8 1 0 0
202 exemplo: Dadas as matrizes A=|—4 6 2 |eB=]|4 1 0|, calcule uma
0 3 1

2 0 =2

Logo,

matriz X de forma que 2X + 3A = 2B.

Solugao: Vamos inicialmente isolar a incégnita X.

2B-3A 2B 3A
2X +3A = 2B = 2X = 2B-34A = X=—=7—7:> X:B_EA'

2
5 L0 O g[1 & -8
X=B-5A=|4 1 o|-5.|-4 6 2|=
03 1 3 D —3
_3 ==
1o o] [—= —6 12 — -6 12
g5 N6 = a|® | |10 -8 -2
-3 B 8 ~3 8 4

30 exemplo: Demonstre que A.A~' =] se, e somente se, A1A = 1.
Solugdo: Multiplicando a equacéio por A~? pelo lado esquerdo, temos
AAl=] & ALTLAAT=AT] oA TAAT=AT

Multiplicando agora por A pelo lado direito da equacao, dispomos de

A"LAALA=ALA o [ATTA=1T]

I 1
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EXERCICIOS 14.6

1)Calcule, caso exista, a inversa das matrizes seguintes.

10
a)|02| 12 0

4 e Hl 3 3

01 2

b)[67]

L s 1 5 2

=1 = alz2 4 4
C)[315] -1 2 -2

2 21 1 -1 1 3
dl1 3 o N 4 o

11 0 Mo o 1 3

1 0 0 o o0 0 1
e)lo 3 o

0 0 3

2) Para que valores reais de x existe a inversa das seguintes matrizes:

5 1 2 3 1 2 1
a)x b) |0 x 5 A)lx 0 3

8 x
0 0 2 0 x 1

3)(U.F. VICOSA - MG) Sejam as matrizes: A = |; é eM= |_’C1 _y1| . Onde x

e y sdo nimeros reais e M é a matriz inversa de A. Entdo o produto xy é:
a) 3/2
b) 2/3
c)l/2
d) 3/4
e)l/4

4) (FUVEST) O determinante da inversa da matriz

a) - 52/5
b) - 48/5
c) - 5/48
d) 5/52
e) 5/48

20
5) (MACKENZIE) Considere as matrizes A = (1 0) eB = ((1) Cll (1)) Se a e R,
31
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entdo a matriz A.B:

a) é invertivel somente se a = 0.
b) é invertivel somente se a = 1.
c) é invertivel somente se a = 2.
d) é invertivel qualquer que seja a.

e) nunca é invertivel, qualquer que seja a.

6)Uma matriz 4x4 que admite inversa é:

-1 2 1 0
o 01 —1
Dlo 07 2 1 2 3 5
0o 0 0 3 d) 3 5 7 10
0 0 0 0
1 3 3 1 1.0 0 1
2 21 2
15 -1 3 7 3
1 3 3 1 1 2 3 5
3 2 Z 3
1 2 3 5 )] 5 5 1
) 2 4 6 10 1. 0 0 1
0O 0 0 1
-1 0 0 1
1 2 —1 2 -1 1
7)Dadas as matrizes A=|0 1 0]|leB=|0 1 0], calcule uma matriz X,
1 0 -2 0O 0 4
tal que:
a)2X—A=B
b)X.A = B

¢)B~L.X.B.A"! =B-1

8)Sendo A e B, matrizes quadradas de ordem n, marque a opgdo incorreta.
a)B~'A"! = (A.B)?
b)(A=1)F =(aH™!
c) (A.B)t = BtA¢
d)B™1A™! =(B.A)?
e)[(B-Hf~' = [(B~H™']*

9)Quanto a matriz A de ordem n e sua inversa A~! é incorreto afirmar que:
a)AA™! = ALA
b)Se detA = 0, entdo ndo existe A~?
c) A matriz A~ & Unica
d) detA.detA ' =1

e) Se existe A, entdo existe A~
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14.2. Sistemas lineares

Um sistema linear é um sistema formado por equagdes lineares, ou seja,
equagles da forma: a;q.xy + aq2.X5 + @y3.X3 + -+ @1n. X, = b,. D& uma maneira
geral, representa-se um sistema de m equagdes e n incdégnitas, da seguinte forma

aqq.XxX1 + Aq2.X2 + dq13.X3 + ...+ Qup. Xy = b1
Azq.X1 + A22.Xp + A33.X3 + ...+ A2y X, = by

An1-X1 + Az X2 + Az X3 + oo+ Q- X = by
Onde os termos da forma a,,, sao denominados de coeficientes, os termos
x, de incognitas e os termos b, de termos independentes.
Exemplos:

{x+2y=4

S .= B (possui duas equagdes e duas incégnitas)

Coeficientes: |§ _21

, incégnitas: |;| e termos independentes: |‘5}|

—x+2y—3z=-5

. —7x+ 8y —z = —1 (possui trés equacdes e trés incégnitas)
3x+4y—3z=1
-1 2 -3 x -5
Coeficientes: |—7 8 —1], incégnitas: |y| e termos independentes: —1‘
3 4 -3 z 1
Exemplos de sistemas ndo lineares:
{x2+y= : (motivo: possui incégnita elevada ao quadrado)
3x—y=5
—x+2y—3z=-5
. —7x+8xy —z = —1 (motivo: o termo xy ndo existe em sistema linear)

3x+4y—3z=1

Conforme ja visto em determinantes de matrizes, um sistema linear pode ser
expresso em forma de equacdo matricial pela qual é equivalente:

i1 A1z Q13 Q14 -+ Qin X1 by
(z1 gz dzz  dzq - dzp X2 b,
@z; dzz Qzz Qzq - Aap|. | X¥3| =|b3| =2 A.X = B.
Am1 Amz2 Imz Ama *** Amn Xn b
- . sl L3
Matriz A Matriz X B

Onde A é a matriz dos coeficientes, X a matriz das incégnitas e B a matriz dos
termos independentes.

x+2y—3z=6

Exemplo: {Sx B2

5 -1 2

1.x+2.y—3.z]_ 6 5
5.x—1y+2.z _[2]’ e que <

possui a forma matricial: [1 = _3][;] =[6].
z

Veja que multiplicando as matrizes, obtemos:

x+2y—3z=6

equivalente ao sistema linear inicial: {5x—y+22 _
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14.2.1. Solugdo de um sistema linear

A solucdo de um sistema linear é dada pelos valores das incégnitas pelas quais
satisfazem cada uma das equacgdes (sem excegao) do sistema.
Exemplos:

{x+2y=0

2+2.(-1)=0
4x+y=7'°par(§'

—1) é solucio do sistema, pois: {4_2 Ay =T

3

7x —8y +z=—5 ,0terno (:%,:vl, \1) é solucdo do sistema, pois:
3x+y—z=-8 x ¥y ¥y
(/2 # 5u(—=1) =31l ==10
7.(-2)—-8.(—1)+1=-5
Bul(—2) +4—1) —1L =—8

{x+5y—3z=—10

Conforme um sistema linear apresenta ou ndo uma solugao, ele é classificado
em:
<+ Possivel e determinado: Quando possui uma Unica solugdo;
<+ Possivel e indeterminado: Quando possui infinitas solugdes;
< Impossivel: Quando nd3o possui solugdo.

Determinado
/ Possivel <

Indeterminado

Solugado

Impossivel

Veremos dois métodos de resolugdo de sistemas lineares com m equagdes e n

incégnitas: a regra de Cramer e o escalonamento.

A regra de Cramer®: Esse método consiste em obter as solugdes do sistema
dividindo os determinantes das matrizes conforme a seqguir.
ax+by =e

Acompanhe o caso de um sistema linear com duas equagdes: {cx+dy e ¢

D
,x= L ey= ==

A _la b
Temos.A_lC d Da

R T T

Onde:

- D, é o determinante da matriz dos coeficientes;

- D, € o determinante da matriz A, construida substituindo a coluna x pela
coluna dos termos independentes;

- D, é o determinante da matriz A, construida substituindo a coluna y pela
coluna dos termos independentes.

x—2y=-—3

Exemplo: Resolver o sistema linear {x+y= 3

6 Gabriel Cramer (1704-1752).
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Solugao:

1 =2 —8 —2 1 =3
A= Ay = e A, = :
|1 LAt % | 3 1 | o |1 3 | Substitua os valores de x ¢ y
D,=1-(-2) =3, nas equagbes do sistema e
veja que de fato sdo
Dy=-3-(-6)=3. solugdes.
D,=3—-(—-3)=6.

Dy 3 D 6
x=pr= 3= E=dle y= 52 = §= =21~ F=@.2)}

Para um sistema linear com trés equagdes, temos mais uma incégnita z. D,

sera o determinante da matriz 4,, construida substituindo a coluna de z pela coluna

dos termos independentes. O valor da incégnita é dado por z = g—z.
A

2x— y—3z=—8

Exemplo: Resolver o sistema linear { 5x + 2y + z=10 .
—3x+10y—2z=1

Solugao:

o

A, =

W
g 4 =B

A;=|5 2 10|=D.= 2 =D, =-366-243 = -609
—% 10 1

30 -400 = -366
—203

Substitua os valores de x, ¥y e z em

Dy
— = ——=1.
Dy —203
_ D, _ —203 _q - ] !
Y= E = _Bae S=(1L1,3). todas aT equagdes do s1§tema e veja
que realmente séo solugdes.
D _3

B —609
D, —203

As solugbes de um sistema linear utilizando a regra de Cramer, deixam claro

dois inconvenientes:



— O sistema possuira solugdo se, e somente se, o determinante da matriz dos
coeficientes D, for diferente de zero. Portanto, aplica-se somente para os casos com
solugao determinada.

— O processo de solugdo é trabalhoso, pois € preciso calcular o determinante
de no minimo trés matrizes, para sistemas com duas equag¢des ou de quatro
matrizes para sistemas com trés equagdes, se agravando para sistemas com mais
equagdes.

O método a seguir é bem mais eficaz.

Resolucdo de sistemas lineares usando escalonamento: Também
conhecido como eliminagdo gaussiana, em homenagem a Carl Friedrich Gauss
(1777-1855), o método do escalonamento consiste em encontrar sistemas lineares
equivalentes que possui a mesma solugédo.

Um sistema é dito escalonado quando:

1) As incdgnitas de todas as equagdes estiverem em uma mesma ordem;

2) Os coeficientes nulos ficam sempre a esquerda do primeiro coeficiente ndo
nulo;

3) O ndmero de coeficientes nulos aumenta de equagdo para equagédo.

Exemplo de sistemas escalonados:
{x+2y=4 {x+2y=4
= .
Ox—-7y=-7 -7y =-=7 Todas as trés condigdes
estfio satisfeitas.

x+y—3z=-6 x+y—3z=-6
e <0.x+ 2y+ z=5 @{ 2y+z=5
0.x+0.y—2z=-6

Exemplo de sistemas nao escalonados:

{49{ — Syr=l [ Motivo: ndo ha coeficientes nulos. ]
x—y=2
10x +2y — 11z =33 - .
- 2y +z= 5 Motivo: os coeficientes nulos nfio aumentam de
2y —8z=—4 equago para equagio.

Para se chegar a um sistema equivalente e escalonado, é preciso efetuar
operagdes com as equacgdes ou entres elas, convenientemente, visando atender as
trés condigBes de um sistema escalonado. Essas operagdes consiste em:

> Permutar as equacgdes;

> Multiplicar qualquer equacdo por um numero k (k = 0);

»> Multiplicar qualquer equagdo por um nimeroc k (k # 0) e somar a equagdo
resultante com outra equagao.

y—x=4

(=] - i i
19 exemplo: Escalone o sistema linear {Zx— Ry =

Solugao:

1) Colocando as incdgnitas na mesma ordem em cada equacdo:
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{—x +yv=4
2x— 3y =—4

2) Como os coeficientes nulos devem ficar a esquerda e aumentar de equacio para
equacdo, devemos produzir um coeficiente nulo em 2x na 22 equacio. Para isso, vamos
multiplicar a 12 equacéo por 2 e somar o resultado com a 22 equacdo:

—x+y=4 a x@
{2x—3y=—4 -

O0.x—1.y=4 —y=4

y+z=-—1
29 exemplo: Escalone o sistema linear:{ —x—z+4y=5.
x+y—2z=6
SoluGgao:
1) Colocando as incégnitas na mesma ordem em cada equacéo:

y+z=-1
{ —x+4y—z=5
x+y—2z2=6
2) Como o nimero de coeficientes nulos deve aumentar de equag¢do para equagao,
vamos permutar a 12 equacdo com a 32 equacgao:
x+y—2z=6
{ —x+4y—z=5
y+z=-—1
3) Pelo mesmo motivo, vamos produzir um coeficiente nulo no lugar de —x na 22
equacdo. Para isso, iremos multiplicar a 12 equacio por 1 e somar com a 22 equacio:
x+y—2z=6 & x)
{—x+4y—z=5 2+

y+z=-1
x+y—2z=6 x+y—2z=6
{0.x+5y—32=11=}{ by —3z=11
y+z=-1 yt+z=-1

4) Agora, devemos ter um coeficiente nulo no lugar de y na 32 equacgfo. Para isso,

vamos multiplicar a 22 equacéo por -1/5 e somar o resultado com a 32 equacgio:

o= i XJsry—_gzz—:161 x;y__gzz_:fl
I - i 8 16 8 16
s Sl U =g = £Z="§

Uma vez escalonado o sistema linear, devemos analisa-lo e classifica-lo em
sistema possivel e determinado, possivel e indeterminado ou impossivel.

Analisando os dois exemplos anteriores, podemos notar que sdao sistemas
possiveis e determinados, pois é imediatamente possivel encontrar o valor de uma
incégnita na dltima equacdo e substitui-la nas demais equagdes, uma a uma,
descobrindo em cada uma delas, as outras incégnitas restantes. Veja:

12 exemplo (ja escalonado anteriormente):
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—x+y=4%
{525 Zesp==

Substituindo y = —4 na 12 equacao, obtemos
—x+y=4= —x—4=4 = —x=8 = |x=—-8 =>|S=(—8,—4)|.

2° exemplo(ja escalonado anteriormente):
x+y—2z2=6

5y —3z=11
Se=-Fo==2
Substituindo z = —2 na 22 equacéo, temos
5y—-3z=11= 5y —-3(-2) =11 = 5y +6=11 =5y =11-6 =[y =1}
Substituindo z = —2 e y = 1 na 12 equacio, encontramos

X+y—22=6=x+1-2.(-2)=6 =2 x+1+4 =6 =>x =6—5 =[x=1]

S=(1,1,—2)}

Entretanto, nem sempre um sistema linear é possivel e determinado.
Eventualmente, pode ocorrer de alguma equagdo do sistema acusar 0 =0 apds o
escalonamento. Nesse caso, o sistema serd possivel e indeterminado.

3x—6y=7
Exemplo: Verifique se o sistema linear 7 € possivel e
—x+ 2y = -3
determinado, possivel e indeterminado ou impossivel.

Solugao:

1) Como o numero de coeficientes nulos precisa aumentar de equacdo para equacio,
devemos ter um coeficiente nulo no lugar do coeficiente de —x na 22 equacdo. Para isso,

vamos multiplicar a 12 equacdo por 1/3 e somar o resultado com a 22 equacdo.

i3x—6y: 2 ‘:'é“f) @{3x—6y= 7 @{3x—6y= 7
—x+2y=—% 0+0=0 0=0

A equacdo 0 = 0 denota que, seja qual for os valores de x e y que satisfacam uma das
equacgdes, a outra equacio estard automaticamente satisfeita, portanto, é um sistema
possivel e indeterminado.

0O termo “indeterminado” tem significado de solu¢des infinitas, pois nesse caso,
podemos atribuir um pardmetro ¢t para a incdégnita x na 12 equacdo e obtermos:
3t—7

.

3x—6y=7 = 3.t—6y=7 = 6y=3t—7 = y=

i 3 g i » 4 3t—7
Assim, as soluc¢des infinitas sdo do tipo: § = (t =)

Veja algumas soluc¢bes para:

t=0=(0,-0),t=1= (1,-2), t=-5= (-5-30),..
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O dltimo caso ocorre quando alguma equagdo do sistema acusa algum absurdo
apods o escalonamento. Nesse caso, o sistema serd impossivel.

—2x—y+z=1
Exemplo: Classifique o sistema linear{4x +2y—5z= —2.
2x + y—9z=2

Solugao:
1) Devemos ter um coeficiente nulo no lugar de 4x na 22 equacéfo. Para isso, vamos
multiplicar a 12 equacéo por 2 e somar o resultado com a 22 equacéo:
—2x—y+z=1 & x® =2 — etz =1
4x +2y—5z=—-2 ¢D+=>{ —3z=0
2o oy W9 =2 22k y=92=2
2) Agora, vamos multiplicar a 12 equacdo por 1 e somar com a 32 equagdo, para
eliminar o coeficiente de 2x. Da seguinte forma:

—2x— y+z=14& x1) —2Z2x— y+z=1 —2x—y+z=1
—3z=0 + = —3z=0 = —3z=0
2x + y—9z=2 Ox + Oy —8z=3 —=8z =3

3) O sistema ainda ndo estd escalonado, pois 0 namero de coeficientes nulos nio
aumenta da 22 para a 32 equagdo. Assim, precisamos multiplicar a 22 equagao por -8/3 e
somar o resultado com a 32 equacéo:

[ —3z=0& x(-83) :»’[ —3z=0

—8z=3 D+ 0=3
A ultima equacdo 0 =3 é um absurdo. Dessa forma, o sistema é impossivel.

Todos os casos provaveis quanto a classificagdo de um sistema linear, que
vimos nos exemplos anteriores, estao formalizados no teorema do posto a sequir,
apresentado apds a definigdo de posto.

Definicao 14.2.1.1 (Posto): Seja uma matriz A de ordem mxn.
Denominamos de posto P4 da matriz A, o ndmero de linhas ndo nulas dessa matriz

escalonada. E sendo AX = B um sistema linear, denominamos de posto P; do

sistema, o ndmero de equagdes ndo-nulas desse sistema escalonado.

x —y=-—2¢ x(D {x—y=—2

Exemplo:{x_|_y:6 ;e 042y —8

=[Fa=2els =1

i = — 2 — =
2°exemplo:{ Ty R (:»{ 2x+2y =4 =>[P,=1ePs =1}

2x—2y=—4 <+ 040=0

x—2y+3z=2 & x(2 x—2y+3z=2@ x(3
30 exemplo: {3x—2y+4z=9 @{Bx—2y+4z=9 £l + &
2x— 4y + 6z =4 &

0=0
{ x—2y+3z=2 [ x—2y+3z=2

0+4y—5z=3 = 4y—52z=3 =>|P,=2ePg =2]
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4° exemplo: { x —y+z=2 x—y+z=2 <+

x+y+3z=1 & x(3 [x+y—|—3z=1<:l x(-1)
=
3x+3y+92=0 0=-3

—2y—2z=1 = |[Pa=2eP; =3]
0=-3

x+y+3z=1
.

Teorema 14.2.1.1 (Teorema do posto): Consideremos um sistema de
equacgdes lineares AX = B de m equagles e n incdgnitas. Sejam P, o posto da
matriz A (matriz dos coeficientes) e P; o posto do sistema, entdo:

(1) O sistema é impossivel se, e somente se, P, < Ps.

(2) O sistema é possivel se, e somente se, Py, = Ps.

(3) O sistema é possivel e determinado se Py = P; = n.

(4) O sistema é possivel e indeterminado se P, =P; <n. Onde, n—P; é o

nimero de incégnitas livres (incégnitas que podem assumir qualquer valor real).

Demonstracao: Inicialmente vamos nos concentrar em um sistema linear
escalonado que resulta em possivel e determinado, conforme a seguir.
ai-x1 + agz.x2 + agz.x3+ ...+ ayu.x, = by < X2 equacao.
Ap3.X3 + Az3.X3 + ...+ Azp.X, = by <« (X —1)2 equacio.

Am—2)(n—2)Xn—2 + Aen—2m—13Xn—1 + Aan—2yn-Xn = bz <« 32 equacdo
Aon-—1)n—1)-%n—1 + Con—1)n-Xn = b1 < 2% equacio
App-X, = b,, < 12 equacéo.

Uma vez escalonado, para ser possivel e determinado & necessério (e
também suficiente) que a 12 equagdo (de baixo para cima) tenha exatamente uma
incégnita, que a 23 equacgdo tenha duas incégnitas, que a 32 equagdo tenha trés
incédgnitas, ou seja, que a X2 equacgdo tenha X incédgnitas (basta pensar na solugdo
utilizando substituigbes sucessivas e encadeadas no sistema escalonado). Em
outras palavras, o niumero de incdgnitas precisa ser igual ao numero de equagdes,
isto é, P, = Ps = n.

Caso P, < Ps: Nesse caso, incorre mais linhas nulas na matriz dos coeficientes
A do que equagdes nulas no sistema escalonado. Em outros termos, ocorre um

absurdo em alguma linha do sistema escalonado, como 0 = 1 , por exemplo,
Rl bl

nulo nio nulo

o que implica em sistema impossivel (e vice-versa).
Caso P, = Pg < n: Nesse caso, hd mais incégnitas que equagdes no sistema
escalonado. Nesse cenario, suponha que a X2 equacdo tenha X + g incégnitas (g

incdégnitas livres). Como X + g =n e, nesse caso, X = Pg, temos

Porq=n =G=n=F4
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x+y+z+w=1
x—y—z—w=-—1
x—y—2z—3w=-2"
x+2y—z—3w=1.

Exemplo: Classifique o sistema

x+y+z+w=1 &S x(D x+y+z+w=1 & x(D
= N9 =g e =i x—y—z—w=-1
SOlugao: Y & pe-gw— -3 By gw——8 =
x+2y—z—3w=1. y—2z—4w =0
x+y+z+w=1 & x(D x+y+z+w=1
x—y—z—w=-—1 —2y—2z—2w=-—2¢ x(/3
—2y —3z —4w = —3 = —2y—3z—4w=—3 aa
y—2z—4w =0 y—2z—4w =0
x+y+z+w=1 x+y+z+w=1
=2y —2z—2w=—2 43 xtD = —2y =2z = 2w =2
—Zp— B— i =—F o= — = D= —1 A= KCP
—3z — 5w =i —1 —3z—5w=—-1

x+yt+tz+w=1

—2y—2z—2w=—-2
* e 4t . Como P, = P; = 4, o sistema ¢ possivel e determinado.

—z—2w=-—1
w =2
Substituindow = 2 na 32 equacfio: —z —2w=—1= z = 1 -22 = [z = —3|.
Substituindow = 2 ez = —3 na 22 equac¢io
—2y—2z—2w=-2=-2y—-2(-3)-22=-2> 2y= -2 = [y =2}
Substituindow = 2,z = —3 ey = 2 na 12 equagdo

x+y+z+w=1 =>x+2-3+2 =1 = [x = 0]

Solucgdo: |S = (0,2,—3,2)}

x+y+z+w =1
x+2y—3z+w=0"
XAFErw =143 300 {x+y+z+w=1
x+2y—3z+w=20 y—4z=—1

29 exemplo: Vamos resolver o sistema {
Solugao: {

Note que P, = P = 2 < n.Portanto, o sistema é possfvel e indeterminado.

Fazendoz = t = |y = —1 + 4t|

Substituindo na 12 equacdo e fazendo w = s, temos

x+y+z+w=1=>x—1+4t+t+s=1=[x=2—5t—s]

As solugbes sdo da forma: [S = (2 — 5t —s,—1 + 4¢,¢,5)]

Na subsecdo sequinte, sera apresentada também uma justificativa geométrica
para os sistemas lineares de duas e trés incégnitas, quando esse & possivel
(determinado ou indeterminado) ou impossivel.
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EXERCICIOS 14.7

1) Use a regra de Cramer para resolver os seguintes sistemas lineares.
{10x+ 2y =20 2x+3y+z=28
)] —2x+y=3 b) {—x—3y+22=3
2x+y—z=—4

2) Resolva o0s seguintes sistemas lineares usando o escalonamento e
classifique-os.

){ x+ 11y =1 5x — 5y — 15z = 15
—2x —4y=-2 h)Y x—y—3z=3
b{—4x+ 6y = —10 x+3y—z=-1
) 2x —y =15 x—2y—5z=0
12x +4y =18 i){ x—y—z=0
N 3x+y=10 5x—7y—13z =0
—x— y—2z=—4 . x+y+z=0
d—x+ 2y+ z=2 )y x—y—z=0
2x+3y—z=4 3x —4y—z=20
2x+ y+2z=3 x+y+z+w—4
e)jdx—y+ 2z=1 y—z—w=-—1
4x +2y +4z=1 3x— —22—3w——3
)] —2x+ y—z=0 x+2y—z+2w =5
2B+ y—a=1z { x+y—3z2+2w=0
—x—y—2z=—4 5 . L
—x+ 2y+ z=2 x+y—3z+w =—
9 2x+3;/—z:4 m) {—4x—2y+6z—2w=0

2x+ 5y =10

3) (FGV-5P) O sistema de equagoes{ i

a (2 5)-6)=(3)
0 (7 0)-G)=(Y
(¢ 22-G)=(3
o (Zg )6)=()

(2 2-60-=-035

4) (FGV-SP) Seja (a,b,c) a solugdo do sistema linear ¢ 2x+y+z=—1 . Entdo,
4x+2y—z=-—11

é equivalente a:

C

S~

e

~

teremos:
a)a =1 b) b =3 c)ec =2 d) a.b.c = 0

5x+ay=3

5) (FEI-SP) Os valores de a e b para que o sistema {bx+8y= 6

seja
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indeterminado sao:
a)5el0 b)4 e 10 c)6el0 d)y7ell e)l0e 11

bx+y=1
6) (ITA-SP) O sistema linear §{ bx +z = 1 ndo admite solugdo se, e somente se,
x+bz=1

o nuimero real b for igual a:
a)-1 b) O c)1 d) 2 e)-2

7) Um sistema linear é classificado como possivel e determinado, quando:

a)a quantidade de incégnitas € maior que a quantidade de equagdes;

b)a quantidade de equagdes é maior que a quantidade de incégnitas;

c) a quantidade de incégnitas, o posto da matriz dos coeficientes e o posto
do sistema sado iguais.

d)a quantidade de equacdes é igual a quantidade de incégnitas e o posto da
matriz dos coeficientes é n&o nulo.

e) o sistema é homogéneo.

8) (UFC-CE) Se um comerciante misturar 2 kg de café em pé do tipo I com3 kg
de café em pdé do tipo II, ele obtém um tipo de café cujo prego € R$ 4,80 o
quilograma. Mas, se misturar 3 kg de café em pé do tipo I com2 kg de café do tipo
11, a nova mistura custara R$ 5,20 o quilograma. Os pregos do quilograma do café
do tipo I e do quilograma do café do tipo II sdo, respectivamente
a)R$5,00 e R$ 3,00
b)R$6,40 e R$ 4,30
c)R$5,50 e R$ 4,00
d)R$5,30 e R$ 4,50
e)R$6,00 e R$ 4,00

9) (UFG — GO) - Um caminhao transportou, em duas viagens, 50 toneladas de
soja. Sabendo que, na primeira viagem, o caminhado, carregado, pesou 45 toneladas
e que, na segunda, o caminhdao e a carga pesaram 35 toneladas, calcule a
quantidade de soja transportada na primeira viagem e o peso do caminhao vazio.

10) Uma empresa vende adubos em sacos de 50 kg conforme o percentual de
nutrientes que esta na tabela a seguir.

Nutriente A Nutriente B Preco (R$)
Adubo 1 10% 20% 50,00
Adubo 2 40% 30% 80,00
Adubo 3 30% 20% ?

Se somente os nutrientes influenciam no prego do adubo, qual deve ser o prego
do adubo 37
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14.2.2. Interpretacdao geométrica de sistemas lineares

Nesta subsecdo, abordaremos a intepretacdo geométrica de sistemas lineares
de duas e trés incégnitas, associada ao tipo de solugdo desses sistemas: possivel
determinado, possivel e indeterminado e impossivel.

Solugdo para um sistema linear com duas incégnitas: {?;C:s; :; .

ax+by=e=rn

representa uma reta 1, e r; no lano
cx+dy=f =nr P 1 2 P

Cada equacgao {

cartesiano e a representacdo geométrica da solugdo, em cada um dos casos
possiveis, esta nas figuras 14.2.2.1, 14.2.2.2 e 14.2.2.3.

Y Yy
Ty //T2 -
T =T2 T2
T T
Possivel e indeterminado Impossivel
(retas coincidentes) (retas paralelas)
Figura 14.2.2.1 Figura 14.2.2.2
Y 71 X T
rir—y=-2
T Y
T1 o2z —2y=—4
Uy
uy
xr TH ="
- x
Possivel e determinado
(retas concorrentes)

Figura 14.2.2.3 Figura 14.2.2.4
xX—y=—2

2x -2y =—4

Solugao: Escalonando o sistema, temos

{x—y=—2 @ x(-2) {—2x+2y=4
2x — 2y = —4 <D+ 0+0=0=0=0

O sistema é possivel e indeterminado e sua solugio é uma reta, pois a expressdo 0 =

1° exemplo: {

0 denota que as retas do sistema sdo coincidentes.
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Esse caso foi anunciado genericamente na figura 14.2.2.1 como retas coincidentes,
corroborado pelo grafico real das duas retas do sistema na figura 14.2.2.4. Veja nessa
mesma figura, que além das retas serem coincidentes, os seus respectivos vetores
normais: u; = (1,—1) eu, = (2, —2) sio paralelos.

2x -4y =—1

o] -
2° exemplo: {x— 2y =2

Solugao: Escalonando o sistema, encontramos

{2x—4y=—1 & x(-12) 2x—4y =-—1
x—2y=2 <+ {0+0:5/230:5/2<=|Absurd0!

O sistema é impossivel e ndo ha ponto em comum entre as retas do sistema. Esse é o
caso de retas paralelas generalizadas na figura 14.2.2.2.

A figura 14.2.2.5 mostra o grafico das duas retas e os seus respectivos vetores
normais: u; = (2,—4) e u;, = (1,—2). Observe que as retas sio paralelas e os vetores
normais também.

3% exemplo: {fc:—iy=:3_3

Solugao: O sistema escalonado nos da

_ — _3 & x(D x—2y=-—3
{§+321y=3 R ‘:’{0+3§=6 = ~k=1]
O sistema é possivel e determinado e sua solugio é geometricamente o ponto (1,2).
Esse é o caso da figura 14.2.2.3 em que as retas sao concorrentes. A verificacao desse
fato esta no grafico dessas retas na figura 14.2.2.6, em que o ponto em comum €é (1, 2) e

que os vetores normais nao sao multiplos.

Y ry// T2

2z —4y=-1

]

,/’“ﬁw—zy:z N 1 &=m+y:3

Figura 14.2.2.5 Figura 14.2.2.6

ax+by=e=nr

sé sera possivel e
cx+dy=f =n P

Diante dos trés casos, o sistema {

determinado (uma Unica solugdo), quando os vetores normais as retas u; = (a,b) e
u, = (¢,d) nao forem paralelos (ndo multiplos). Isto €, quando o determinante da
_la b

c d
proporcionais, o determinante da matriz é nulo).

matriz A | for diferente de zero (lembre-se que quando as linhas sao



Solugcdo para um sistema linear com trés incognitas: Cada equacdo do
sistema representa um plano a;, a, € a3 no espaco tridimensional’.

a;x +biyy+ciz=d, <a,
azx +byy+c,z=d, =a,
azx +byy+c3z=d; <a,

Cada um dos casos possiveis esta a seguir.

> Se o sistema for possivel:

Os trés planos sdo coincidentes: o
sistema linear é possivel e
N indeterminado, ou seja, ha infinitas

o= o05— 0 solugdes.

Figura 14.2.2.7

r=o;NazMNoas

Os trés planos possui uma reta de
intersegdo: o sistema linear & possivel
e indeterminado, isto é, ha infinitas
solugdes.

Figura 14.2.2.8

P=a NazNag

Os trés planos possui um ponto de
intersegdo: o sistema linear é possivel
e determinado. Por isso, ha uma unica
solugao.

Figura 14.2.2.9

7 A representago de planos no espaco tridimensional serd estudada em detalhes no volume 4 dessa colegdo. A abordagem dessa
representagdo, sem o estudo prévio, tem o intuito apenas de dar sentido as solugdes encontradas (ou ndo encontradas).
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> Se o sistema for impossivel:

a1/ /aaf [as

Os trés planos sdo paralelos: o sistema
linear é impossivel, por conseguinte,
ndo existe solugdo.

Figura 14.2.2.10

al//ag X ag

Dois planos apenas sdao paralelos: o
sistema linear é impossivel, ou seja,
nao existe solugao.

Figura 14.2.2.11

a1 X (g X (g

Os trés planos sdo concorrentes, mas
A <—> nao possui ponto em comum: o
sistema linear é impossivel. Dessa

; forma, ndo existe solugdo.

Figura 14.2.2.12

x +2y—3z=-—1
i° exemplo:{Zx +4y—6z=—-2,
3x +6y—9z=-3
Solugao:
x +2y—3z=—-18 x(-3) X +2y—3z=—-1& x(-2) 2x+ y+z=2
{2x+4y—6z=—2 @{2x+4y—6z=—2¢9 @{0+0+ 0=0
3x +6y—9z=-3 04+04+0 =0 0=0

O sistema é possivel e indeterminado e a solucio é um plano.



MATRIZES E SISTEMAS LINEARES

Esse exemplo esta representado no caso da figura 14.2.2.7 em que os trés planos sio

coincidentes (veja que duas equac¢des foram eliminadas).

1 2 =3
Analisando a matriz dos coeficientes |2 4 —6|desse exemplo, vemos que o
3 6 —=9

determinante é nulo, pois as demais colunas sdo proporcionais a primeira.

—x —y+2z=-1
2° exemplo: {—2x—2y+4z=1_
4x +4y —8z =2

Solugao:

=X — Wb 22 =1 5% = — g P =71 —% — ¥ 2a=—1
{—2x—2y+4z=1 D (:){—2x—2y+4z=1 @{—2x—2y+4z=1
4x +4y —8z =2

0+ 0+ 0=~2 0 =—2 & Absurdo!
O sistema é impossivel. Esse caso esta representado na figura 14.2.2.10 em que os

trés planos sdo paralelos.

=1 =1 2
Analisando a matriz dos coeficientes | -2 —2 4 |, & possivel perceber que o
4 4 -8

determinante é nulo, pois ha linhas proporcionais.

A diferenca entre o 12 exemplo e 0 22 exemplo, esta na proporcionalidade que ocorre
também entre os termos independentes. No 12 exemplo, os termos independentes
acompanham a proporcio dos demais coeficientes, e por esse motivo, os planos sdo

coincidentes. O mesmo ndo acontece no 22 exemplo, resultando em planos paralelos.

X— 2y 3z2=12
3% exemplo: {3x—2y+4z=09.
2x—4y+6z=0

Solugao:
x—=2y+3z=26 x( x—2y+3z=2
3x—2y+4z=9 (:»{ 3x —2y+4z=9
2x—4y+62z=0 0 = —4 <= Absurdo!

O sistema é impossivel. Esse exemplo estd representado no caso da figura 14.2.2.11

em que apenas dois planos sao paralelos.

1, =2 3
O determinante da matriz dos coeficientes |3 —2 4| desse exemplo & nulo, pois a
2 —4 6

12 e a 32 linha sdo proporcionais.

x+y+z=2
4° exemplo: x—2y+z=3
3x-3y+3z=8
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Solugao:

x+y+z=2 & x(-3 x+y+z=2 Q@ xt1)
x—2y+z=3 {x—2y+z=3

3x—3y+3z=8 —6y =12
x—2y+3z=2 x—2y+3z=2
= —3y=1¢& x(2 (:)I —3y=1
—6y =2 0=0

O sistema é possivel e indeterminado e neste caso a solucio é uma reta, conforme a

representacio da figura 14.2.2.8. Para calcular algumas solu¢des (ou a equacio dessa

reta), vamos substituir a incdgnita y = —% e fazer z = t na primeira equacéo,
% (AL, BT =) By 2ot
—2.0—= =2 = xr=—= = |x = ———|
¥ ( 3) i R b B
. . —2+15t —1
Logo, qualquer solucio do sistema é da forma s = (T’ EL t), paratodo z € R.
1 4 A
A matriz dos coeficientes |1 —2 1] desse exemplo possui determinante nulo, pois
3 —8 3

ha uma combinacéo linear entre as linhas. Veja que a 32 linha é igual a 12 mais o dobro da

22 linha (propriedade 7 dos determinantes de matrizes).

2x— y—3z=-—8
5% exemplo: { 5x4+ 2y + z=10.
—3x+10y—2z=1
2x— y—3z=—-8 & x-3 —10x+5y+15z2=404 +
Solugdio: { 5x+ 2y+ z=10& w2 <={ 10x+ 4y+ 2z=20 < =
—3x+10y—2z=1 —3x+10y—2z=1
Pop— = Gz =8 & %3 6x— 3y —9z =—24 &4 6x — 3y —9z=—-24
o 9y + 17z = 60 = 9y + 17z =60 = 9y + 17z = 60
—3x+10y—2z=1& x2 —6x+ 20y —4z=2 17y —13z = —-22
2x— y—3z=—8 2x— y—3z=—-8 2x— y—3z=—-8
<4 9y + 17z =60 & 217 =< 153y + 289z =1020& + c»{ 9y + 17z = 60

17y—13z = —22 &5 =) —153y+117z = 198 406z = 1218
Da terceira equacdo: 406z = 1218 = z = % = |z = 3|
Substituindo na segunda equacédo: 9y + 17z = 60 =9y + 17.3 = 60 =
60 —51

9y + 51=60=y = — = [y = L

Substituindo na primeira equacdo: 2x — y—3z=—-8 = 2x—- 1—3.3=-8=
-8+ 10
2x—1—9=-8 = 2x—10=—8 =>x=—2 =|x= 1}

Conclusdo: o sistema é possivel e determinado e a solug¢éo é o ponto (1, 1, 3).
Esse exemplo esta representado no caso da figura 14.2.2.9 em que os planos possui
um unico ponto de intersecdo. Esse é o Ginico caso em que o determinante da matriz dos

coeficientes é nio nulo.

| 84



Vimos que o sistema linear de duas e de trés incégnitas sé possui Unica solugdo
(possivel e determinado), quando o determinante da matriz dos coeficientes é ndo
nulo. Isso se estende, obviamente, a sistemas lineares com qualquer quantidade
de incégnitas, uma vez que essa é a prépria definigdo de determinante de matrizes
(ver subsegdo 14.1.6). De qualquer forma, essa informagdo estd formalizada a
seguir como teorema, para referéncias futuras.

Teorema 14.2.2._1: Um sistema de equagdes lineares AX = B, sera possivel e
determinado se, e somente se, o determinante de A for nao nulo.

Dx _ DY

Perceba que esse teorema converge com a regra de Cramer: x = D, y = D
A A

Dz

e z = . em que D, precisa ser diferente de zero, para haver solugdo em um

sistema linear.

Exemplo: Para que valor de a abaixo, o sistema é possivel e determinado

{x+ ay=-—10 ,
2x—4y=-11"

Solugao: Para que o sistema seja possivel é determinado, é necessario que o

determinante da matriz A (dos coeficientes) seja diferente de zero.

4
A:B _514| =SdetA=—-4—-2a#0 = —2.a #4 = a B g [ = —2]

Agora, usando o escalonamento, encontramos
x+ ay =—10

+ ay=—10 x-2
i Al A [ M Ve PR PR
2a-n)

20 exemplo: Determine os valores de m e n, para que o sistema linear

x+y+z=1
x+ 2y— z=2 seja:
—x+y+mz=n

a)Indeterminado
b)Impossivel
Solugao: Em ambos os casos, o determinante da matriz deve ser nulo, sendo

portanto, dificil de identificar cada caso. Optaremos entéo, pelo escalonamento.

x+ y+z=18 x(D x+y+z=1 &G x1)
X+t 2y—z=2 = yw=2z=1 =
—xX+ytmz=n —X+ty+tmz=n

x+ y+z=1 x+yt+tz=1
2y+(m+Dz=n+1 < m+5z=n—1

a) Para ser indeterminado € preciso que a ultima equacédo seja da forma 0 = 0. Assim,
m=-5en=1.
b) Para ser impossivel é preciso que a ultima equacéo seja um absurdo, o que ocorre

quandom = —5en # 1.
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14.2.3. Solugdo de um sistema linear homogéneo

Um sistema € dito homogéneo quando os termos independentes sdo todos

iguais a zero.

Exemplos:
+hy=0 ax+by+cz=0 ax + by +cz+dw =0
{g;+d;/=o ’{dx+€y+f2=0 e X Ty +gzt+hw=0
gx+hy+iz=0 ix+jy+tkz+Ilw=0

mx +ny+oz+pw=20

Em um sistema homogéneo ha sempre como uma das solugdes, as incégnitas
nulas: (0, 0, 0, O, ..., 0), chamada de solugao trivial ou solugao nula, por isso,
é sempre um sistema possivel. Para verificagdo da solugdo desses sistema

utilizamos o seguinte teorema.

Teorema 14.2.3.1: Consideremos o sistema linear AX = 0 de m equagdes e
n incégnitas. Se m =n e detA # 0, 0 sistema apresenta apenas a solugdo trivial.
Caso m =n e detA =0, o sistema apresenta outras (infinitas) soluges além da
trivial.

Esse teorema é um caso particular do teorema 14.2.2.1.

x+2y+5z=0
Exemplo:{ x—y+7z=0

2x —3y =0
1 2 5
Solugao: A matriz dos coeficientes € A = |1 —1 7|. Calculando o determinante,
Z =38 0

temos
detA =5.(—1)*3.(=34+2)+7.(—1)?**3.(—=3 - 4) = —5 +49 = 44.
Como é diferente de zero, o sistema é possivel e determinado. Assim, o sistema possui

apenas a solugdo trivial.

Para sistemas lineares homogéneos com m *n (numero de equagdes

diferentes do nimero de incdégnitas) utilizamos o seguinte teorema.

Teorema 14.2.3.2 (Teorema do posto para sistemas homogéneos):
Consideremos o sistema linear AX = 0 de m equagdes e n incégnitas. Sejam P, o
posto da matriz A (matriz dos coeficientes):

(1) Se P, = n, entdo o sistema possui apenas a solugao trivial.

(2)Se P, < n, entdo o sistema apresenta outras (infinitas) solugdes além da

trivial.
Demonstracao: Esse teorema € uma aplicagdo particular do teorema 14.2.1.1

(teorema do posto), sendo que neste caso, o sistema & sempre possivel.



Para provar sua validade, usaremos a parte da demonstragdo desse teorema
(14.2.1.1) para o caso P, = P, = n. Em sistemas lineares homogéneos, a Ultima
equacdo (de cima para baixo) é da forma: a,,,-X, = 0, o que implica em sistema
determinado e possivel com Unica solugdo nula.

Se caso P, = Ps < n (ver demonstragao do teorema 14.2.1.1), incorre em mais
incégnitas que equacgbdes. Nesse caso, o sistema tera outras solugdes, além da nula.
2x —3y =0
x+5y=0
2x—3y =0 Q@ x(2 {2x—3y=0

b S0 - E=ueE=0

O sistema é possivel e determinado, e possui somente a solucéo nula (0, 0).

Exemplo: {

Solugao: {

x—y+z=0
2° exemplo: {x—y+22=0
3x—3y+6z=0

x—y+z=0 & =3 x—y+z=0 3 x(1) x =y =z =10
Solugéo:{x—y+22=0 ®{x—y+22=0 (:>{0+0+z=0
3x —3y+6z=0 0+0+32z=0 0+0+32z=0

2=0 = [F=7}
O sistema é possivel e indeterminado, pois possui outras solucdes além da solucdo

trivial, basta apenas que seja da forma (x, x, 0). Exemplos: (1,1, 0), (3, 3, 0), (-2, -2, 0), etc.

EXERCICIOS 14.8

1) Escalone os sistemas lineares e faga uma interpretacdo geométrica da

solugao.

x+2y=-—5 xt+y+z=-2

a){—Zx—4y=3 f) {—x—y—z=0
4x+2y=6 Xx+y+z=2

b

){6x+3y=9 x+2y+z=1
—10x—5y =1 J{2x+ 4y — z=—4

C){ 3x—-by=1 3x+6y+z=-—1

d)ix+ y—z=1 —2x+ 3y—5z=3
—x—y+z=2 —X—4y—z=2

x+3y+z=1
e)

x+y+z=1 {2x+3y+42=—1
h)

—x—3y—z=-—1
2x+6y+22=2

2) Determine para que valores de a, cada sistema linear a seguir, é possivel e
determinado, possivel e indeterminado e impossivel.

x+y=2 ax+ 2y =1
a){x—ay=—1 b){Zax—ay=2

87



3) Determine para que valores de m e n, cada sistema linear a seguir, é
possivel e determinado, possivel e indeterminado e impossivel.

x+my+z+w =1

—x—2yt+mz=1 b){

a) x+ 2y—z=n x+ny—z+w=0
—X+y+mz=2

x+y+z=0

x —ay+z=0 admita

4) (UFPI) Os valores de a para que o sistema linear
ax—y—z=0

solugdes diferentes da trivial sdo:
a)l0el b)y-1e1 c)-1 d)-1e0
—x+y+2z=0
x — 2y +z=0 admita solugao nao

5) O valor de k para que o sistema linear
x—y—kz=0

trivial é:
b)1 b) 2 c)-2 d)-1 e)o

6) (ENADE-MATEMATICA-2008)Considere o sistema de equacgdes a seguir.

x+y+z=1
2x+2y+2z=4
3x+3y+4z=5

Analise as assercdes seqguintes relativas a resolugdo desse sistema de equacdes
lineares.
O sistema nao tem solugao

porque
o determinante da matriz dos coeficientes é igual a zero.

A respeito dessa afirmacgdo, assinale a opgdo correta.
a)As duas assergfes sdo proposicdes verdadeiras e a segunda é uma

justificativa correta da primeira.
b)As duas assergles s8o proposi¢des verdadeiras, mas a segunda ndo é uma

justificativa correta da primeira.
c) A primeira assergdo € uma proposigdo verdadeira, e a segunda é falsa.

d)A primeira assergdo € uma proposigdo falsa, e a segunda € verdadeira.

e) Ambas as assergdes sdo proposicdes falsas.

7) Sempre sera um sistema linear possivel e determinado, exceto:

a)Um sistema linear homogéneo.

b)Um sistema linear em que o determinante dos coeficientes € ndo nulo.

c)Um sistema linear em que o posto da matriz dos coeficientes é igual ao
posto do sistema.

d)yUm sistema linear homogé&neo em que posto da matriz dos coeficientes &
igual ao numero de incégnitas.

e) Nenhuma das anteriores.



8) (UFV-MG) Um pecuarista fica sabendo que seus animais devem ingerir
diariamente 60 g do nutriente A e 40 g do nutriente B. Este pecuarista dispde de
trés tipos de ragdo, com as seguintes caracteristicas, por quilograma:

— Aracgdo I contédm 5 gramas do nutriente A e 8 gramas do nutriente B; custa
R$ 4,00.

— Aragao II contém 5 gramas do nutriente A e 4 gramas do nutriente B; custa
R$ 3,00.

— A racgdo III contém 15 gramas do nutriente A e 8 gramas do nutriente B;
custa R$ 8,00.

O pecuarista pretende misturar as ragdes I, II e III, de maneira que seus
animais possam ingerir a quantidade de nutrientes recomendada. Se, além disso,
ele deseja gastar exatamente R$ 32,00, é correto afirmar que:

a)E impossivel o pecuarista fazer a mistura de modo que seus animais
possam ingerir diariamente 60 g do nutriente A, 40 g do nutriente B e gastar
exatamente R$ 32,00.

b)E possivel o pecuarista fazer a mistura combinando 2 kg da racdo I, 4 kg
da ragao Il e 2 kg da ragao III.

¢) A mistura deve ser feita combinando 1 kg da ragao I, 4 kg da ragado Il e 2
kg da ragédo III.

d)Existemn varias formas de fazer a mistura de modo que seus animais
possam ingerir diariamente 60 g do nutriente A, 40 g do nutriente B e gastar
exatamente R$ 32,00.

e) A mistura deve ser feita combinando 4 kg daragao I, 4 kg daragao Il e 2
kg da ragao III.

1
—X QY 2Z —
37*.9Y.3 =3

9) (UFV — MG) Se (x,y,z) € solugao do sistema linear 7% 49 entdao x +
7Y
5¥.5¥Y.57 =1
y +z é igual a:
a) 2 b) 1 c)O d) -1 e) -2

10) A tabela abaixo mostra a porcentagem de nutrientes em trés tipos de

adubos.
Adubo 1 Adubo 2 Adubo 3
Nutriente A 30% 50% 20%
Nutriente B 30% 30% 70%
Nutriente C 40% 20% 10%

Considerando que hd adubos a vontade, quantos quilogramas de cada adubo é
necessario para que se obtenha um novo adubo de 100kg com 40% de nutriente A,
40% de nutriente B e 20% de nutriente C?
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14.3. Determinante e matriz inversa em planilha
eletronica

Multiplicagdo de matrizes: E preciso que o ntimero de colunas da 13 matriz
seja igual ao nidmero de linhas da 23 matriz.

Em uma planilha em branco digite os elementos das matrizes, sendo um
elemento em cada célula.

Yo e 1
Veja o exemplo do produto de duas matrizes |4 5 6| e |2| a seguir:
7 oH Y 3

1 2 E] i
4 5 6 2
7 8 9

0O resultado € uma matriz 3x1, entdo devemos selecionar trés linhas e uma
coluna no destino pretendido.

w

Em seguida digitar: “=matriz.mult”, selecionar a primeira matriz, digitar *;”

{ponto e virgula) e depois seleciona a segunda matriz, conforme a imagem:

B C D E F G H ]

1 2 3 1 =Mﬁ«TRIZ.MUL'E[BJ:LZ-5:F3:I'-5:||

Por fim, segure “shift”™ e “Ctrl” do teclado (importante manter pressionado
esses botbes) e tecle em “enter”. O resultado do produto sera mostrado:

1 2 3 1 14
4 5 6 2 32
T 8 9 3 50

Fag. 81
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Determinante de matrizes: Em uma planilha em branco digite os elementos

daz matrizes, um elemento em cada célula.
Digite:

Em seguida, escolha uma célula onde resultard o determinante.

“=matriz.determ(™ e selecione os elementos da matriz.

1 2

3
Veja o exemplo do determinante da matriz |4 5 6| a seguir:
i 8 9

=MATRIZ.DETERM(B3:D5)

A

BOMA o I - Jx

1 ] 3 I!MAYRIZ‘D[;F[RM[L-: D5)
6

O resultado desse determinante, desse exemplo, foi zero.
A inversa de matrizes: Em uma planilha em branco digite os elementos das

matrizes, um elemento em cada célula.

Em seguida, selecione as células onde resultard a matriz inversa, digite:

“=matriz.inverso(® e selecione os elementos da matriz.

1 0 2
Veja o exemplo da matriz [1 1 1| a seguir:
2 248

fx  =MATRIZ.INVERSO{B3:D5

.
x

c D E

=MATRIZ.INVERSO(E3:05)
1 1 MATRIZ.INVERSO (matriz) |

Apbs selecionar os elementos, segure os botdes: “Shift” e “Ctrl” do teclado,

finalizando com um “enter”. A planilha mostrard a matriz inversa:

1 0 2 1,00/ -2,00 1,00
1 1 E -1,00 2,00 -0,50
2 2 0 0,00 1,00 -0,50/
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14.4. Sistemas lineares em planilha eletrénica

Fara uso de planilha eletrénica, consideraremos apsnas sistemas possiveis e
determinados. Os passos que se seguem, parte do principio de gque um sistema
linear pode ser escritc como:;

AX =B = A 1AX =A"1B = A 14X =4"1B =
B

I
Onde 4 € a matriz dos coeficiente, A~ & matriz inversa de 4, B & a matriz
coluna dos termos independentes e X sera dado como uma matriz coluna,
Zx 1 y+4z=—-1

Como exemplo, resolveremos o sistema linear: § —2x+y+=z=1.
—x 1 y+2z=-—1

MNa planilha, digite a matriz dos coeficientes, conforme a imagem:

h=1
=

n
-
=

B paH

o =4 @ Ln
=
[
(]

=B 1. -

11
12

Siga os passos da subsecdo anterior e caloule a inversa dessa matriz. A imagem
da mafriz inversa esta a seguir:

A B C C E

P!

y

i

4 2 1 4

5 2 1 1
1 1 2

8

9 1 2 3

10 3 s -10

11 1 -3 4

Ld

Digite os termos independentes em coluna. E em seguida, use o comando de
multiplicar matrizes {ensinado na segdo anterior), conforme a imagem a seguir:
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[NREY

Bow

2 1 4
5 2 1 1
6 1 1 2
7
8
9 1 2 -3 -1 =MATRIZ.MULT[[‘\Q:DI]:F'B:F11J|
10 3 =10 i
11 -1 -3 4 -1 X

12
13

ApdGs o enter, a planilha exibira a solugdo do sistema (4, 15, -6):

2 -3 1 4
3 8 10 1 15
3 a 1 7

O interessante que & possivel utilizar os passos ja feitos, alterando apenas os
dados, para resolver varios sistemas lineares com mesma quantidade de incognitas

e equagdes.
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15. ANALISE COMBINATORIA E PROBABILIDADE

A analise combinatéria e a probabilidade sdo dois contelldos matematicos
imprescindiveis para diversas dreas do conhecimento, além da prépria Matematica
e as ciéncias agrarias. Esses temas fornecem bases essenciais para o
desenvolvimento de outras teorias e métodos, como o cdlculo de projecdes,
previsfes e chances de ocorréncia de eventos especificos. Assim, sdo ferramentas
indispensdveis para auxiliar na tomada de decisdo em diversas situagdes.

15.1. Analise combinatdria
15.1.1. Principio fundamental da contagem (P.F.C)

A analise combinatéria tem como objetivo desenvolver métodos que permitam
calcular, por meio da andlise de possibilidades, formas, maneiras e combinagdes, o
nimero de elementos de um conjunto ou de uma determinada situagdo, sem a
necessidade de listd-los ou enumerd-los individualmente. Um dos métodos
fundamentais nessa area é o principio fundamental da contagem.

O principio fundamental da contagem (P.F.C), também conhecido como
principio multiplicativo, afirma que se existem x; maneiras (ou modos, ou formas
ou possibilidades) de tomar uma decisao Dy e, para cada uma delas, x, maneiras
de tomar uma decisdo D,, entdo o nUmero total de maneiras de tomar
sucessivamente as decisdes D, e D, é dado por x,.x,. Esse principio pode ser
aplicado a n decisdes sucessivas, de modo que o nimero total de maneiras possiveis

sera dado por: x;.x5.Xx3...X5.

Exemplo: Jodo possui em seu guarda-roupa 3 calgas e 4 camisas, todas
diferentes. De quantas formas distintas Joao pode se vestir usando uma calga e
uma camisa?

Solugado: Para entender o principio, vamos inicialmente enumerar os elementos e
conta-los. Usando c1, ¢2, ¢3 para o nome das cal¢as e d1, d2, d3 e d4 para o nome das

camisas, podemos listar o conjunto solugdo:
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{(c1,d1),(c1,d2),(c1,d3),(c1,d4),(c2,d1),(c2,d2),(c2,d3),(c2,d4),(c3,d1),(c3,d2),(c3,
d3),(c3,d4)}

Resposta: Joao pode se vestir de 12 formas diferentes.

- 4 posibilidades para a camisa

Agora, vamos resolver utilizando o principio
fundamental da contagem (PFC).

Decisdo 1: Escolher uma calga, sdo 3 possibilidades.

Decisao 2: Escolher uma camisa: 4 possibilidades. o Foonitiifindan para s cilin
Entao, o total de formas diferentes de ser vestir é:
3.4 =12 formas.

Observe que combinar cada calca (sido trés) com cada uma das quatro camisas é a

ideia por tras do principio multiplicativo: 3.4 = 12 formas.

20 exemplo: Cinco pessoas desejam tirar varias fotos mudando apenas de
lugar entre elas, conforme a imagem a seguir. Quantas fotos diferentes sado
possiveis?

Solugao: Poderiamos até pensar em uma
estratégia de enumerar as pessoas com 0s numeros
1, 2, 3, 4 e 5, respectivamente, em seguida listar

todas as permutacdes possiveis e contar. Porém,

Pexels.com

correriamos o risco de esquecer alguma permutacao

(ou foto) entre tantas ou até mesmo de repetir
alguma ja existente.

Este exemplo é uma excelente aplicacdo do principio fundamental da contagem
(PFC). Acompanhe o pensamento a seguir, elaborado como se féssemos o fotégrafo
organizador das fotos.

Inicialmente devemos decidir quem sera a pessoa que ficara na 12 posicao, temos
paraessaposiciao: 5 possibilidades. Uma vez escolhida essa pessoa, devemos decidir agora,
quem ficara na 22 posicao da foto. Como restaram 4 pessoas, sao entiao: 4 possibilidades.
Para a 32 posig¢do da foto, uma vez ja posicionadas, uma pessoa na 12 posi¢do e outra na 22
posicdo, temos somente 3 possibilidades (pessoas), pois quem esta na 12 posicdo e na 22
posicao, nao pode estar na 32 posicao. Estendo esse entendimento as demais posicoes,

temos o seguinte esquema:
Possibilidades Possibilidades Possibilidades Possibilidades Possibilidade
—~—— —— —— —~——

( 5 , 4 , 3 , 2 , |

12 posicdo 22 posigdo 32 posigdo 42 posicao 52 posicdo

Pelo principio multiplicativo, o total de fotos é: 5.4.3.2.1 = 120.

Ja imaginou tirar todas essas fotos e conta-las?

3° exemplo: Cinco atletas participam de uma corrida. Quantos resultados
diferentes existem para o 1°©, 20 e 39 |lugares?



Solugao: Inicialmente vamos decidir quem
5 possibilidades

chegara em 19 lugar, nesse caso, sdo 5 possibilidades

(sdo 5 atletas). Para o 22 lugar, uma vez determinado o | 4 possibilidade ‘ 3 possibilidades
ganhador do 12 lugar, ha 4 possibilidades, pois é o total \ 17 LUGAR /

de atletas, menos o atleta que chegou em 12 lugar. Para 2° LUGAR 3° LUGAR

o 32 lugar, ha 3 possibilidades, pois é o total de atletas

menos os dois que chegaram em 12 e 22. Portanto, sdo 5. 4. 3 = 60 resultados diferentes.

Primeira dica: Individualizar o problema, dividi-lo em partes. O 1°
exemplo foi resolvido verificando as possibilidades para a calga e camisa
separadamente e ndo em conjunto. No 2° exemplo, foi analisada a posigdo de cada
pessoa na foto e nao a foto em si. E no terceiro exemplo, foi analisado os lugares
do pédio individualmente e por partes e ndo o pddio ja com as posicdes definidas.

Segunda dica: Se colocar no papel da pessoa que ira tomar a decisio.
O 19 exemplo foi resolvido nos colocando no lugar de quem ira vestir a calca e a
camisa. No 2° exemplo, nos colocamos no papel do fotégrafo, organizando a posigao

de cada pessoa, e no 3° exemplo, nos colocamos no papel do organizador do pédio.

4° exemplo: Uma moeda é langada 3 vezes. Qual o numero de sequéncias
possiveis de cara e coroa?

Solugdo: Individualizando o problema, temos para o 12 lancamento duas
possibilidades: cara ou coroa. E duas possibilidades também para os demais lancamentos.

Veja o esquema a seguir.

1% lancamento 2% lJan¢gmento 3%lan¢amento

( 2 . 2 . Z ) Logo: sdo 2.2.2 = 8 sequéncias.
St Nt St
possibilidades: possibilidades: possibilidades:
cara ou coroa cara ou coroa cara ou coroa

Observe que ao contrario dos outros dois exemplos, o resultado de um langamento
independe do resultado dos lancamentos anteriores. Para fins de comprovagao, o conjunto
solucao esta listado a seguir, usando a letra K para cara e C para coroa.

{(KKK),(KKC), (K CK),(KCCO),(CKK),(CKCO),LCK)(CLCO} =8sequéncias.

5% exemplo: Um edificio tem 8 portas. De quantas formas uma pessoa podera
entrar no edificio e sair por uma porta diferente da que usou para entrar?

Solugao: Vamos nos colocar no papel da pessoa que ira
entrar e sair do edificio. Para entrar, ela tem a disposi¢ao 8 J— }\j Porta de entradal
portas (pode entrar por qualquer uma), entao sao 8 maneiras ~_ -~
diferentes para entrar. Uma vez dentro do edificio, ela tem ‘/p:::::i,\
disponivel apenas 7 portas para sair, pois nao pode sair pela )/ \(

mesma porta que entrou. Desse modo, sdao 7 maneiras

diferentes para sair do edificio.
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Pelo principio fundamental da contagem, sao 8.7 = 56 formas.
Reformulando a pergunta: Supondo que a pessoa possa sair pela mesma porta que
entrou, quantas sao as formas diferentes que uma pessoa pode entrar e sair do edificio?

Solug¢io: 8.8 = 64, pois agora ela pode sair e entrar pela mesma porta.

6° exemplo: Uma bandeira é formada por cinco listras que devem ser
coloridas usando apenas as cores verde, azul e cinza. Se cada listra deve ter apenas
uma cor e nao se pode usar cores iguais em listras adjacentes, de quantos modos
diferentes se pode colorir a bandeira?

Solugao: Vamos colorir a bandeira listra por listra. Para a 12 listra, ha 3 cores

disponiveis e que podem ser utilizadas. Para a 22 listra em

Listras da bandeira:

diante, sdo somente (3-1=2) duas cores como possibilidade

: = = = s 3 possiblidades: verde, azul ou cina|
para cada uma, pois cada listra ndo pode ter cor igual a

. R G 2 possiblidades: o total de cores
adjacente a ela. Portanto, pelo principio fundamental da menos a cor acima

2 possiblidades: o total de cores
menos a cor acima

3.2.2.2.2 =48 modos diferentes de colorir a bandeira. 2 possiblidades: o total de cores

contagem, temos:

menos a cor acima

Em caso de nao haver restricao em colorir listras e -
2 possiblidades: o total de cores

menos a cor acima

adjacentes, seriam 3.3 . 3.3 .3 = 243 modos diferentes de

colorir a bandeira. L

| EXERCICIOS 15.1

1)Em um banco de automével, o assento pode ocupar 4 posigdes diferentes e

o encosto 3 posigdes diferentes, independentemente da posicdo do assento.
Combinando assento e encosto, quantas posicdes diferentes esse banco pode

assumir?

2)Numa festa existem 10 homens e 20 mulheres. Quantos casais diferentes
podem ser formados?

3)Um edificio tem 11 portas. De quantas formas diferentes uma pessoa podera

entrar no edificio e sair por uma porta diferente da que usou para entrar?

4) Uma prova consta de 8 testes do tipo verdadeiro ou falso. De quantas formas
diferentes uma pessoa poderd responder aos 8 testes?

5) Um estadio de futebol tem 4 portdes de entrada e 3 portdes de saida. De
quantas formas diferentes um torcedor pode entrar e sair desse estadio?

6)Um estadio de futebol possui 7 portdes (que podem ser usados tanto para
entrar, como também para sair). De quantas maneiras distintas uma pessoa pode
entrar nesse estadio por um portdo e sair por outro diferente?

7)Dois dados sdo langados simultaneamente, quantos sdo as combinagoes de
resultados possiveis?
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8)Dispomos de 7 cores e queremos pintar uma bandeira de 4 listras, cada listra
com uma cor. De quantas formas distintas isso pode ser feito:
a)Se listras adjacentes nao podem ser pintadas com a mesma cor?
b)Se a primeira e a ultima listra devem ter cores iguais e listras adjacentes

podem ser pintadas com mesma cor?

9)Para ir de uma cidade A a uma cidade B, ha 3 estradas. Para ir dessa cidade
B a cidade A, ha 2 estradas. De quantas formas diferentes um motorista pode ir da
cidade A a cidade C, passando por B?

10) (ENEM) Estima-se que haja, no Acre, 209 espécies de mamiferos,

distribuidas conforme a tabela a seguir.

Deseja-se realizar um estudo — - —
Grupos taxonémicos | Numero de espécies
comparativo entre trés dessas espécies de Artiodactilos 2
mamiferos - uma do grupo Cetaceos, outra Carnivoros 18
do grupo Primatas e a terceira do grupo Cetaceos 2
. . . irépt 103
Roedores. O nuimero de conjuntos distintos Quirepteros
d f d .. Lagomorfos 1
que podem ser formados com essas espécies Marsupiais &
para esse estudo é igual a Periscodactilos 1
a) 1.320. Primatas 20
b) 2.090. Roedores 33
C) 5.845. Sirénios 1
Edentados 10
d) 6.600. Total 209
e) 7.245.

Agora, ap6s esses exercicios, seguiremos com exemplos mais sofisticados.

7° exemplo: Uma igreja possui 3 portas. De quantos modos ela pode ser
aberta?

Solugao: Ha dois modos para cada porta, pois uma porta pode esta fechada ou
aberta e pelo PF(C, 2.2.2 = 8 modos. Entretanto, esta incluida nessa contagem uma
possibilidade de as trés portas estarem fechadas, e nesse caso, a igreja ndo estara aberta.
Subtraindo 8 -1 = 7. Resposta: 7 modos.

Para entender melhor este exemplo, esta listada a seguir os 7 modos da igreja estar

aberta, em que A simboliza porta “aberta” e F “fechada”.

s = {(A’A’A)’ (A’A’F)’ (A’F’F)’ (F,A,A), Aberta com 3 portas Aberta com 1 porta
(AF,A), (FF,A), (FAF)}. VAN i L1 Zi i

Observe que o elemento (F,F,F) que Z_\ A AA
representa as trés portas fechadas, nao faz parte Aberta com 2 portas

do conjunto solucio da questio. /N
A ilustracao esta ao lado. i i l: g
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8¢ exemplo: Quantos niumeros naturais existem com trés algarismos?

Solugdo: Analisemos cada algarismo. O algarismo que ird compor a primeira
posicdo ndo pode ser zero, pois o zero a esquerda ndo tem valor (perceba que o nimero
045, por exemplo, é o nimero 45, que possui somente dois algarismos e nio trés). Assim,
temos 9 possibilidades, uma vez que ha 9 algarismos disponiveis: 1, 2,3,4,5,6,7,8e 009.
Para a segunda e a terceira posicao, temos 10 algarismos como possibilidades (podem ser

0,1,2,3,4,5,6,7, 8 e 9), pois nessas posicdes ndo ha problemas com o zero e nenhum
fal

outro algarismo. Veja o esquema:
& ] a U sAIBA MAISs!
12 posic¢do 22 posigdo 32 posic¢do
( 9 P 10 ; 10 ) Algarismos ou digitos sio
St o S it
possibilidades: possibilidades: possibilidades: stmbolos que compéemonﬁmero,

1,2,3,4,5,6,7,8,9 0,1,2,3,4,5,6,7,89 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 5 2
No nosso sistema numérico

Logo, pelo PFC: 9.10. 10 = 900 niumeros. qualguer niimero pode ser escrito

De fato, conferindo do ntimero 100 (o menor ntimero | ¢om apenas 10 algarismos: 0, 1,

., 3,4,5,6,7,8¢9.
de trés algarismos) ao 999 (o maior numero de 3 2 . 7

algarismos) sdo realmente, 900 nimeros. Verifique!
9° exemplo: Quantos numeros naturais existem com trés algarismos
distintos?

Solucgdo: A diferenca entre essa pergunta e a anterior esta no acréscimo da palavra
“distintos”. Isso quer dizer que devemos contar somente os nimeros naturais em que
todos os seus algarismos sdo diferentes, ou seja, ndo devemos contar, por exemplo: 222,
888,111, 232, 788, 990, pois esses numeros possuem dois ou trés algarismos iguais.

A solucao é simples e similar a outros exemplos ja resolvidos. Iniciando pelo
algarismo da primeira posicdo (a esquerda), temos: 9 possibilidades (sdao 10 algarismos
menos o zero — lembre-se!). Para a segunda posicdo, seriam 10 possibilidades (esse
algarismo pode ser zero), porém nao devemos repetir o algarismo ja escolhido na primeira
posicao (devem ser distintos), assim, sdo 9 possibilidades. No mesmo entendimento, ha 8
possibilidades para a terceira posicao, pois ndo podemos por os algarismos que estdo na

primeira e na segunda posicao. Veja o esquema:

12 posicdo 22 posicdo 32 posigdo
9 3 9 3 8
N e’ N N e
possibilidades: possibilidades: possibilidades:

1,2,3,4,5,6,7,8,9 ndo pode ser o algarismo da 12 posi¢do ndo pode ser o algarismo da 12 e da 22 posig¢do.

Logo, pelo PFC: 9.9 .8 = 648 nameros.

Por que iniciamos sempre pela 12 posicdo a esquerda? Podemos iniciar a analise
por qualquer parte? Veja a dica a seguir.

Terceira dica: Uma vez dividido o problema em partes, sempre comece
a analise pela parte mais restrita. Veja no exemplo anterior, que a analise iniciou
pela a parte mais restrita (ou a Unica que tinha restricdo), ou seja, pela primeira
posicao, que nao podia ter o algarismo zero.

Vejamos uma solugdo errdonea para o exemplo anterior, iniciando pela parte
nao restrita.
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Solucdo errdonea: Iniciando pela terceira posicdo, sdo 10 possibilidades. Para a
segunda posicio, sio 9 possibilidades, pois nao pode ser o algarismo que esta na terceira
posicao. E para a primeira posicdo, sdo 7 possibilidades, pois niao pode ser o zero e nao
pode ser os algarismos que estio na terceira e na segunda posicio. Assim, pelo principio
fundamental da contagem, deveriamos ter: 10.9.7 = 630 niimeros.

O erro a menor dessa solugdo estd no fato de que diminuimos duas
possibilidades para a 12 posicdo, por ndo poder ser zero e também por ndo poder
repetir algarismo. Mas, se esse algarismo que nao pode se repetir for o zero?

Se o algarismo for o zero, a 12 posigdao possui 9 possibilidades e, se ndo for o
zero, serao 8 possibilidades. Eis o impasse que resultou no erro.

E claro que para resolver esse impasse basta seguir a terceira dica. Porém, ha
situagdoes em que mesmo seguindo todas as dicas, os impasses podem vir a ocorrer
(ver 11° exemplo a seguir). Nesse contexto, devemos dividir a contagem em
categorias (ou casos), calcula-las separadamente e ao final, contabilizar os
resultados. Veja a solugdao desse exemplo dividindo-o em categorias:

Primeira categoria: Supondo nao haver restricdo para o zero na 12 posigao,
podemos entdo comecgar pela 32 posigao: sao 10 possibilidades, 22 posigao: 9
possibilidades e 12 posigao: 8 possibilidades (esquecga o zero). Entao, sdo 10.9.8 =
720 numeros.

Segunda categoria: Vamos calcular a quantidade de nimeros que comegam
com zero. Para a 12 posigdo: 1 possibilidade (s6 o zero), para a 22 posigao: 9 (nao
pode ser zero), e para a 32 posigao: 8 possibilidades (nao pode ser o algarismo da

23 posigdo e nem o zero). Entdo, sdo 1.9.8 = 72 nimeros que comegam com zero.
Subtraindo as categorias, dispomos de 720 - 72 = 648 numeros.

10° exemplo: Quantos numeros naturais de trés algarismos existem com ao
menos dois algarismos iguais?

Solugao: Poderiamos calcular os nimeros com dois algarismos iguais (variando as
posi¢des) e também com trés algarismos iguais, mas isso poderia levar a impasses e
intersegdes indesejadas. A melhor abordagem é dividir a contagem em duas categorias que
ja foram calculadas nos exemplos anteriores. No 82 exemplo, calculamos a quantidade
total de nimeros com trés algarismos, e no 92 exemplo, a quantidade de nimeros com trés
algarismos distintos. Se subtrairmos a quantidade total de nimeros pela quantidade de
numeros com algarismos distintos, encontraremos a quantidade de nimeros com pelo

menos dois algarismos iguais. Assim, temos 900 - 648 = 252 nimeros.

11° exemplo: A bandeira ao lado deve ser pintada de forma que os

quadrantes adjacentes do circulo e a borda da bandeira,
tenham cores diferentes. Com 8 cores disponiveis, quantos
modos diferentes podemos pintar essa bandeira?
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Solugao: Iniciando pela borda, sdo 8 modos diferentes de pinta-la (podemos pintar

com todas as 8 cores disponiveis). Para o 12 quadrante, =
modos

~ . e . ‘ 7 modos
sdo 7 modos, pois ndo pode ter cor igual a da borda. Para N

! 8 modos
0 22 quadrante, sdo 6 modos. Para o 32 quadrante, sdo 6 o

»1
modos (pode ser igual ao 12 quadrante). Para o 4¢ dh

quadrante, temos um impasse, pois esse quadrante é Binodng) = ‘F | ans
adjacente tanto ao 32 quanto ao 12 quadrante ja

Borda

pintados, e a quantidade de modos de pinta-lo depende

das cores desses quadrantes.

Perceba que se o 32 e o 12 quadrantes forem pintados com a mesma cor, o 42
quadrante devera ser pintado de uma cor diferente dessa. Caso sejam pintados de cores
diferentes, o 42 quadrante devera ser pintado de uma cor distinta dessas duas cores.

Para resolver esse impasse, vamos dividir a bandeira em duas categorias: bandeiras
com 12 e 32 quadrantes com cores iguais e bandeiras com 12 e 32 quadrantes com cores

diferentes. Do seguinte modo:

Bandeiras com 12 e 32 quadrantes com cores Simpdos 7 modos

\ | 8 modos
L~

iguais: Sao 8 modos de pintar a borda, 7 modos de

pintar o 12 quadrante, 6 modos de pintar o 2¢ ~1
quadrante, 1 modo de pintar o 32 quadrante (pois, dh
precisa ser de mesma cor do 12 quadrante) e 6 1 modo —] “F L 6 modos

modos para o 42 quadrante (pode ser igual ao 2°¢

Borda

quadrante, mas ndo pode ser igual ao 12 e a borda).
Sd0 8.7.6.1.6 = 2016 modos.

6 modos
. 7 modos
Bandeiras com 12 e 32 quadrantes com cores

| 8 modos
diferentes: Sdo 8 modos de pintar a borda, 7 modos L~

Ve
de pintar o 12 quadrante, 6 modos de pintar o 22 dh
quadrante, 5 modos de pintar o 32 quadrante e 5

e |

Borda

5 modos —1
modos para o 42 quadrante.

Sd0 8.7.6.5.5 = 8400 modos.
Total: 2016+8400 = 10416 modos diferentes.

Quarta dica: Estar atento as restrigoes e em caso de impasse, dividir a
contagem em categorias (ou casos). No 70 exemplo, ha 8 modos das 3 portas
estarem abertas ou fechadas (2.2.2 = 23 = 8), mas entre esses modos, hd um em
que as trés portas estdo fechadas e légico, a igreja ndo estara aberta (temos uma
restrigdo). Portanto, a resposta é apenas 7 modos. No 102 exemplo, a solugdo foi
dividida em duas categorias: todos os nUmeros e os numeros com algarismos
distintos. No 11© exemplo, a bandeira, diante do impasse, foi dividida em duas
categorias: uma com o 1°© e 30 quadrantes de mesma cor, e outra, com esses

quadrantes com cores diferentes.
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' EXERCECIOS 15.2

1)Quantos numeros de 3 algarismos (iguais ou distintos) podemos formar com
os digitos 1, 2, 3, 7, 8?

2)YQuantos ndmeros naturais existermn com 4 algarismos?
3)Quantos ndimeros naturais existem com 4 algarismos distintos?

4)YQuantos numeros naturais de 4 algarismos existermn com ao menos dois
algarismos iguais?

5)Quantos nUimeros naturais pares existem com 2 digitos distintos?

6)Quantos nUmeros naturais existem de 3 digitos distintos que sdo divisiveis
por 57

7)Uma senha para acessar um cofre € composta de 5 digitos (sé nimeros).
Qual o ndmero maximo de tentativas necessdarias para abrir este cofre?

8)Um computador possui uma senha alfanumérica, em que se pode usar 26
letras {maidsculas e mindsculas geram senhas distintas) e/ou os 10 digitos: O, 1,
2,3,4,5,6,7,8e9. Qual o nimero de combinagdes possiveis para uma senha de
4 digitos?

9) Em um campeonato de futebol, participam 10 times. Quantos resultados
diferentes sdo possiveis para os trés primeiros lugares? Quantos jogos sdo
disputados no 10 turno?

10)Uma locadora de video possui 8 filmes de ag¢do, 10 de suspense e 5 de
comédia. De quantas maneiras distintas um cliente pode locar 3 filmes, sendo um
de cada género?

11)Ha placas de automéveis que sdo formadas por trés letras (de um alfabeto
de 26 letras) seguidas de 4 algarismos. Quantas placas diferentes podem ser
formadas?

12) Um aluno apresentou uma solugao alternativa para 119 exemplo anterior,

no caso em que 10 e 30 quadrantes devem ter cores iguais.
Solugao alternativa:
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Bandeiras com 12 e 32 quadrantes com cores iguais: Sdo 8 modos de pintar o 1°

quadrante, 7 modos de pintar o 22 quadrante, 1 modo de pintar o 32 quadrante (pois,

precisa ter a mesma cor do 12 quadrante), 7 modos

< " 7 modos | 8 modos
para o 42 quadrante. E por fim, para a borda, sdo 5
modos diferentes, pois ndao pode ser igual as trés

sz i 1s 1 modo =
cores ja utilizadas. w’ | — s modos
Resposta: 8.7.1.7.5 = 1960 modos. 7 modos —| .
orda

Expligue por que essa solugdo ndo esta correta.

13)(ENEM) No Nordeste brasileiro, € comum encontrarmos pecas de artesanato
constituidas por garrafas preenchidas com areia de diferentes cores, formando
desenhos. Um artesdo deseja fazer pecas com areia de cores cinza, azul, verde e
amarela, mantendo o mesmo desenho, mas variando as cores da paisagem (casa,
palmeira e fundo), conforme a figura.

O fundo pode ser representado nas cores azul ou cinza; a casa, nas cores azul,
verde ou amarela; e a palmeira, nas cores cinza ou verde. Se o fundo ndao pode ter
a mesma cor nem da casa nem da palmeira, por uma questdo de contraste, entao
o numero de variagdes que podem ser obtidas para a paisagem é

a)6.
b)7.
c)8.
d)o.
e)10.

14)(FCMMG) Observe a figura. Nela esta representada a planta de um cémodo
contendo 3 portas na primeira parede, 5 na segunda e 4 na terceira. Uma pessoa
deseja chegar ao ponto B, partindo do ponto A, passando exatamente por trés das
portas indicadas na figura. O nimero de maneiras distintas que ela pode fazer isso

(<]

a)ll T

b)23 v o

c)32 Al/ v l/-B

d)60 L

) L v
I W S |

15)(UFMG) Observe o diagrama. O numero de ligagdes distintas entre X e Z é:
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a) 39
b) 41
c) 35
d) 45

16)(MACK) Cada um dos circulos da figura ao lado devera ser pintado com uma
Unica cor, escolhida dentre quatro disponiveis. Sabendo-se que dois circulos
consecutivos nunca serdo pintados com a mesma cor, entdo o numero de formas

e pintar e m

a) 100 b) 240 ¢) 729 d) 2916 e) 5040

17)Um fazendeiro deseja pintar o mapa de sua fazenda (que esta na figura a
seguir) com 6 cores diferentes. Ele quer garantir que areas de cultivos adjacentes
tenham cores distintas (considere o ponto de encontro das divisGes como nao

adjacente). De quantas formas diferentes, esse fazendeiro pode pintar o mapa de

o

sua fazenda?

18)0 Problema das Quatro Cores € um desafio matematico que consiste em
colorir um mapa de forma que paises com fronteiras comuns tenham cores
diferentes. A conjectura original, foi proposta por Francis Guthrie em 1852, que
afirmou que no maximo quatro cores seriam suficientes para colorir qualquer mapa
de forma adequada. No entanto, apenas em 1976,
ap6s mais de cem anos, foi possivel provar o
Teorema das Quatro Cores, demonstrando que
essa conjectura estava correta.

Explique, utilizando o principio fundamental
da contagem, por que trés cores n&ao sao
suficientes para pintar o mapa ao lado, de modo
que paises fronteirigos tenha cores diferentes.
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15.1.2. Fatorial

Definicdo 15.1.2.1: Dado um numero natural n, definimos seu fatorial,

indicado por n!, como sendo o produto dos n nUmeros naturais consecutivos

(decrescentes) de n até 1.

nl=nmnh-1.n—2).n-—3)...3.2.1

Exemplos: e« 3! (Ié-se trés fatorial) = 3.2.1 = 6;
e 6! (Ié-se seis fatorial) = 6.5.4.3.2.1 = 720;
e 7! (lIé-se sete fatorial) = 7.6.5.4.3.2.1 = 5040.
Podemos notar que:
e 3! = 3.2! (N&o é preciso usar o 1, pois é elemento neutro da multiplicagédo).
e 7! = 7.6.5! (No desenvolvimento do fatorial, as vezes, pode ser util ndo
desenvolver toda a expressao. Neste exemplo, o desenvolvimento parou em 5!).
e 10! = 10.9.8.7.6! (Nesse exemplo, o desenvolvimento parou em 6!).
Nesse entendimento, é imediato perceber que:
e n!l = n.(n—1)!
e n!l =nm—1).(n—2)!
e nl=n.(n—1).(n—2)(n—3)! ...
Ou ainda que:
e (n+1)! = (n+1).n!
e M+2)l = (n+2).(n+1).n!

Por mais que o zero ndo seja um numero natural, o 0! (zero fatorial) possui
um valor definido. Essa afirmativa pode ser averiguada partindo das premissas de
que: n! = n.(n—1)! e 1! = 1. E ao fazer n = 1 na primeira expressao, obtemos:

1! =1.(1-1)! =1 =1.0! 20! = 1 (ou seja, 0! éigual a um e ndo igual a zero).

Pode-se também

desenvolver o 7! e

Exemplo: Calcule.

7! 7.6.84324 e parar no 5!, para b 513! 54321 £ 3215
ay—=————= = 42, - 51 ——=————= 5.3 = 15.
VS pazzA st o Va2 w

20 exemplo: Resolva a equagao: (x — 1)! = 24
Solucgao:
Por tentativas, vemos que 4! = 4.3.2.1 = 24.

Logo: (x — 1)! = 4! consequentemente, x - 1 =4 = .

n!
3° exemplo: Resolva a equacgdo: —— = 20
(n—2)!

Solugdo: Usando a defini¢do de que n! = n.(n — 1). (n — 2)!, podemos escrever
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n.(n —1).(a—23"
27
n2—nmn—-20=0(a=1,b=—1,c =—20).
A=Db?—4ac=(—1)?- 4.1.(—20) =1+80 = A= 81.
—(—1)+V81 +1+9 10

=20 = n(n—1)=20 =

. — = = = 5.
21 2 2 -
P _s - = 8 5}
7 = — == —4 (nao serve, negativo).
EXERCICIOS 15.3
1)Calcule:
a) 4! 5! 10!6!4!
e) = )
b) 9! (6—2)! 91513!
c) 4!.21.11.0! 1000! 10!11!8!7!
d) 6! — 5! f 9991 11!10!8!6!
2)Resolva as equacoes:
a) (x - 3)! =120 c) (x - 2)! =0!
b) (x - 1)! = 720 d) (x + 1)! = 4. x!

15.1.3. Permutacao simples

Definicdo 15.1.3.1: Denominamos de permutacdo simples as formas pelas
quais podemos ordenar em fila n elementos® distintos em n posicdes diferentes.

A partir dessa definicdo e usando o principio fundamental da contagem, temos
para a 1@ posicdao: n modos, para 22 posicdo: n — 1 modos, para 3@ posicdao: n— 2,
e etc., até 1. O que equivalean.(n—1).(n—2)(n—3) ...4.3.2.1, isto é:

O numero de permutagdes simples de n elementos é n!

Exemplo: De quantas formas diferentes podem 3 pessoas ficar em fila indiana?

Solugdo: O calculo deste exemplo nada mais é que uma permutac¢do simples entre
as pessoas na fila, isto é, a cada pessoa que troca de lugar com a outra, forma uma fila
diferente. Assim:

3! = 3.2.1 = 6 formas diferentes.

Para melhor compreensao da resposta, denominando as trés pessoas de a, b e c,
temos o seguinte conjunto solucao de todas as filas diferentes possiveis:

{(a, b, ©),(a, ¢, b),(b, a, c),(b, ¢, 2),(c, a, b),(c, b, a)}.

De fato, sdo 6 formas diferentes.

# A ideia de elementos pode ser entendida como objetos, pessoas, etc.
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29 exemplo: Qual o niumero de anagramas da palavra ESTUDAR?

Solucgado: Anagrama é a mudanca de ordem das letras que compd&e uma palavra. O
resultado dessa mudanca pode ter significado ou nfio na nossa lingua. A prépria palavra é
considerada um anagrama. Veja alguns anagramas da palavra ESTUDAR:

SETUDAR, TUSEDAR, DRATUSE, ....

Como a mudanca de ordem das letras € uma permutacao simples, dispomos para 7

letras: 7!'=7.6.5.4.3.2.1, 0 que equivale a 5040 anagramas.

3% exemplo: Quantos anagramas existem da palavra ESTUDAR que comegam
com a letra D?
Solucao: Neste caso, devemos pensar nos anagramas com a letra “D” fixa no inicio,

e somente as demais letras permutando entre si: D ESTUAR.
[
"fixa" permuta

Como sdo apenas 6 letras permutando, dispomos de:
6!=6.5.4.3.2.1 =720 anagramas.

4° exemplo: Quantos numeros de cinco algarismos distintos podem ser
formados usando os algarismos 1, 2, 3, 4 e 5?

Solucg3do: Basta calcular as permutac¢des possiveis. Como sdo cinco algarismos, ha:
5! =5.4.3.2.1 = 120 nameros.

15.1.4. Permutacao com elementos repetidos

Como exemplo, vamos calcular a quantidade de anagramas da palavra ALA.

Claramente, o numero de anagramas possiveis dessa palavra nao é 3! = 6.
Pois, temos duas letras iguais: “A” e ao listar todos anagramas possiveis,
encontramos apenas trés anagramas: {ALA, AAL, LAA}.

Para entender o procedimento do cdlculo e, consequentemente, a féormula,

vamos listar os anagramas dessa palavra substituindo uma letra A por 4, e a outra
letra A, por A,. Da seguinte forma:

{A,LA,, A;A5L, LA A,,LA5A,,A,LA, ,A,A,L}y= 6 anagramas.

Como A4, = A,, temos 0s seguintes anagramas iguais:

A LA, = A,LA,, AjA,L=4,A,L e LA A,=LA,A,.

Observe que a permutagao entre as letras repetidas nao alteram o anagrama,

portanto, precisamos dividir 6! por 2!, e por conseguinte

6!
P = T 3 anagramas.

Esse raciocinio se aplica, evidentemente, a qualquer palavra de n letras, com

uma quantidade n’ de letras repetidas:
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P = n! Em que P é o niumeros de permutagdes, n € o nimero total de letras (objetos
=

n! ou elementos) e n’ é o niumero de letras (objetos ou elementos) repetidos.

Caso tenha mais de uma letra repetida, usamos a formula geral:

n! Em que P é o nimeros de permutagdes, n é o nimero total de
= nl!nz!ngll__nr! letras (objetos ou elementos) e ny, N2.... N, é o namero de
cada letra (objeto ou elemento) repetidos.

Exemplo: Quantos anagramas existem da palavra ESTATISTICA?
Solugdo: Total n = 11 letras. Vamos conferir as letras repetidas: sdo duas letras “S”,

trés letras “T”, duas letras “A” e duas letras “I”. As demais ndo possui repeticées. Assim
11! 39916800
218122l 48

P = = 831.600 anagramas.

2° exemplo: Quantos anagramas existem da palavra SABEDORIA que
comecam com as letras DOR nessa ordem?

Solugdo: Utilizando o mesmo raciocinio do 32 exemplo anterior, devemos pensar
nas letras DOR fixadas no inicio do anagrama e apenas as demais (6 letras) permutando

entre si: DOR SABEIA. Como ha duas letras “A” na parte que permuta, o total de anagramas
"fixa" permuta

que comecam com DOR é
6! 6.54.321

Sy > = 360 anagramas.

32 exemplo: Dez pessoas, entre elas Antbnio e Beatriz, devem ficar em fila.
De quantas formas isso pode ser feito se Antonio e Beatriz devem ficar sempre
juntos?

Solugdo: Uma forma de resolver problemas em que dois ou mais elementos
(pessoas ou objetos) devem ficar juntos, é trata-los como se fossem somente um. Nesse
entendimento, se Anténio e Beatriz devem ficar juntos, eles serdo tratados como se fossem
"uma Unica pessoa”. Assim, a permutacao ocorrera somente entre 9 pessoas. Entretanto,
em cada uma dessas permutacoes, Anténio e Beatriz, podem também permutar entre si
(AB ou BA) de 2 formas (ou seja, 2!), que ainda sim, continuam juntos. Logo, o total de filas
em que eles aparecem juntos é: 2.9! = 725.760.

Observagdo: Suponha que sejam agora trés pessoas que devem ficar juntas: Anténio,
Beatriz e Claudia, e essas pessoas devam estar sempre juntas na fila. Nesse caso, as trés
pessoas devem ser tratadas como uma “Unica pessoa”, e que juntas com as outras 7,
formariam 8 pessoas a serem permutadas (8!). Como as trés pessoas poderdao também

permutar entre si (3!), teremos para este caso: 31.8! = 241.920 filas diferentes.
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15.1.5. Permutacao circular

E uma forma de permutacdo em que os objetos sdao dispostos ao redor de um
circulo (ou roda, ou circunferéncia, etc.).

Pare entender a concepgdo da férmula, consideremos a permutagdo circular
com quatro elementos apenas:

De quantas formas esses elementos podem formar uma roda?
Pensando em uma permutacao simples, deveriam ser 4! =24 formas diferentes
de formar a roda. Entretanto, as sequéncias: (A, B, C, D), (D, A, B, C), (C, D, A, B)
e (B, C, D, A) sao iguais, pois representam a mesma roda girando no sentido anti-
horario (verifique!). O mesmo acontece a cada permutacdo entre os elementos da
roda, excedendo assim, a contagem em 4 vezes o seu valor. Conclusdo:
1

P S= 3! = 6 formas.

Esse raciocinio se estende a n elementos em uma roda, portanto, o nimero de

permutacdes circulares é dado por:

ou R (el

el
I
I

Exemplo: Seis pessoas irdo jogar baralho em uma mesa circular com seis
cadeiras. De quantas formas eles podem sentar-se a mesa?
Solugdo: Como se trata de permutacgio circular, dispomos de
6! 6.5.4.3.2.1
P=—=——=51=120 formas.
6 6
2% exemplo: Jodo e alguns amigos foram a um restaurante e perceberam que
trocando de lugar uns com os outros, poderiam sentar-se a uma mesa circular de
24 formas diferentes. Quantos amigos estavam com Joao?

Solugdo: Sabendo que 4! = 24 e substituindo na expressiao P = (n — 1)!, obtemos

4l =(n—1D! =>[n=5]

Resposta: 4 amigos (Jodo ndo conta).
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" EXERCICIOS 15.4 '

1)Quantos anagramas existem da palavra ESCOLA?
2)Quantos anagramas existem da palavra GEOGRAFIA?
3)Quantos anagramas existem da palavra ARARA?

4)Quantos anagramas existem da palavra BACABA que comegam com B e
terminam com B?

5)YQuantos nimeros pares podemos formar permutando os algarismos 1, 4, 6,
7 e 9?

6)Um cdédigo de criptografia foi criado a fim de proteger conversas entre alunos.
Eles usam em seus cédigos sempre com 10 caracteres. Sendo cinco “"@”, trés “$" e
dois “#”. Exemplos: QQ@Q@@$$$##, $Q@@@$$##, ... Quantos céddigos
diferentes podem ser criados?

7)De quantas formas diferentes 6 criangas podem formar uma roda?

8)Um artesao faz colares utilizando sempre 10 bijuterias diferentes. Quantos
colares diferentes ele pode comercializar?

9)Um aluno encontra-se na origem do sistema cartesiano ortogonal. Ele sé
pode dar um passo de cada vez, para o norte (N) ou para o leste(L). Quantas
trajetérias (caminhos) existem da origem ao ponto (5, 3)? Sugestdo: Analise cada
passo como (N,L,L,N..... )

10)De quantas formas 3 homens e 4 mulheres podem ficar em fila, se:
a) Os homens devem ficar juntos;
b) Os homens devem ficar juntos e as mulheres também?

11) Pedro possui 4 livros de matematica, 2 de fisica e 3 de quimica. De quantas
formas diferentes ele pode empilhar esses livros, com os livros de quimica sempre
juntos?

12)(ENEM) Eduardo deseja criar um e-mail utilizando um anagrama
exclusivamente com as 7 letras que compdem o seu nome, antes do simbolo @. O
e-mail terd a forma ****¥**@sgsjte.com.br e serd de tal modo que as trés letras
“edu” aparegam sempre juntas e exatamente nessa ordem. Ele sabe que o e-mail
eduardo@site.com.br ja foi criado por outro usudrio e que qualquer outro
agrupamento das letras do seu nome forma um e-mail que ainda ndo foi cadastrado.
De quantas maneiras Eduardo pode criar um e-mail desejado?

a)59 b) 60 c)118 d) 119 e)120
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15.1.6. Combinacao simples

Definicdao 15.1.6.1: Denominamos de combinagao simples, a quantidade de
formas de selecionar r elementos distintos, ndo importa a ordem, de um conjunto
de n elementos.

Exemplo: Quantas duplas podem ser formadas a partir de um grupo de 5
pessoas?

Solucgdo: Aplicando o principio fundamental da contagem.

Possibilidades
( 5 . 4 )= 5.4 = 20 duplas.
12 p;sua 28 p:.:;sua
Nesse calculo, as duplas ordenadas (A, B) e (B, A), (D, E) e (E, D), (C, D) e (D, C), etc,,

estdo computadas duas vezes, porém, tratam-se de mesma dupla (combinacao simples).

Assim, devemos corrigir essa contagem dividindo pela permutacdo entre as pessoas da
20 20
dupla (por 2!): e e 10 duplas.

De fato, sdao dez: (A, B), (A, C), (A, D), (A, E), (B, C), (B,D), (B,E), (C,D), (C,E)e (D, E).

2° exemplo: Quantas comissdes de 3 pessoas podem ser formadas de um

grupo de 6 pessoas?
Possibilidades

Solugdo: Aplicando o PFC, temos: (éé ,él:) = 6.5.4 = 120 comissdes (trios).
1a 2a 3a

Porém, devemos descontar a permutacao entre as pessoas da comissao (3!), desse modo
120 120 L
=T = 5 = 20 comissoes.
Para ndo recorrer ao Principio Fundamental da Contagem (PFC) e, em seguida,
fazer corregdes de contagem (embora seja didaticamente viavel), utilizamos a
seguinte féormula para combinacdo simples, para selecionar, ndo importando a

ordem, r elementos distintos de um conjunto de n elementos:

& n n! Sendon, r €N, comr < n.
n,r = (r) =

ri(n —r)!
Lé-se: n elementos tomados de r em 7.

Demonstracao: De acordo com o principio fundamental contagem, temos

Pelo PFC
Possibilidades

(n,n—1 n—=2,.,n—r+1l)y=sn(n—-1.(n—-2).(n—3)....(n-r +1)|

19 29 30

!

O que é equivalente a (Verifique!). Porém, devemos fazer a corregao

(n-r)!
n!
. - . ri(n —1)! n!
dividindo pela permutacdo entre os r! elementos. Assim: = 4
r! ri(n -r)!
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Vamos resolver os exemplos anteriores utilizando a férmula.
Solugao do 1° exemplo:

5 51 5.43.2.1
(2) CPHE -2 Ziaa1

=10 duplas.

Solugao do 2° exemplo:
(6) 6! 6.5.4.3!

3) =3 G — 31 =31321" 20comissédes (trios).

Como aplicacdo do uso da férmula, estdo os 30 e 40 exemplos a seguir.

392 exemplo: Calcule.

5 54821 4y 4321
a)(S) =321z O d)Ca3 = ( ) 3.21 (1)

6\ 654321 3y 31 @
B (4) T amen f20) A% & (0) T on(@-o) 31 L

e T T i 8. Lembrando

) (8) 8.7.6.5.4.3.2.1 8
C
1L(8—1)! 1 que 0! =1.

4° exemplo: Resolva a equagao: (;) = 28
Solugao: Da formula, temos que

(1’1) _ nl .
2/ 7 2L(n—2)1

Mas, n! = n.(n—1).(n— 2)! Assim

nl n.(n—1).(p—~=2)!
Mle—50 2 gt S B
n? == 56=10 (p=1,p =—4,00==—56):

A=b?—4ac=(—1)*-41.(-56)=1+224= A= 225.

., —(—1)+vV225 +1+15 16 i
n = = = — = o
21 2 2 _
+1—15 —14 = = B
n' = 5 =T = —4 (néo serve,negativo)

28.

2—n—-56=0

n=

Para identificar se devemos utilizar uma combinagdo simples ou principio
fundamental da contagem (PFC) na solugdao de uma questao, devemos analisar o
ordenamento dos r objetos no conjunto. Caso a ordem dos objetos configure um
conjunto diferente, utilizamos o PFC, caso contrdrio, isto &€, se independentemente
da ordem dos objetos o conjunto € o mesmo, devemos utilizar entdo, a combinagao
simples.

Por exemplo, suponha que serdo escolhidos dois alunos de uma turma:

1) Para ser representante e vice representante, respectivamente dessa turma.
A ordem de escolha (representante, vice) configura um conjunto diferente,

portanto, devemos calcular as duplas utilizando o PFC.
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2) Para representar a escola em um evento. Nesse caso, independentemente
da ordem de escolha, a dupla serd a mesma, e assim, devemos calcular as duplas
utilizando a combinagdo simples.

59 exemplo: Deseja-se montar um campeonato com 4 times com um Udnico
turno, ou seja, os times irdo se enfrentar uma uUnica vez. Quantas partidas serdo
necessarias?.

Solucao: Sio 4 objetos tomados dois a dois (uma partida é formada por dois times).

Assim, sdo:

4 4! 4.3.2.1
(2 ) “Bl@E-—Z)y B2azda
Listando as partidas utilizando A, B, C e D como os nomes dos times, temos
AxB, AxC, AxD, BxC, BxD, CxD (total de 6 partidas).
Outra solugdo: Uma partida é composta pelo 12 time x 22 time. Para o 12 time, existem
4 possibilidades e, para o segundo time, 3 possibilidades. Assim, pelo PF(C,sdo4x3 = 12

jogos. No entanto, nesses jogos estdo computados os dois turnos, com A x B (jogo de ida)

= 6 partidas.

12
e B x A (jogo de volta). Dividindo por 2, obtemos: T 6 partidas.

6° exemplo: Em uma sala had 8 cadeiras e 4 pessoas. De quantos modos
distintos essas pessoas podem se sentar?

Solucao: Como a ordem das pessoas sentadas nas cadeiras trata-se de um modo
distinto, devemos utilizar o PFC. A 12 pessoa possui 8 op¢des de cadeiras para se sentar, a
22 pessoa possui 7 op¢bes, a 32 pessoa possui 6 op¢Ses e a 42 pessoa possui 5 opc¢des.

Entdo, existem 8 x 7 x 6 x 5 = 1680 modos possiveis de arranjar as pessoas nas cadeiras.

8
Outra solugdo: Usar a combina¢do simples (4) = 70 e multiplicar pelas permutacdes

entre as 4 pessoas (4!), pois para cada ordem temos um modo distinto:
70.4! = 70.4.3.2.1 = 1680 modos.
7° exemplo: Um grupo consta de 6 pessoas, das quais 2 sdo matemadaticos.
Quantas comissdes de 3 pessoas podem ser formadas, de modo que:
a) Nenhum membro seja matematico?
b)Todos os matematicos participem da comissdo?
c) Haja exatamente um matematico na comissdo?
d) Pelo menos um membro da comissdo seja matematico?
Solugao:
a) Para que nenhum membro seja matematico é preciso retirar os matematicos do
grupo das 6 pessoas e combinar os restantes: (§)= 4 comissoes.
b) Como todos os matematicos participam da comissdo, entdo sobra uma vaga apenas
a ser preenchida: (;}) = 4 comissdes.

¢) J& que na comissdo precisa ter exatamente um matematico, escolheremos ele

primeiro. E isso pode ser feito de (1) modos. Os dois demais lugares, precisam ser
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. . . 4 2 4
preenchidos entre os quatro que nao sao matematicos: (2) . Dessa forma:(l) : (2)2 26
= 12 comissoes.

d) Comissdées com um matematico: (i) : (;1'): 2.6 = 12 comissées. Com dois

matematicos: (;) . (;}): 1.4 = 4 comissdes. Total: 12 + 4 = 16 comissdes.
Outra solugdo: Subtrair do total, as comissées em que nenhum membro é matematico.
Resposta: (g) - (;) =20 -4 = 16 comissoes.
Vet

| NS
total de comissdes Calculado na letra a)

80 exemplo: Em uma urna existem 12 bolas, das quais 7 sdo pretas e 5
brancas. De quantos modos podemos tirar 6 bolas da urna, das quais 2 s3o brancas?

Solugao: Vamos escolher primeiro as duas bolas brancas entre as cinco existentes,

o que pode ser feito de (;) modos. Em seguida, escolher as outras quatro bolas entre as

pretas (ja que precisamos ter exatamente duas brancas), o que pode ser feito de (Z)

modos. Resposta: (g)(i) = 350 modos.

9° exemplo: (PUC-RS) Marcam-se 3 pontos sobre uma reta r e 4 pontos sobre
outra reta paralela a r. O numero de tridngulos que existem, com vértices nesses
pontos, é:
a) 60 b) 35 c) 30 d) o e) 7
Solugao:

Vamos dividir os tridngulos formados em

dois tipos: o 12 tipo sao tridngulos formados

com dois pontos de r e um nio. O que pode ser

construido de (;)(;}) = 3.4 =12 modos.

0 22 tipo sao triangulos formados com um ponto de r e dois nao, o que pode ser
. 3\ (4Y) _ _
construido de (1)(2) =3.6 =18 modos.

Assim, sdo: 12418 =30 tridngulos (letra c).
10° exemplo: Com 5 homens e 4 mulheres, quantas comissées de 5 pessoas,
com pelo menos 3 homens, podem ser formadas?

s 9 L
Solugao: Temos total de (5) = 126 comissoes.
i 5 5 4 —
As comisstes com um homem exatamente, sio (1).(4) = 5. As comissGes com

. ~ B 4 ~ . s~
exatamente dois homens sio (2)(3) = 40. Entdo, a quantidade de comissbes que

possuem ao menos trés homens é: 126 - 5 - 40 = 81 comissoes.

Qutra solugdo: Ha comissées com 3 homens e 2 mulheres, 4 homens e 1 mulher e 5

homens. A resposta é: (g)(;) + (Z)(‘;) + (g)(g) =10.6 + 5.4 + 1 = 81 comissoes.
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EXERCICIOS 15.5 |

1)Calcule:

a)(i) d)Ce,3 9) (z)
b) (1o (%) (3
© (3000 n () b (%271

2)Resolva a equagdo: (§)= 35.

3) De um baralho de 52 cartas, sdo extraidas 3 cartas concomitantemente.
Qual o ndmero de resultados possiveis?

4) Um grupo tem 10 pessoas. Quantas comissdes de 4 pessoas podem ser
formadas?

5) Doze clubes de futebol pretende disputar um campeonato em Unico turno.
Quantos jogos serao realizados?

6)Um fazendeiro pretende contratar uma dupla: agricultor e ajudante, para
realizar um trabalho em sua fazenda. Compareceram para a selegao, seis
agricultores e quatro ajudantes.

a)Quantas duplas diferentes € possivel formar, sendo um agricultor e um

ajudante?

bYQuantas duplas diferentes é possivel formar, podendo ser dois agricultores,
ou dois ajudantes ou ainda, um agricultor e um ajudante?

7)Uma turma possui 25 alunos e 3 professores. Quantas formas diferentes
podemos formar um grupo de 10 alunos e um professor?

8)Uma empresa tem 3 diretores e 5 gerentes. Quantas comissdes de 5 pessoas
podem ser formadas, contendo no minimo um diretor?

9)Uma empresa tem 20 formas diferentes de montar uma comissdao com 3
funcionarios para uma viagem de negécios. Quantos funciondrios possui essa
empresa?

10) (UNITAU) O nimero de maneiras que se pode escolher uma comissdo de
trés elementos num conjunto de dez pessoas é:
a) 120. b) 210. c¢) 102. d) 220. e) 110.

11) (UFU) Para participar de um campeonato de Futsal, um técnico dispde de
3 goleiros, 3 defensores, 6 alas e 4 atacantes. Sabendo-se que sua equipe sempre
jogara com 1 goleiro, 1 defensor, 2 alas e 1 atacante, quantos times diferentes o
técnico poderd montar?
a) 216 b) 432 c¢) 480 d) 540
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12) (PUC-SP) De um grupo de 9 professores, 5 lecionam matematica. Quantas
comissdes de 3 componentes podem ser formadas, de modo que em cada uma
comparega pelo menos um professor de matematica?

a)80 b)79 «¢)84 d)83 e)n.d.a.

13)Um jogo de loteria denominado de “"mega sena” consiste em marcar de 6 a
15 dezenas em um cartdo com 60 ndimeros.
a) Quantas apostas sdo possiveis para um jogo com 6 nimeros apenas?
b) Um jogador que marca apenas 6 numeros em sua aposta, paga R$ 3,50.
Quanto devera pagar um jogador que marcar 7 ndmeros?

14)(ENEM) Um banco solicitou aos seus clientes a criagdao de uma senha
pessoal de seis digitos, formada somente por algarismos de 0 a 9, para acesso a
conta corrente pela internet. Entretanto, um especialista em sistemas de seguranga
eletrénica recomendou a diregdo do banco recadastrar seus usuarios, solicitando,
para cada um deles, a criagdo de uma nova senha com seis digitos, permitindo
agora o uso das 26 letras do alfabeto, além dos algarismos de 0 a 9. Nesse novo
sistema, cada letra mailscula era considerada distinta de sua versdo minulscula.
Além disso, era proibido o uso de outros tipos de caracteres. Uma forma de avaliar
uma alteragdo no sistema de senhas é a verificagdo do coeficiente de melhora, que
€ a razao do novo numero de possibilidades de senhas em relagdo ao antigo. O

coeficiente de melhora da alteragdo recomendada €&
6296 62! 62141

a) ——

To6 ) Tor o Tosal d) 62'—10! e) 62°-—10°

15) (UDESC) O valor de n, para que o nimero de combinag8es de n elementos

tomados dois a dois seja igual ao nimero de combinagdes de n elementos tomados
quatro a quatro é:
a)d4 b)7 c)5 d)8 e)6

16)Uma empresa especializada em adubos, possui cinco nutrientes a vontade
para formulagdes.
a) Se em cada adubo deve ter exatamente dois desses nutrientes, quantos
adubos diferentes & possivel formular?
b) Se em cada adubo deve ter ao menos um desses nutrientes, quantos
adubos diferentes & possivel formular?

17)Suponha que a mesma empresa especializada em adubos da questdo
anterior, possua agora, 100 nutrientes a vontade para formulagdes. Quantos
adubos diferentes é possivel formular, se em cada adubo deve ter ao menos um
desses nutrientes? Dica: Use o teorema das linhas — teorema 15.2.1 — a seguir.
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15.2. Triangulo aritmético e binémio de Newton

O tridngulo aritmético ou tridngulo de Tartaglia® - Pascal'® é o home atribuido
. . — n e "
ao numeros binomiais (r) dispostos em forma ordenada e triangular, em que os

nimeros binomiais de mesmo n sdo colocados na mesma linha e os ndmeros

binomiais de mesmo r sdo colocados na mesma coluna, conforme a seguir.

©) 1

6X6 1

6 00O L2
60 00O = RN
OOOOE0 REER
OO0 L s @0 s

Essa forma de disposicdo dos nudmeros binomiais nos permite visualizar
algumas propriedades e teoremas importantes.

13 Propriedade (Relagio de Stifel''): :j__i = (n) + (r+1) :

Em outras palavras: A soma de qualquer nimero do tridngulo aritmético, pelo
nUimero imediatamente ao seu lado direito, € igual ao ndmero que estd embaixo a
direita.

Demonstragao: Seja um conjunto com n elementos: {aq, a,, as, ..., a, .

O total de subconjuntos em que o elemento a, ndo estd presente é (n 1) eo
. . . (-1 .
total de subconjuntos em que o elemento a, esta presente & (r—l)' Isso nos da o

total de subconjuntos (2) Ent3ao

(=60

L m+1y n
Fazendon= n+1 e r=r+1, encontramos: (r+1 = r+1) + ( )
- o s n
23 pPropriedade (combinagcoes complementares): (r) (n 5

° Niccolo Fontana Tartaglia (1499-1557).
10 Blaise Pascal (1623-1662).
11 Michael Stifel (1487-13567).
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Essa propriedade nos diz que, em qualquer linha, dois niumeros binomiais
equidistantes dos extremos, sao iguais.

Para demonstrar essa propriedade basta desenvolver ambos os lados da
igualdade.

Teorema 15.2.1 (Teorema das linhas): A soma dos elementos de uma
linha é igual a 2™.

Demonstracao: Sabemos, da unidade 1, que o total de subconjuntos de um
conjunto com n elementos é 2™. No entanto, esse total de subconjuntos também
pode ser calculado utilizando combinagao simples:

n n n n n n
o - ) + ) & () o )= 2%
0 1 2 3 n
Conjunto vazio Numero de subconjuntos Numero de subconjuntos Numero de subconjuntos
tomados1al tomados 2a 2 tomados 3 a3

Exemplo: A soma dos numeros da linha 4 do tridngulo aritmético em que n =

3é143+3+1 = 8 0 que equivale a 23.

Outra relagdo importante é a do tridngulo aritmético com o binémio (a + b)",
denominado binémio de Newton?'?.

Cada numero do tridngulo representa um coeficiente do binémio:

(a+b)* = paran =0 = (a+b)° = 1= 12 linha.

(a+b)" = 1= (a+b)! =>1la+ 1b = 223 linha.

(a+b)" = paran =2 = (a+b)? =1a?+ 2.a.b + 1b? = 32 linha.

(a+b)" = 3

para n

para n = (a+ b)? =1a® +3.a%b + 3.a.b? + 1b® = 4a linha (...).

Generalizando, essa é a féormula do binédmio de Newton:

(a+b)" = (Z) ab® + (T;) an~1pt + (;) an—2p? + (g) a3b3+... (Z) a®bn

O binédmio de Newton é uma forma alternativa de desenvolver o binémio
(a + b)™ utilizando os numeros binominais.

Exemplo: Desenvolver (x + 3)*% utilizando o binédmio de Newton.

Solucgao:
4 4 4 4 4
(x+3)* = ( ) x430 + ( ) xFrigla ( ) x%7232 ( ) x47333 ( ) a3* =
JiL % _(L % _‘IL

(x+3)*= x*+12x3 + 54x2 + 108x + 81.
E interessante observar que ao fazer a = 1 e b = 1 no binémio de Newton,

obtém-se o teorema das linhas:

a+ur =)+ )+ R+ G+ D+ G+~ () =2~

12 Isaac Newton (1642-1727).
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15.3. Probabilidade

15.3.1. Definicoes

Ao lancarmos uma moeda ao chao para observarmos a face que ficou para
cima, o resultado é imprevisivel, mas sabemos que tanto pode ser cara quanto pode
ser coroa, ou seja, ha dois casos possiveis de ocorrer: {cara, coroa}.

Ao lancarmos um dado, o resultado a ser obtido é ainda mais imprevisivel, pois
passa a existir 6 possibilidades: {1, 2, 3, 4, 5, 63}.

E ao escolhermos em uma urna, uma bola entre 10 bolas numeradas de 1 a
10, o numero da bola escolhida € mais ainda imprevisivel, visto que, passam a
existir 10 resultados possiveis: {1, 2, 3,4, 5,6, 7,8, 9, 10}.

Esses e outros experimentos que podem apresentar resultados diferentes a
cada ocorréncia, recebe o nome de experimento aleatério.

Os conjuntos {cara, coroa}, {1, 2, 3,4,5,6e{1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10}
sdo denominados de espaco amostral. Quando no espaco amostral todos os seus
elementos possuem a mesma possibilidade de acontecer, esse espaco amostral é
denominado de equiprovavel (ou equiprobalistico).

Qualquer um dos subconjuntos do espago amostral é chamado de evento. Por
exemplo, a possibilidade de dar coroa no lancamento de uma moeda é representada
pelo evento A = {coroa} do espago amostral Q = {cara, coroa}.

E claro que diante dos exemplos anteriores, € bem mais facil acertar, em um
palpite, o resultado do langamento da moeda, que pode ser apenas cara ou coroa,
do que acertar o resultado dos dados ou das bolas enumeradas. Mas, € mais facil
quanto? Essa quantificacdo € medida pela probabilidade.

Probabilidade é uma medida que quantifica, em valores ou percentuais, a
certeza de um acontecimento provavel frente ao demais.

Para um espaco amostral equiprovavel:

n(A) Nimero de elementos de um evento A

P(A) =

n(2)  Nimero de elementos do espago amostral

De outra forma:

Nimero de casos (possibilidades) favoraveis

P(A) =

Nimero de casos(possibilidades) possiveis

Em que P(A) é a probabilidade de um evento A ocorrer.

A probabilidade de um evento A ocorrer € sempre um numero entre O e 1, isto
é, 0 <P(A) <1. O que pode ser representado por porcentagem.

Quando P(A) =1 (ou 100%) dizemos que esse evento é um evento certo.
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Exemplo: Qual a probabilidade de ao langar um dado, o resultado ser menor
que 77?

Solugdo: Esse é um evento certo, portanto, a probabilidade é 100% (ou 1).
Quando P(A) =0 (ou 0%) dizemos que esse evento é um evento impossivel.

29 exemplo: Numa urna ha 10 bolas numeradas de 1 a 10. Qual a
probabilidade de tirarmos, sem olhar, uma bola com o nimero 11?

Solugdo: Esse evento é impossivel, portanto, a probabilidade de ocorrer é 0%.

3° exemplo: No lancamento de um dado ndo viciado'3, qual a probabilidade
do resultado ser 2 ou 6? E qual a probabilidade de ndao ser 2 ou 6?

Solugao: A={2,6}eQ={1,2,3,4,5, 6}.
n4d) 2 1
—ao)) S 0,833 ...

Resposta: A probabilidade é de 33,33% para que o resultado seja 2 ou 6.

P(A) =

A probabilidade de ndoser2ou 6 éA ={1,3,4,5}e (Q) ={1,2,3,4,5, 6}. Logo,
—. n(A) 4 2
== _=—_=0,666..
n(2) 6 3

Resposta: A probabilidade é de 66,67% para que o resultado nao seja 2 ou 6.

P(A) é chamado de evento complementar de A em relacdo a Q, ou seja, é a
probabilidade do evento A ndo ocorrer. E é notadamente calculado por:

P(A) = 1— P(A)

Poderiamos ter calculado P(A) no exemplo anterior da seguinte forma

- i 2
P(A)=1—P(A) =1— =g U 0,666 ...0u 66,67%.

4° exemplo: Jodo apostou com Pedro, que ao lancar uma moeda trés vezes,
encontraria como resultado duas caras e uma coroa. Pedro apostou que isso ndo ira
ocorrer. Quem tem mais chances de ganhar a aposta?
Solugdo: Vamos listar os resultados possiveis, fazendo C para coroa e K para cara:
{(G, C,€), (C,C,.K), (C.K,GC), (K, GG, (C.KK), (KCEK),(KK,LG),(GC,RE) = total de 8.
Listando os resultados favoraveis a Joao: {(C, K, K), (K, C, K), (K, K, C)} = total de 3.
Numero de casos (possibilidades) favoraveis 3

s h _ =— 37,5%:
(lede gamliar) Numero de casos(possibilidades) possiveis 8 o -

3 5
P(Jodo perder ou Pedro ganhar) = 1 — P(Jodo ganhar) = 1 — 5= 38 ou 62,5%.

Desse modo, Jodo tem mais chances de ganhar.

13 Um objeto “néo viciado™ é um objeto honesto (perfeito), que nfo possui tendéncia ou preferéncia por qualquer evento, ou scja,

todos os eventos (€m a mesma chance de ocorrer (espaco equiprovavel). Todos os objetos utilizados nos exemplos e exercicios
terdo essa propriedade, mesmo sem mencionar.
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Na maioria dos casos ndo € viavel (ou impossivel) listar ou enumerar todos os
casos possiveis e favoraveis. Imagine a situagdo do exemplo anterior com uma
moeda langada 100 vezes, por exemplo.

Nesses casos, sugerimos sempre utilizar o principio fundamental da contagem
PFC, a permutagao (simples ou circular) ou a combinagao simples, para calcular os
casos possiveis e 0s casos provaveis. Claro que a ferramenta a ser utilizada depende
do contexto da questao.

Vamos resolver a questdo anterior sem listar os resultados possiveis e
favoraveis.

Outra solugao:

Uma moeda é langada trés vezes. O numero de possibilidades para o primeiro
lancamento é 2 (cara ou coroa), e o mesmo se aplica ao segundo e ao terceiro. Portanto,
pelo PFC, temos: 2.2.2 = 8 possibilidades (casos) possiveis.

Para os casos favoraveis podemos usar a “ideia” de permutacido de anagramas com

3!
letras repetidas: (K, K, C) = o 3. Dessa forma,
Numero de casos (possibilidades) favoraveis 3

P(lo4 L =— 37,5%.
(Jofe ganhar) Numero de casos(possibilidades) possiveis R %

3 5
P(Jo4o perder ou Pedro ganhar) = 1 — P(Jodo ganhar) =1 — 7= o8 62,5%.

59 exemplo: Quais dos espagos amostrais abaixo sdo equiprovaveis?
a) Q= {1, 3, 6, 9}3=Sim.
b) Q= {5, 5, 5, 5,2}=Nio, a probabilidade de ocorrer o 5 é maior que o 2.
c) Q= {7,7,5,5,1,1}= Sim, embora repetidos o 7, 5 , e o 1, possuem
probabilidades iguais.
d) Q= {a, b, c, d, e}=Sim.

e) Q= {leste, oeste, sul, norte}= Sim.

6° exemplo: Num baralho de 52 cartas, duas sdo escolhidas sem reposigao.
Qual a probabilidade de ambas serem de espadas?
Solucao: Ha 52 formas de escolher a primeira carta, 51 formas (ja que é sem
reposicio) de retirar a segunda carta e, de acordo com o PFC,
n({2) = 51.52 = 2652 (casos possiveis).
Para os casos favoraveis, devemos pensar nas 13 cartas de espadas do baralho. Para
a primeira carta, ha 13 formas de escolher e para a segunda carta, 12 formas (ja que é sem

reposicdo). Consoante ao PFC, encontramos: 13.12 = 156 casos favoraveis.

156 1
Portanto, P(A) = =—
2652 17
Alternativamente, podemos utilizar a combinacdo simples para calcular os casos
T oo (3) 1
favoraveis e possiveis, o que resulta em P(A) = (52) ST
]
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ANALISE COMBINATORIA E PROBABILIDADE

7° exemplo: Numa loteria com nimeros de 1 a 60, ganha o prémio maximo
quem acertar os 6 numeros escolhidos. Qual a probabilidade de uma pessoa ganhar
0 prémio maximo?
Solugao: As ordens dos nimeros sorteados ndo alteram o resultado; portanto, trata-
se de uma combinac¢do simples.
60 60! 60.59.58.57.56.55.54! 36045979200
( 6 ) = Bl6D—6)! = GSAZZAEW 720

Sao cinquenta milhdes, sessenta e trés mil, oitocentos e sessenta combinacdes

= 50.053.860.

possiveis de 6 numeros. O ganhador precisa acertar uma combinacdo entre essas, 0 que

corresponde a uma probabilidade de

P(A) = = 0,00000199744885831816%.

50.063.860
Por esse motivo, é muito dificil “ganhar” nesse tipo de loteria. Veja um bilhete de

apostas denominada “Mega-Sena” aqui no Brasil e confirme no seu verso essa

probabilidade calculada.

8° exemplo: Num grupo de 23 pessoas qual a probabilidade de pelo menos
duas pessoas nascerem no mesmo dia?

Solucao: A melhor estratégia para a solucido dessa caso é calcular a probabilidade
de ninguém ter nascido no mesmo dia e, em seguida, usar P (A) = 1 — P (A). Para os
calculos, usaremos um ano comum de 365 dias.

Os casos favoraveis sdo os seguintes:

— A 12 pessoa tem 365 possibilidades de dias para nascer;

— A 22 pessoa: 364 possibilidades (ja que nio pode ter nascido no mesmo dia da 12
pessoa);

— A 32 pessoa: 363 possibilidades (ja que ndo pode ter nascido no mesmo diada 12 e
22 pessoa; e assim sucessivamente;

— A 232 pessoa tem 343 possibilidades.

Entdo, os casos favoraveis sdo: 365.364.363...343.

Os casos possiveis sdo: Todos podem nascer no mesmo dia ou em dias diferentes,
sendo portanto,

365.365.365..365 = 36523 casos possiveis.

Com isso, a probabilidade de ninguém ter nascido no mesmo dia é

365.364.363 ...343

36523
E a probabilidade de pelo menos duas pessoas nascerem no mesmo dia é

P(A) =1—P(A) =1— 0,493 =[P(A) = 50,7%)|

Logo, é mais provavel que, em um grupo de 23 pessoas, pelo menos duas facam

P(A) = = 0,493 = 49,3%.

aniversario no mesmo dia, do que nio existir tal coincidéncia. Interessante mencionar que,

em um grupo de 50 pessoas, a probabilidade disso ocorrer é de 97% (quase certeza).
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' EXERCICIOS 15.6 |

1)Em uma urna estdo os nomes de 20 pessoas que irao participar de uma
brincadeira chamada “amigo oculto”, em que cada pessoa retira da urna o nome da
pessoa que ird presentear. Qual a probabilidade de uma pessoa tirar o préprio

nome??

2)Em um jogo tradicional de par ou impar entre duas pessoas, sdo validos os
resultados: 0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9 e 10. Explique porqué excluindo o resultado
zero desse jogo, o mesmo deixa de ser equiprovavel.

3)Jogando dois dados concomitantemente, os resultados possiveis sdo: {2, 3,

4,5,6,7,8,9,10,11, 123.

a)Explique por que a probabilidade de alguém acertar qualquer um desses
resultados ndo é 1/11.

b)Calcule a probabilidade do resultado ser 7.

c)Calcule a probabilidade do resultado ser 2.

d)Calcule a probabilidade do resultado ser 137

e)Calcule a probabilidade do resultado ser um ndmero impar?

4)Em uma urna existem 2 bolas vermelhas e 4 brancas.
a) Sorteando-se uma bola, qual a probabilidade dela ser branca?
b) Sorteando-se duas bolas, qual a probabilidade de ambas serem
vermelhas?

5Uma moeda é langada trés vezes.
a)Qual a probabilidade de se obter trés coroas?
b)Qual a probabilidade de se obter duas coroas e uma cara?
c)Qual a probabilidade de se obter duas caras consecutivas?

6)De um baralho de 52 cartas, duas sdo extraidas ao acaso. Qual a
probabilidade delas serem dois reis ou dois valetes?

7)JEm uma urna existem 60 bolas numeradas de 1 a 60. Ao sortear uma bola,
qual a probabilidade:
a)de ser um numero par?
b)de ser um numero multiplo de 57
c)de ser um nUimero primo?

8)(UEL-PR) Um dado ndo viciado foi langado duas vezes e em cada uma delas
o resultado foi anotado. Qual é probabilidade de a soma dos nimeros anotados ser
maior ou igual a 7?

9YUma urna contém 4 bolas pretas, 2 bolas brancas e 3 amarelas. Trés bolas
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sao escolhidas ao acaso. Qual a probabilidade da escolha conter uma bola de cada
cor?

10)10 alunos, entre eles Joao e Maria, resolvem ao acaso, ficar em fila para o
recebimento do lanche na escola. Qual a probabilidade de Jodao e Maria ficarem
juntos?

11)A chance de uma pessoca ser atingida diretamente por um raio € muito baixa,
sendo em média menor do que um para um milhdo. Contudo, se a pessoa estiver
numa area descampada em baixo de uma tempestade forte esta chance pode
aumentar em até um para mil. Entretanto, ndo € a incidéncia direta do raio a maior
causadora de mortes e ferimentos. Geralmente isso acontece por efeitos indiretos
associados a incidéncias préximas ou efeitos secunddarios dos raios. As descargas
também provocam incéndios ou queda de linhas de energia, o que pode atingir uma
pessoa.

Disponivel em: (http://www.inpe.br/webelat/homepage/menu/el.atm/perguntas.e.respostas.php) acessado em
09/07/2013 (adaptado).

Baseado nas informagdes contidas no texto acima, a probabilidade de uma
pessoa ser atingida por um raio quando estiver numa drea descampada em baixo
de uma tempestade forte é a mesma de:

a) dar duas caras no langamento de dois dados;
b) acertar 10 ndmeros entre dez mil;
c) acertar um ndmero em um milhdo;

d) acertar o dia de nascimento de uma pessoa;

12) (PUC R]) Em uma amostra de 20 pegas, existem 4 defeituosas. Retirando-
se ao acaso, sem reposicdo, 3 pegas, qual a probabilidade de todas as 3 serem
perfeitas?

13)(UFPA) As dltimas eleigcdes tém surpreendido os institutos de pesquisa,
principalmente quando dois candidatos se encontram empatados tecnicamente.
Tentando entender essa questdo, um estudante investigou a opgao de votos de seus
colegas de classe e verificou que, dos 30 investigados, 15 votaram no candidato A
e 15 votaram no candidato B. Fez-se, entdo, a seguinte consideragao: se o instituto
de pesquisa fizesse uma sondagem, consultando apenas 4 alunos aleatoriamente,
a probabilidade de o instituto acertar o resultado da eleigao na sala, por meio dessa
amostra, seria de, aproximadamente:

a)27% b) 40% c¢) 50% d) 78% e) 92%

14)(UNIFESP)Trés dados honestos sdo lancados. A probabilidade de que os trés
nUmeros sorteados possam ser posicionados para formar progressdes aritméticas
de razdo 1 ou 2 é :
a)1/36 b)1/9 c)1/6 d)7/36 e)5/18
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15 {(ENEM) Em um concurso de televisao, apresentam-se ao participante 3
fichas voltadas para baixo, estando representadas em cada uma delas as letras T,
V e E. As fichas encontram-se alinhadas em uma ordem qualquer. O participante
deve ordenar as fichas a seu gosto, mantendo as letras voltadas para baixo,
tentando obter a sigla TVE. Ao desvira-las, para cada letra que esteja na posigao
correta ganhard um prémio de R$ 200,00.

I — A probabilidade de o participante ndo ganhar nenhum prémio & igual a:
a)d bY1/3 y1/4 d)1/2 e)1/6
II - A probabilidade de o participante ganhar exatamente o valor de R%
400,00 é igual a:
a)0 bY1/3 ¢c)1/2 d)2/3 e)l1/6

16)Considere que trés vértices de um hexagono regular sejam escolhidos
aleatoriamente. Qual a probabilidade de que esses vértices formem um tridngulo

equilatero?

17)O jogo da memodria € um classico jogo formado por pegas que apresentam
uma figura em um dos lados. Cada figura se repete em duas pecgas diferentes. Para
comecar o jogo, as pegas sao postas com as figuras voltadas para baixo, para que
nao possam ser vistas. Cada participante
deve, na sua vez, virar duas pecgas e deixar
que todos as vejam. Caso as figuras sejam
iguais, o participante deve recolher consigo
esse par e jogar novamente. Se forem
pecas diferentes, estas devem ser viradas
novamente, e sendo passada a vez ao
participante seguinte. Ganha o jogo quem

tiver mais pares no final do jogo.

Fonte adaptada: (WIKIPEDIA, 2019)
Qual a probabilidade do participante que ira iniciar o jogo formar um par na

primeira tentativa?

18)(ENEM)Todo o pais passa pela primeira fase de campanha de vacinagdo
contra a gripe suina (H1N1). Segundo um médico infectologista do Instituto Emilio
Ribas, de Sao Paulo, a imunizagao "deve mudar”, no pais, a historia da epidemia.
Com a vacina, de acordo com ele, o Brasil tem a chance de barrar uma tendéncia
do crescimento da doenga, que ja matou 17 mil no mundo. A tabela apresenta

dados especificos de um unico posto de vacinagao.

| 128



Escolhendo-se aleatoriamente uma pessoca atendida nesse posto de vacinagao,

a probabilidade de ela ser portadora de doenga crénica é

a)8%.
b)9%.
c)11%.
d)12%.
e)22%.

Campanha de vacinagao contra a gripe suina

Datas da e Quantidade de
vacinagdo Pdblico-alvo pessoas vacinadas
8a19de Trabalhadores da satde 42
margo e indigenas
22 de margo a Portadores de doengas 22
2 de abril crdnicas
. | Adultos saudéveis entre
5 a 23 de abril 20 e 29 anos 56
24 de abrila Populagao com mais de 30
7 de maio 60 anos
10a21de Adultos saudéveis entre 50
maio 30 e 39 anos

Disponivel em: hitp://img.torra.com.br. Acesso em: 26 abr. 2010 (adaptado). (Foto:
3 )

Reprodugao/Enom,

19)(ENEM) Em uma reserva florestal existem 263 espécies de peixes, 122

espécies de mamiferos, 93 espécies de répteis, 1.132 espécies de borboletas e 656

espécies de aves.

uma borboleta?
a) 63,31%

200(ENEM) Uma empresa
reconhecimento pelo tempo trabalhado.

b) 60,18%

(Disponivel em: http:www.wwf.org.br. Acesso em: 23 abr. 2010)

Se uma espécie animal for capturada ao acaso, qual a probabilidade de ser

c) 56,52%

d) 49,96%

e) 43,27%

sorteia prémios entre os funcionarios como
A tabela mostra a distribuicao de

frequéncia de 20 empregados dessa empresa que tém de 25 a 35 anos trabalhados.
A empresa sorteou, entre esses empregados, uma viagem de uma semana, sendo
dois deles escolhidos aleatoriamente.

Qual a probabilidade de que ambos os sorteados tenham 34 anos de trabalho?

a)l/20 Tempo de servico \ Numero de empregados
b)1/19 25 -
c)1/16 27 1
d)2/20 ig ;
e)5/20 32 3
34 5
35 3

21)Uma prova contém 10 questdes. Cada questdo contém 5 itens A, B, C, D e
E. Sabendo que em cada questdo ha um uUnico item correto:
a) Qual a probabilidade de um aluno que nao estudou e marcou
aleatoriamente os itens, acertar as 10 questdes?
b) Qual a probabilidade de acertar exatamente 1 questdo, um aluno que
marcar o item C em todas.
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15.3.2. Probabilidade da uniao de eventos

A probabilidade de ocorrer o evento A ou o evento B, isto é, de ocorrer o evento
A U B, é igual a probabilidade de ocorrer o evento A adicionada a probabilidade de

ocorrer o evento B, menos a probabilidade de ocorrer ambos os eventos, AN B.

P(AUB)=P(A) +P(B) — P(ANB)

Demonstracao: Na unidade 1, sobre nocées de conjuntos, vimos que
n(AuB) =n(A) +n(B) — n(ANB).
Dividindo tudo pelo espaco amostral n(Q), obtemos
n(AUB) nA) nB) n(ANB)
n(Q) n(Q) nQ) n(Q)

=[P(AUB) =P(A) + P(B) — P(ANB)]

Exemplo: Uma carta é extraida, ao caso, de um baralho de 52 cartas.
a) Qual a probabilidade de ser um as ou ser do naipe de paus?
1

13 i1
A probabilidade de ser de paus é: P(p) = E = Z
q
A probabilidade de ser 4s e também ser de paus é: P(A N p) = e

Substituindo em P(A U p) = P(A) +P(p) — P(A N p), encontramos
il 1l 4+183—1 16

1 4
RAMI=E IS~ BT B T e

b)Qual a probabilidade de ser um as ou um rei?

4 1
Solucgdo: A probabilidade de ser um as é: P(A) = =8 1a
4 1 a
A probabilidade de ser um rei é: P(R) = 52 =13 \3 SAIBA MAIS!
A probabilidade de ser 4s e também ser um rei nao Quando P(A nB) = 0,
existe: PLANR) = 0. dizemos que os eventos sdo
Substituindo em P(AUR) = P(A) + P(R) —P(ANR), | ™emamente wplusios.  Nesse
caso, tem-se:
encontramos P(A u B) = P(A) + P(B)
1 1. 2
PAUB)=-— 4+— —0= —. 7

13 13 13

c) Qual a probabilidade de ser um rei, se alguém informar que €& do naipe
de copas?

9
Solugdo: P(R) =%
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As probabilidades calculadas nos itens a) e b) sdao denominadas de
probabilidades a priori, ou seja, calculadas antes que a experiéncia se realize.
Enquanto, a probabilidade do item c), denomina-se probabilidade a posteriori,
solicitada apdés a constatacdo de que algum evento ocorreu ou n3o ocorreu,
modificando, portanto, o seu resultado.

A seguir estd um exemplo classico de probabilidade a posteriori, o problema
de Monty Hall.

O problema de Monty Hall é um problema matematico que surgiu em um
concurso televisivo dos Estados Unidos chamado “Let's Make a Deal”, exibido
na década de 1970. O jogo consistia em o apresentador mostrar trés portas ao
jogador. Atras de uma delas estava um prémio (um carro) e, atras das outras duas,
dois bodes. No primeiro momento, o jogador escolhe uma das trés portas (que
ainda ndo é aberta). Uma vez escolhida a porta, o apresentador que sabe onde esta
o prémio (o carro), abre um das outras duas portas que o jogador nao escolheu,
revelando um bode. Apdés esse momento, o apresentador pergunta se o jogador
pretende continuar com a mesma porta escolhida inicialmente, ou se deseja mudar
para outra porta.

Qual das duas opgbes o jogador tem maior probabilidade de ganhar o prémio?

Solugao: Inicialmente, qualquer uma das trés portas tem a mesma probabilidade a
priori de conter o prémio, ou seja, 1/3. Apds arevelacao de uma porta, onde esta um bode,
a probabilidade (a posteriori) de acertar a porta foi modificada, restando-nos analisar as
possibilidades:

12 possibilidade: Inicialmente o jogador escolheu a porta onde esta o prémio.

Porta escolhida

Nesse caso, como o apresentador ira mostrar um dos bodes,
.@. E ﬁ mudar de porta ocasionaria perda do prémio.
22 possibilidade: Inicialmente o jogador escolheu a primeira das portas onde esta um
bode.

Porta escolhida
Nesse caso, o apresentador ira mostrar a outra porta com
% ﬁ ﬁ um dos bodes, e o jogador ao mudar de porta, ganhara o
prémio.

32 possibilidade: O jogador escolheu a segunda das portas onde esta um bode.

Porta escolhida

Também nesse caso, se o jogador mudar de porta
-@' ﬁ ﬁ ganha o prémio.

Resposta: o jogador tera maior probabilidade de ganhar o prémio se mudar de porta.
Outro exemplo de probabilidade a posteriori é a probabilidade condicional a

seguir.
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15.3.3. Probabilidade condicional

Exemplo: O resultado de uma pesquisa de acesso ao nivel superior em ciéncias

agrarias a partir do sexo e da modalidade de ensino, estdo na tabela a seguir.

Ensino médio \ sexo Masculino Feminino Total
Técnico 35 15 50
Regular 20 5 25

Total 55 20 75

Se um desses alunos é selecionado ao acaso:
a)Qual a probabilidade de que esse aluno seja do sexo masculino?

Solugao: P(M) = =5 = 73,33 %
olugcao: P(M) = oE 4 ou 73, 0.
b)Qual a probabilidade de que esse aluno seja do sexo masculino, sabendo

que ele cursou o ensino médio técnico?
Solucgao: Nesse caso, o espaco amostral passa a ser 50, uma vez que a probabilidade

deve ser calculada na certeza (ou na condicdo) de que ele cursou o ensino médio técnico.

Usou-se P(M|T) para representar a probabilidade de ser

Assim:
3 7
P(MlT) = % = E ou 70 %. masculino na certeza de que cursou o ensino médio técnico.
Denominamos essa probabilidade (do item b) de probabilidade condicional de
. . . n(MnT)
M na certeza de T. Essa probabilidade foi calculada utilizando P(M|T) = W

Porém, podemos calcula-la dividindo ambos os eventos pelo espaco amostral geral,

veja:
n(MnT)
n(total) P(MNT
P(MlT) = W P(MIT) = ¥ Onde n(total) é o espago amostral.
n(total) P(T)
Assim, podemos calcular P(M|T) do exemplo anterior utilizando as
probabilidades P(M N T) e P(T), da seguinte forma:
P(MNT) = D e 7
S T P(M|T)_P(M nD_35_21__.
50 -~ Pp(m) 2 30 7%
3

P(T)= 75 3
Raramente utilizamos a férmula acima da forma como esta. Normalmente,
utilizamos as informacoes para encontrar a intersecdo dessas probabilidades
P(M NT) =PM|T).P(T).
Nesse contexto, considere dois eventos A e B de um mesmo espago amostral.
A probabilidade de ocorrer o evento B condicionado ao fato de o evento A ter

ocorrido (ou B na certeza de A) é indicada por P(B|A) e dada por:
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ANALISE COMBINATORIA E PROBABILIDADE

P(ANB) = P(B|A).P(A)

2° exemplo: Uma caixa contém 5 bolas brancas, 3 bolas pretas e 2 bolas

vermelhas. Serdo retiradas, de modo aleatdério, duas bolas da caixa,
sucessivamente e sem reposicao.

a)Qual a probabilidade de a primeira bola ser branca e a segunda vermelha?

Solugdo: A probabilidade da primeira bola ser branca é: P(B) = B, . &

10— 2
A probabilidade da segunda bola ser vermelha, na certeza que é a primeira é branca,

& P(V|B) = 2. Assim,

Agora, resolva esse mesmo item, sem usar a
= 6 probabilidade condicional.

P(B N V) = P(B).P(V|B) = %

O N

b)Qual a probabilidade de que ambas as bolas sejam de mesma cor?
Solucgdo: A probabilidade das duas boas serem brancas é

5 4 2
P(BNB) = P(B).P(B|B) = 108 — &
A probabilidade das duas boas serem pretas é
3 2 3
P(PNP) = P(P).P(P|P) = 10°9 — 1%
A probabilidade das duas boas serem vermelhas é
2 1 i
P(VNV) =P(V).P(V|V) = 10°9 = a5

A probabilidade total é dada pela somas das probabilidades:
Z . A 1 10+3+1 14

gt HE 45~ 48 45

c) Construa a arvore das probabilidades. 12 bola 2 bola
Solucgdo: A arvore das probabilidades consiste em um
diagrama onde dispomos as probabilidades condicionais nas
extremidade de cada galho (caminho) na certeza que a origem
do galho ocorreu. Veja a arvore construida na figura ao lado, a
partir dos dados desse exemplo.

Para calcular uma probabilidade, basta multiplicar as
probabilidades de cada caminho e somar os produtos ao longo
de varios caminhos. Alguns exemplos:

— A probabilidade da primeira bola ser branca e a
segunda ser vermelha é
5 2
10°9

— A probabilidade da segunda bola ser branca é
5 4 3 5 2 5 204+15+10
09 "109 "109° " 90

P(B,NV;) =

il
== (Siga o caminho By — V).

Siga os caminhos que
terminam em B,.

1
>

133 |



d)Qual a probabilidade da primeira bola ser branca na certeza que a segunda
é preta?

Solugdo: Observe que essa é uma probabilidade no passado na certeza de um

futuro. Neste caso, devemos utilizar a férmula

P(B; N Py)
PP =— s
De acordo com a arvore, dispomos de
5 3 il
P(Bl N Pz) —Ea :g
5 B8 3 2 2 3 15+6+6 27 3
PP =155 09+ 109~ 90 90 10
Logo,
1
g 10 5
P(B1|P2)ZEZE:> P(31|P2):§-
10

Em alguns casos, é possivel que um evento B ocorra, independentemente de
um evento A ocorrer. Nesse caso, dizemos que os eventos A e B sdo independentes

e P(B|A) = P(B), resultando em P(ANB) = P(B|A).P(A) = P(B).P(A). Consoante ao
P(B)
teorema a seguir.

Teorema 15.3.3.1: Dois eventos A e B sao chamados de independentes se, e
somente se,

P(ANB) = P(A).P(B)

A reciproca desse teorema e sua extensdo a trés ou mais eventos, é evidente.

32 exemplo: Dois atletas de basquete praticam lances livres. Em um unico
lance, o atleta A tem probabilidade de 25% de acertar a cesta, enquanto o atleta
B, mais experiente, tem 75% de probabilidade de acerta-la.

a)Qual a probabilidade de ambos acertarem a cesta?

Solugdo: Admitindo eventos independentes, podemos fazer

iy 3 3
P(ANB) =P(A).P(B) =TT
b)Qual a probabilidade de ao menos um acertar a cesta?
Solucgao:
i 3 3 4+412—3 13
P(AUB) =P(A) +P(B) — P(ANB) — +Z A T T
c) Qual a probabilidade de ninguém acertar a cesta?
Solugao:
13 3 - = 13 3
P(A U B) = 1_E:E ouP(A n B):ZZ:E
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' EXERCICIOS 15.7 |

1)Em uma prova de Matemaéatica realizada em uma sala de aula com 40 alunos,
o professor constatou que 25 alunos acertaram a questao A, 20 alunos acertaram
a questao B e 15 alunos acertaram ambas as questdes. Sorteando ao acaso, um
aluno, qual a probabilidade dele ter errado ambas as questdes?

2)Em um espago amostral, a probabilidade de ocorrer um evento A é 3/5, de
ocorrer um evento B & 1/5 e de ocorrer ambos os eventos é 2/5. Qual a
probabilidade de ndo ocorrer o evento A ou B?

3)Em um baralho comum de 52 cartas, uma carta & extraida aleatoriamente.
Qual a probabilidade da carta:
a) ser um rei de ouro?
b) ser uma dama ou uma carta de copas?
c) nado ser um valete e ndo ser de espadas?
d) ser de paus, na certeza de que ndo é um as?

4)(ESAF) Luis é prisioneiro do temivel imperador Ivan. Ivan coloca Luis a frente
de trés portas e lhe diz: “Atras de uma destas portas encontra-se uma barra de
ouro, atrds de cada uma das outras, um tigre feroz. Eu sei onde cada um deles
esta. Podes escolher uma porta qualquer. Feita tua escolha, abrirei uma das portas,
entre as que ndo escolheste, atrds da qual sei que se encontra um dos tigres, para
que tu mesmo vejas uma das feras. Ai, se quiseres, poderas mudar a tua escolha”.
Luis, entdo, escolhe uma porta e o imperador abre uma das portas ndo-escolhidas
por Luis e lhe mostra um tigre. Luis, apds ver a fera, e aproveitando-se do que
dissera o imperador, muda sua escolha e diz: “"Temivel imperador, ndo quero mais
a porta que escolhi; quero, entre as duas portas que eu ndo havia escolhido, aquela
que ndo abriste”. A probabilidade de que, agora, nessa nova escolha, Luis tenha
escolhido a porta que conduz a barra de ouro € igual a

a)1l/2. b)) 1/3. «¢)2/3. d)2/5. e)l.

5) O resultado de uma pesquisa sobre a preferéncia dos alunos para com duas
disciplinas de um curso, estdo na tabela a sequir.

Disciplina \ sexo Masculino Feminino Total
Inglés 20 15 35
Quimica 15 10 25
Total 35 25 60

Um desses alunos é selecionado ao acaso.
a)Qual a probabilidade de que esse aluno seja do sexo masculino?
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b)Qual a probabilidade de que esse aluno seja do sexo feminino, sabendo
que ele tem preferéncia pela disciplina de Quimica?

6)Uma moeda é langada trés vezes.
a)Construa a drvore das probabilidades.
b)Qual a probabilidade de se obter trés caras?

7) Considere as seguintes situagdes e os seguintes eventos.

Primeiro: Um dado é langado duas vezes.

Evento A: {o resultado do primeiro langamento é impar }. Evento B = {o
resultado do segundo langamento € par}.

Segundo: Uma moeda € langada duas vezes.

Evento A: {o resultado do primeiro langamento é cara }. Evento B = {o
resultado do segundo langamento & cara}.

Terceiro: Duas cartas sao retiradas, sem reposigao, de um baralho.

Evento A: {A primeira carta € um rei}. Evento B = {A segunda carta é de

pausy}.
Indique em qual(is) situagdo(des) os eventos A e B sdo independentes.

8)Uma caixa contém 3 bolas brancas, 2 bolas pretas e 1 bola vermelha. Serdo

retiradas, de modo aleatério, duas bolas da caixa, sucessivamente e sem reposigdo.

a)Qual a probabilidade de a primeira bola ser branca e a segunda ser
vermelha?

b)Qual a probabilidade de que ambas as bolas sejam de mesma cor?

c) Construa a arvore das probabilidades.

d)Qual a probabilidade da primeira bola ser branca na certeza que a segunda
é vermelha?

9)Dois jogadores de futebol A e B, tem aproveitamento de 60% e 40% dos
pénaltis cobrados, respectivamente. Em uma Unica cobranga para cada jogador:
a)Qual a probabilidade de ambos converterem os pénaltis?
b)Qual a probabilidade de ao menos um converter?
c¢) Qual a probabilidade de ninguém converter?

10)Um jogador de futebol tem aproveitamento de 80% dos pénaltis cobrados.
Considerando 3 cobrangas:
a)Calcule a probabilidade dele converter os 3 pénaltis.
b)Calcule a probabilidade dele errar os 3 pé&naltis.
c) Calcule a probabilidade dele converter 1 e errar 2 pénaltis.
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11)(ENEM) O controle de qualidade de uma empresa fabricante de telefones

celulares aponta que a probabilidade de um aparelho de determinado modelo
apresentar defeito de fabricagdo é de 0,2%. Se uma loja acaba de vender 4
aparelhos desse modelo para um cliente, qual € a probabilidade de esse cliente sair
da loja com exatamente dois aparelhos defeituosos?

a) 2.(0,2%)*.

b) 4.(0,2%)*.

c) 6.(0,29)2.(99,8%)2.

d) 4.(0,2%).

e) 6.(0,2%).(99,8%).

12)(UPE) Carlos precisa fazer um teste psicotécnico para ocupar uma vaga em
uma industria de alimentos. O teste consta de 10 questdes do tipo verdadeiro e
falso. Carlos ndo se preparou para este teste e nao sabe responder nenhuma
pergunta, resolvendo chutar todas as questdes. A probabilidade de Carlos acertar 5
questdes &, aproximadamente, de
a) 24% b)) 10% ¢)6% d)50% e)60%
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NUMEROS COMPLEXOS E
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16. NUMEROS COMPLEXOS E POLINOMIOS

Veremos nesta unidade, a histéria e o desenvolvimento da interessante teoria
que envolve os nimeros complexos e sua relagdo com os polindmios. A abordagem
sobre esses contelidos serd restrita apenas a matematica pura, exatamente como
se estuda no ensino médio. Quanto as aplicagdes, incluindo as ciéncias agrarias,
podem ser apreciadas no volume 4 desta colegdo, com o uso concomitante do
calculo diferencial integral.

16.1. Numeros complexos

Historicamente, os nUmeros complexos surgiram quando os matematicos
tentavam encontrar solugdes para a equagao do 30 grau na forma
x3 + px+q = 0.
A férmula resolutiva para esse tipo de equacgdo foi publicada pela primeira vez
no livro “Ars Magna” (1545), do matematico italiano Girclamo Cardano (1501-
1576). Eis a féormula

3 fes 2 3 e
RO

Apobs essa publicagdo e por muitos séculos, a férmula acima ficou relacionada
ao seu nome!*. Entretanto, bem mais importante que a descoberta dessa férmula
para a matematica, foi a ideia proporcionada por ela.

Em algumas equacdes, a féormula apresentava raizes quadradas negativas que

eram inaceitdveis & época. A equacgdo x3 — 15x —4 = 0, por exemplo, tinha a
seguinte solugdo acusada pela férmula

x= V2 +vV—121+V2 —+v—121.

O que se sabia de antemado era que x =4 era solugdo da equacgdo. A partir

dessa informagdo outro matemadtico italiano Bombelli (1526-1572), passou operar
livremente com raizes quadradas negativas e mostrou que

14 Muito embora, o proprio Girolamo Cardano tenha dito que tal formula foi descoberta por Scipione del Ferro (1465-1526).



C+v=T)’ =22 +3.22 VT +3.(V"D) 2+ (VEI) =8+ 12.V"T—6— V=1 =
2+11v—-1=2++v—121.
E que x = 3\/2 + —121+3\/2 —+/—121 apresentada pela férmula é equivalente a

x= 2++—1+ 2—+—1 obtendo assim, a solugdo x = 4 esperada.
A partir da solugdo encontrada por Bombelli, varios matematicos passaram a

utilizar v—1 como unidade imaginaria i, base para o desenvolvimento de toda a

teoria dos numeros complexos que veremos a seguir.

16.1.1. Forma algébrica

A representagdo algébrica de um ndmero complexo é dada por z = x + yi,
onde o numero real x € chamado de parte real de z e 0o nUmero real y de parte

imaginaria. Escreve-se: Re(z) = x e Im(z) = y.

Exemplos:

e zy =3+7i=x=3ey=70uURe(zq) =3elm(zy) =7.

ez, =1—9i=>x =1ley = —9o0uURe(z) =1elm(z)=—9.
e z3 =2—i=>x =2ey =—1o0uRe(z;) =2 elm(z)) = —1.
o Zy = 2L = x = 0ey = 2 ouU Re(zz) = 0 & I'mizy) = 2.

ez = —1=>x=—1ey = 0ou Re(z;) = —1 e Im(z,) = 0.

Na representagdo z = x + yi, a unidade i é chamada de unidade imaginaria

eoseuvaloréi=+v—1oui?=—-1.
Em particular, se y =0 (parte imaginaria nula), temos um nimero real. Se

x =0 (parte real nula), denominamos o nidmero de imaginario puro.

Exemplos:
e z; = —12 = Re(z;) = —12 e Im(z,) = 0 (numero real).

e« z, = —Bi = Re(z,) = 0 e Im(z,) = —5 (imaginéario puro).

Perceba que, de fato, o conjunto dos numeros reais (R) estd contido no
conjunto dos ndmeros complexos (€), conforme anunciamos na unidade 1. Pois, um
numero real é também um ndmero complexo (observe que y =0 torna o numero
real), mas nem todo nimero complexo é um numero real, sdo 0s casos em que y #
0.

Exemplo: Calcule o valor de m para que o niUmero complexo z =5+ (2m — 4)i
seja um numero real.

Solugao: Para que seja um nimero real, a parte imaginaria do complexo precisa ser
nula, ou seja, Im(z) = 0. Desse modo,

2m—4=0=2m=0+4>2m=4 sm=5=>[m=2]
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A unidade imagindria i = v/—1 permite a existéncia da raiz quadrada ou qualquer
raiz par de um ndmero negativo no conjunto dos ndimeros complexos.

Exemplo: Encontre a solugdo de equagdo x2+ 2x +5=0, no conjunto dos

ndimeros complexos.

a=1
Solugdo: x2 +2x+5=0 :{bzz
=5
e 2l
sl e _ —24++=16 -2++=16 _

?

A=22-415 / x= 2.1 2

A=4—-20>A=-16

J4 sabemos que vV—16 nio existe no conjunto dos nimeros reais, vamos representa-
lo no conjunto dos nimeros complexos.

Como =16 = m s \/ﬁm =4+/=1 e V=1 = i, podemos escrever:
V=16 como 4i e dessa forma, a equagdo passa a apresentar as seguintes solucdes

—2 +v—16 —2 i —1.+ 2 . ’ ;
5 = 5 _{_1_21,:Solugao.{—l—l—Zz,—l—Zl}.

Os valores de x = —1+ 2i ou x = —1 — 2i, satisfazem a equacgio x2 + 2x + 5 = 0.

x =

Faremos o teste para x = —1 + 2i, ficando o teste da outra solu¢do como exercicio.

(=l 42D % b 2 (=1 ok 280 o5 =1 82 (=102 | =4 —2+4i+5=0.

Z *

l-2
——
x -1

Lembre-se sempre que: i =,/(—1) e i*= —1.

16.1.2. Igualdade de nimeros complexos

Definicdo 16.1.2.1: Dois nimeros complexos sdo iguais se, e somente se, as
partes reais e as partes imaginarias sdo respectivamente iguais.

Sendoz, = a+ hiez, = c+ di > 7z, =z, <[E=cle[b=d]

16.1.3. Soma e subtragio de nimeros complexos na forma
algébrica

Na soma ou subtragdo de nimeros complexos, operamos separadamente, as
partes reais e as imaginarias.
Exemplo: Sendo z;, = —2 + 1lie z, = 7 — 4i, temos
z+2; =—2 + 11i+ 7 — 4t =[5 + 71}
Zi—723=—2 + 11i—(7— 4D =—2 + 11i—7+ 4i =

20 exemplo: Considere os nimeros complexos z; = 1— 2i, z, = 5i e z3 =
—2 +1i, calcule.

a) zy +z, —z3
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Solugao: z, +z, —z;=1— 2i+5i—(—2 + i) =14+3i+2—i= 3+2i|.
b) zy —z, — 5.2
Solugao:

Z3—z,—5.zy=—2 + i—5i—5(1— 2i)=—2—4i—5+10i =[—7 + 6i].

3° exemplo: Determine o niumero complexo z na equagdo z — 4 + 5i = —3 - i.

Solugdo: z — 4 + 5i = —3-i=> z=—-3—i+4—5 = [z=1—6i|

16.1.4. Multiplicacdo de nimeros complexos na forma algébrica

Na multiplicagdo de ndmeros complexos, aplica-se inicialmente a propriedade
distributiva e, posteriormente, a contabilizagdo dos termos semelhantes.

—
Exemplo: (-1 —50.(4 — 20 = —1.4—1.(—20) —5.4i +10. ?

|I—* f -1
= —4+4+2i{—20i —10 =|—14 — 18i|.

20 exemplo: (2 —30).(1+ i)
Solugao:

Primeiro, (1+D? =14+ D.(1+1i) = 1+i+i+ﬁ =1+ 2i —1 = 2i.
—1

Assim: (2 — 3i).(1 + ? =(2 —3i). 2i = 4i—6._ij =[6 + 4i].

2i o

3° exemplo: Considere os nimeros complexos z;, = 1— i, z, = 14+i e z3 =
2i e calcule.

Q) z1.25-73

Solugao:
- i).(1+i).2i=(1+i—i—jj).2i=(1+1).2i =[4i].
-,
b) z,2.z,
Solugao:

- i)z.(1+i)=(1—2.1.i+ﬁ).(1+i)=—2t.(1+1)= —2i—2ﬁ=.

=l =1

c) zz°
Solugao:
28,21 2i.21
(2.0° = (2.0)-€2.0.(2.D.(2.0).(2.)) =4. {2 .4. i%.2i = [16i].

5 vezes =1 -1
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16.1.5. Poténcias da unidade imaginaria i

Para calcular poténcias como (", utilizamos as mesmas propriedades de
poténcias de um numero real.

Exemplo: Calcule:

a) %"
Solucgao:
-1 -1 -1 -1
/. A By Bh
10 = pa At dda bl 2.7 . B = .
10 vezes (-1).(-1) (—1).(—1)
b) i

Solugdo: No exemplo anterior, vimos que i* = i2.i? = (—1).(—1) = 1. Dessa forma,
podemos agrupar a sequéncia de i na multiplicacdo de quatro em quatro. Da seguinte

maneira:
b i il

P = LT bl Bl alel P = =1,

14 vezes

De uma forma geral, como i* é elemento neutro da multiplicacdo nas poténcias
de i, entdo a poténcia i™ tem como resultado o mesmo valor de i elevado ao resto

da divisdo de n por 4. Veja a solucdo dos proximos itens.

C) ilOl
Solugdo: 101| 4 \> SAIBA MAIS!
Resto—1 25 L .
) T 4 ) E prdtico memorizar ;que:
Assim: i =i =I. e 40
® il =i
d) 1085 & e
Solucdo: 1035[4 e P=—i
® id' =:"]
Resto — 3 258
Assim: 1935 = 3 = 2. { = —i. | 4
e) j5148 _ ;5149 | ;5150 _ ;5147

Solugao: 5148\4_
Resto — 0 1287
Como 5148 dividido por 4 tem resto zero, significa que o resto de 5149 por 4 é 1, o
resto de 5150 é 2, e oresto de 5147, ao ser dividido por 4, é 3. Substituindo, encontramos:

i5148 . l'514—9 s iSlSO . i5147 = iO sneix il g l'2 e i3 =1=dgs=1 = (—l) = 0.
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I EXERCICIOS 16.1 |

1) Calcule o valor de a para que o numero complexo z = (a?—16)+i seja

imaginario puro.

2) Encontre a solugdo de equagdo x2+1=0, no conjunto dos nldmeros
complexos.

3) Encontre a solugdo de equagdo x?+2x+ 2 =0, no conjunto dos nimeros
complexos.

4) Considere os niumeros complexos z; = 7— i,z;, = 1—5iez; = i e calcule:
a) 7z, +z3 C) 2z + 2.2, +11.24
b) z, —z, d) 2.z, —z, —z3
5) Considere os nimeros complexos z; = 1— 2i, z, = 1+2iezz; =—1+ie
calcule.
a) Z1.73.73 b) z2. z,2 c) (z3)*

6) Calcule os produtos:

a)(1—50.(1+50) b) (7 — 50).(1 + 20)? €) (3 —D3.(3+ 1)
7) Calcule as poténcias: c) %"

a) i’ Y FRBIEee

b) #°

8) Qual o valor das expressdes:
a) i3000_ i3001 + i3002 _ i3003 C) 1.10_ i—7 " i133. i—132

by 7 — *® 4 3% — 502 d) i+ i+ 5., + i%°

9) (UEFS) Sem—1 + ni = (3+1i).(1+ 3i), entdo m e n sdo respectivamente:
a)lel0 b)5el0 c¢c)7e9 d)5e9 e)0 e -9

10) (FESP/UPE) Seja z =1+1i, onde { é a unidade imaginaria. Podemos afirmar

8

que z® & igual a:

a) 16 b)161 c)32 d)32i e)32 + 16i

11) (UNEB) Se i € a unidade imagindria, entdo i25 + 3% — {198 4 {, {50 & igual a:
a) -1 —i by—1 + i o)l —i d)1 +i e)o
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16.1.6. Divisdao de numeros complexos na forma algébrica

Vamos dividir o niUmero complexo a + bi por ¢ +di. O resultado dessa divisdo

é outro numero complexo z = x + yi, tal que
a + bi
c+di

xc+xdi+yci+ydlj =a+bi= xc—yd+i(xd+yc)=a+bi=
— a b
Montando o sistema e resolvendo-o0, encontramos:

2
[xc —yd=a X (g) s ﬂ_yc= %

=x +yi = (x + yi).(c+di)=a+bi

d
xd+yc=b xd tyc=b

(cz +d2) ac + bd ac + bd
X =

=[x = ———|
d c2 + d?

bc —ad
)c—ydza = ly= C‘Z—l-—dz

d =

xc—ydza:> C2-|——(12

Dessa maneira, a divisdo de a + bi por ¢ + di é:
ac+bd+ . (bc—ad)
c?+d? . c?+d?)
Podemos reescrever esse resultado como:
ac + bd + i(bc — ad) ac — adi + bci — bdi? a+bi (c—di)

(ac + bd

cZ +d2 T2 —cditedi—d?iZ | c+di (c—db)
2 - - e a+bi .
Ou seja, basta multiplicar o dividendo e o divisor de odi por ¢ — di.

Denominamos ¢ —di de conjugado do numero complexo ¢+ di e vice-versa,
conforme a definicao a seguir.

Definicdo 16.1.6.1 (conjugado de um complexo): Dado um numero
complexo z = x + yi, chama-se conjugado de z, o niumero complexo x— yi e

indicamos por z.
Exemplos:
e z = 11 + 13i, o conjugado é z = 11— 13i;

e z = —1—1i,0conjugado éz = —1+ i;
O conjugado de um numero
e ZzZ = Si, [o) Conjugado ez = —Si; complexo é o mesmo numero complexo
com o sinal trocado na parte imaginaria.

e z = 2,0 conjugado é z = 2.

Com base nessas informacdes, podemos calcular a divisdo entre dois nimeros
complexos, multiplicando o dividendo e o divisor pelo conjugado do divisor:

Z1 Z1 Z3

Zy, Zp Zp
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Observe ainda que z.Z resulta em um ndmero real ndo negativo:
zzZ=(x + yi).(x— y) =x? —xyi + yix —y? 2 = x* + y2.
il
Essencialmente, multiplicar o dividendo e o divisor pelo conjugado do divisor
consiste em transformar a divisdo entre dois nimeros complexos em uma divisdo
de um ndmero complexo por um numero real ndo negativo.

Exemplo: Vamos calcular ﬂ
12—-5i
Solucgao: Multiplicando o dividendo e o divisor pelo conjugado do divisor, dispomos
de
26— 13i 26—130i (12+5i) 312+ 130i— 156 —65i2
IZ—58  12—5i (124560 122 — (50)2 -
377 —261 377 —26i 377 261 29 2i
144+ 25 169 169 169 |13 13|
4-3i

20 exemplo: Vamos calcular

14+2i

Solucgao: Multiplicando o dividendo e o divisor pelo conjugado do divisor (1 — 2i),
encontramos

4—-3i (1-2i) 4 —8i —3i+ 6i° _—2—11 [|=2 11i
1+2i  (1-20) 12 — 42 - 5 |5 5
) 1 1+4i
39 exemplo: Escreva na forma z = x + yi o ndmero complexo FET ey
[ [
Solucgao:

Resolvendo a primeira divisdo:

1 1 (l—iy  1—i |[|1—i
1+i 14i (1—1) 1% — % 2
Resolvendo a segunda diviséo:
1+4i  1+4i (=3i)) -3i—12i* ([12-3i
£ 1) 3i (=30 —9i* 9

Substituindo na expressdo inicial, temos

1t 12—=81 H9—-9—24461 —AE—81 |5 I

2 5 18 18 "6 6
QOutra solugdo seria operar livremente a expressao inicial:
1 1+ 4i 3i— (1 +4).(1+i) 3i—(1+i+4i+4i?)
T+i 3¢ CL+1). B = 3+ 3i2 i
3i —(—3+5i) 3i+3-—5i 3—2i
Bl = S—8 B+
3—2i (—=3-—-3i) —-9—9i+6i+6i° —15-—3i 5 i
B+80(—3—3) (32 _—(@h2 18 | 6 8
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EXERCICIOS 16.2

1) Calcule as divisdes entre os niUmeros complexos a seguir.

a)l_l: d)ﬂ

1+ 1— i

5—3i 1 1
Ry eFe T ik

1+ 28 1 1 1 1
e DT+ +Fm

2) Sabendo que z = iti , calcule o seu conjugado.

1

1
3) Calcule re + TTo-

4) (UNESP-SP) Sez = (2 + i)-(1 + i)-i, o conjugado de z, sera dado por

a) -3-i. Db)1-3i. ¢)3-i. d)-3 + i. e)3 + i

_|_

. _ 1 1
5) (UEPB-PB) O nimero complexo z = T—i T 173

ayl b)i —1 Al +i d)i e)l —i

6) (UNESP-SP) Considere o numero complexo z = i, onde i é a
imagindria. O valor de z* +z3 +z2 +z +% é:

a)—1 b)0 o)1 d)i e)—i

20

. 4 @
7) (UFC-CE) O valor do numero complexo (1+ i27)

a)l b)i c)—i d)—1 e)2?°

{100 i17)100001
?

8) Qual o valor de (

j44 4 {75

9) Resolva a equagdo 2z —z = 11L+2;, onde Z é o conjugado de z.

10) Indique para que valores naturais de n, o ndmero complexo (1 T
[

ndmero real.

pode ser escrito como:

unidade

n
)éum
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16.1.7. Representaciao geométrica de um niamero complexo

Todo nimero complexo z = x + yi pode ser representado geometricamente
por um ponto Z(x,y) em um plano, em que Re(z) = xe Im(z) = y.

Semelhante ao plano cartesiano, o plano denominado de Argand-Gauss, em
homenagem aos matematicos Jean Argand (1768-1822) e Carl F. Gauss (1777-
1855), precursores nos estudos com ndmeros complexos em um plano, apresenta
o eixo real Re(2z) = x na horizontal e o eixo imaginario Im(z) = y na vertical,

conforme a figura a seguir.

A I'm_ (eixo imaginario)
----- ‘Z
9 Re (e;(o real)
Exemplos de representacgao:
e z, =4+5i = 2,(4,5) e z,=—-3—i =2z,(—3,—1)
o z, =—1+2i = z,(—1,2) e z5 =—5i = z5(0,—5)
o 7z =2—2i = z3(2,—-2) e 7o =2 = zg(2, 0)

A representagao desses numeros complexos esta no grafico a seguir.

A Im

N
[N

FY S N R - S

=
&

Observagéo: (0,0) equivaleaz = 0 + 0i.
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16.1.8. Médulo e forma trigonométrica de um niamero complexo

Definigdo 16.1.8.1: Seja um numero complexo z = x + yi. Indicamos por

|z| (0 médulo de z), a expressdo |z| = i/x% + yZ2.
A
; R . . Im
Geometricamente, |z| € a distancia de z a |z| = V22 + &2
origem do plano Argand-Gauss. o ”
Com efeito, a distdncia de z a origem calculada 2| !
pelo teorema de Pitagoras no tridngulo retangulo da '
a 1
figura 16.1.8.1 é 3 =
€ Re
Vx—0)2 + (y—0)2 =+/x2 + y2.
Figura 16.1.8.1

No mesmo tridngulo da figura, podemos aplicar as razdes trigonométricas:

x

cosa =1 =[x =Trl-cosal]
|z
y

sena = 2. = [y =TT senal]

Substituindo x e y na forma algébrica z = x + yi, obtemos

z = |z|.cosa + |z|.senai = z = |z|.(cosa + i.sena).

Esta forma z = |z|.(cosa + i.sena) é chamada de forma trigonométrica de

Zze o angulo a (0 < a < 2n) de argumento de z.

1° exemplo: Calcule o médulo dos nimeros complexos a seguir e represente-
0s no plano de Argand-Gauss.
a) z =3+ i
Solugao:

x =383ey =1 = |zil= %% + y? =

|z, = V32 + 12=+9 F 1= |z,| =10

A representacido desse nimero complexo no plano esta na figura 16.1.8.2.

b) z,=1—221i

Solucgdo:
x=1ley=—2VZ = |z| = 12 + (-2v2)" =

zl = VI + 42 = |z|=vV9 = |z| =3.

A representaciao desse numero complexo no plano esta na figura 16.1.8.3.
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Im
Im
1
|
7 0 ! Re
1= = = :/:— - :
|z1] = V10 1 | '
i |z2| 53 i
1 - i
0 3 Re V2282 |---3
Figura 16.1.8.2 Figura 16.1.8.3

2° exemplo: Escreva os numeros complexos a seguir na forma trigonomeétrica
e represente-o0s no plano de Argand-Gauss.
a) zy=1—1i

Solugdo: |z| = /12 + (— 1)2—\/1+1—\/—

Y
sena = S~

[z] \/7 \/E 2

Desconsiderando o sinal, o arco correspondente no primeiro quadrante é 45°. Como
o0 seno é negativo e o cosseno é positivo, o arco a esta no 42 quadrante. Fazendo o inverso

da reducdo ao primeiro quadrante (ver se¢ao 11.5 - volume 2), encontramos a = 360° —

45° = 315°, 0 que equivale a:

Im
18090 B r———— T rad
3150 =TTy a=T
315m 71 1
= 180x=3157trad:x:180 = x:Trad. \\ : Re
2l =v2
A forma trigonométrica é, portanto, '
z; = |z1|.(cosa + i.sena) = i
71T 71T —1f--===----- ;
zy = \/z(cosr + i.senT>.

b) z, = —V/3+i
Solucdo: |z,|= [(—V/3)" +12=+3+1=2.
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T
Os moédulos de seno e cosseno referem-se ao arco de iy (30°). Como a esta no 22

quadrante (veja que o cosseno é negativo e o seno é positivo), vamos fazer o inverso da
reduc¢io ao primeiro quadrante:

Im
a5
a=7T——=—,
6 6
Desse modo, a forma trigonométrica de z, é oo 1
1
zz = |zz|.(cosa + i.sena) = E _5n
bolzl =2 1— 6
594 . St '
Zy = 2.(605? & l.sen?)_ -3 " Ho

c) z3=23i

Solugéao: Im
|zy] = V02 432 =9 =23, )
cosa—@—g—o. .
3 = |zs| = 3
seng =—=—=—=1.
lzal 3 o
T ] T \ 2
Zg = 3.(6055 + L.senE). [} Re

3° exemplo: Escreva os seguintes numeros complexos na forma algébrica.

a)z, = 6. (COSZTT[ + i.senZTT[)

Solugao: Para transformar a forma trigonométrica em algébrica, basta substituir os

valores de cosseno e seno do argumento e eliminar os parénteses.

27
Como a = = (ou 120°) esta no Il quadrante, o seno é positivo e o cosseno é negativo

e possui os mesmos valores, em mdédulo, do arco de 180° — 120° = 60°. Assim,

%oy, 1 2my V3
COS(3)— 26567’1(3)— ]

2 2 -1 V3
Zi = 6.(Cos?7r + i.sen?n) =6.(7+ i'T 2|Z1 =—3+3\/§i|.

b)z, = 10.(cos T+ i.senm)

Solugdo: z, = 10.(cosm + i.senm) = 10.(—=1+ i.0) = H
Propriedades dos médulos de um nimero complexo:

¢ Propriedade 1: ||Z| = |z| = 0|.
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z=x+yi:>|z|=\/xz-|-y220
Demonstragdo:
x—yi = lzl= [ + (=)’ = [ T 77|20

Z =

¢ Propriedade 2: .

=x tylez =x—yi

Demonstragdo: Sendo z =
z.Z=(x + yD).(x— yi) = x* + xyi —xyi —y*i* = x"+y® = |z|*
(V= +57)

¢ Propriedade 3: ||Zl.Z2| = [z4]: IZzll.
Demonstracdo: |z;.z;|% = (21.23).(Z1.22) = (2,.22).(Z.22)= 2,.Z1 .Z3. %3
o
|zl |z2|

Z
|Z—1 = I21] (com z, # 0).
|z2]

Zzl

¢ Propriedade 4:

(3
R T— —
lz1 Zzzl  lz1llzz] |zl

[zz]|zz] [zz]|Zz2] |Zz|-

Zy1 %z
A

Z1.7Z2| _
Z3 Zp . Zp

2
|22]

¢ Propriedade 5: ||z|" = |[z"||(Paratodonsez+ 0oun>0se z = 0).

=lzl-1zl.Iz]...|z| =|=z|™.

nvezes

Demonstragdo:

ZoTiZiZ i Z
n vezes

Demonstracdo:|z"| =

19 exemplo: Dados:z; = 3 + 4i e z, = 12 — 5i, calcule |z;.z;].

Solugao:
z1.2; = (3 + 4i).(12 — 5i) = 36 — 150 +48i — 20i%? = [z,.z, = 56 + 33i]

|zy.22] = /562 + 332 =+/3136 + 1089 =V4225 =65 =/[[z;.22] = 65|

Outra solugdo: Aplicando a propriedade (3), podemos fazer
|z1] = V32 + 42 =v9 + 16 =v25 =5 = |z;| =5.

|zz] = V122 + 52 = V144 + 25 =169 =13 = |z,| = 13.

lzyczs| = |z1].|22] = 513 =65 =||z,.22] = 65}

20 exemplo: Calcule m em z =1+ (m — 1)i, sabendo que |z|.|z| = 2.

Solucgao: Pela propriedade (3), podemos escrever

=2 =zI?=2 =|z| = V2|
|z]%

lz]. |12l = 2 =
lzl= V12 + (m— D2 =J1+m2—2.m+1=ym2—-2.m+2=v2

Assim,
2 e 2 _ . m=90 o
m2—2.m+2=2=>m?>—2.m=0 = m.(m—2)=0 :>{m_2 =8 = {0,2]).
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EXERCICIOS 16.3 |

1) Dados: z; = 6 —8i e z, = 12+ 16i e z3 = —i calcule as expressdes a seguir

utilizando as propriedades quando conveniente.

Z1.Z
a) |z1.z2| o) |Zl Z3
2- Z3
o) [ 2L d) | 8
2 7y + z; + 825

2) Calcule a em z = (a — 2) + 3i, sabendo que z.z = 25.
3) Sabendo que z =1 +i, calcule |z1°].

4) Calcule os argumentos de:

a)z = —/2 — V2i b) z = —5+5i

5) Escreva na forma trigonométrica os seguintes nimeros complexos:
a)z = 3— 3V3i c) z = i?7
b))z = —7+7i d)z =29

6) (VUNESP) Seja o niumero complexo z = 10 + 10i, no qual i =+/—1. A forma

trigonométrica que representa este niumero é

a)z = 10. (cos + i senz )
b)z = 10. (cos— + i.sen—)
c)z = 10+/10. (Cos + i senz)
dyz = 10V2. (cos2 + i senz)
e)z = 10V2. (cos% + i.senz)
7) (UEL) Seja z um numero complexo de mddulo 2 e argumento principal 1209°.

O conjugado de z é:

a)2—2V3i b) 24+ 2V3i <) -1 —+3i d) -1+ +V3i e)l+ V3i

8) (UNIRIO) Sejam Z, e Z, numeros complexos representados pelos seus afixos

na figura. Ent3o, o produto de Z, pelo conjugado de Z, é:

a) 19 + 10i 1y
b)11 + 17i z

L @
c) 10 !
d)—19 + 17i le,__ 3 i
e)—19 + 7i : :
21 [0 a4

x
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16.1.9. Multiplicacao e divisao de naumeros complexos na forma
trigonométrica

Neste tépico, vamos demonstrar e exemplificar o produto e a divisdo entre dois
numeros complexos na forma trigonométrica.
Dados z; = |z1|.(cosa + i.sena) e z, = |z,|.(cos@ + i.senB), temos
zy.25 = |z1|.(cosa + i.sena).|z,|.(cos@ + i.sen@)

Z1.2p = |z1|.|2z3|. (cosa.cos@ + cosa.i.senf + i.sena.cosO + i’.sena.sen0)

z1.25 = |z1]|.|122]. (cosa. cosO — sena.senf +i.(cosa.senf + sena. cosQ)) =
cos(a+6) sen(a+0)

21.25 = |z1|.|2z2|[cos(a + 60) + isen(a + 6)]

Portanto, o produto de dois niumeros complexos na forma trigonomeétrica é
dado pelo produto dos modulos e o seu argumento € a soma dos argumentos
individuais.

De forma analoga, usando o recurso do conjugado na divisdo e o arco da
diferenca, demonstra-se que

z z
== |24 [cos(a —0) +isen(a —8)].
z; |zl

A divisdo de dois numeros complexos na forma trigonométrica € dada pela
divisdo dos mdodulos e o seu argumento pela diferenca dos argumentos individuais.

Exemplo: Sendo z; = 4.(cos% + i.%) ez, = 2.(cos% + i.%), temos

2423 = |z |. |2z | (cos(a +8) +isen(a+ ) =42 [COS (g+%) +isen (g+%)] =

8. [cos (g) + isen (g)] =8.(0+i.1)= .

j—: = :2: [cos(a —8) +isen(a —6)] =;[cos (g— %) +isen (% —%)]
j—:=2.[cos(g)+isen(g)] o 2.(%+ i.?}z i—: =1+iV3|
2° exemplo: Sendoz; = 2.(005% + i.%), zZ; = 8.(Cos% + i.g) e zz =
(COSZn_O + i.%), temos

Z1.22:23 = |24 |. 22| | 23| [cos(@+8 + B) +isen(a+8+ B)] =

2.8.1 [cos(% +% == %) S isen(% +% <= ;—0)] =16 [cos (g) sk Iisen (g)] - .
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16.1.10. Potenciacdo de niumeros complexos na forma
trigonométrica

= |z|.(cosa + i.sena), podemos aplicar reiteradamente a férmula do

Sendo z =

produto para calcular z" comn >0 (n € Z), o que nos da
z™" = |z|.|z|.|z|.|z]|. ...|z| .(cos (a+a+a..+a) + i.sen(at+a+a..+a)=
nvezes nvezes

nvezes

z" = |z|™. [cos(n.a) + isen(n.a)].

Essa formula é conhecida como 12 férmula de Moivre, em homenagem ao

matematico Abrahan De Moivre (1667-1754).
Agora, vamos demonstrar que ela é valida também para n <0 (expoente

negativo). Fazendo n = —m na formula, obtemos
z"™ = |z|7™. (cos(—m. a) + isen(—m.a))

z"™ = |z|7™.(cos(0 —m.a) + isen(0 —m.a))

1
AL % (cos(0 —m.a) + isen(0 —m.a)).
igualdade é equivalente a divisdo entre os dois numeros

Essa ultima
m 1 z 3 I
=—-equea formula é valida

complexos: z; =1 e z, = z™, demonstrando que z~
para n < 0.

10
1° exemplo: Vamos calcular (-v3 + i) .
Solugdo: Calcular essa poténcia na forma algébrica é trabalhoso e, portanto, nido

indicado. Vamos escrever o nimero —v3 + i naforma trigonométrica.

=T + 1 =2l = (VB +1= ETE == [F=3]

=l B 5nt
a=— (ou 150°).

2

| =

cosa = |

N

_ 3 5T[+. B
z = .(cos6 l.sen6 )|

|

. _ 4
sena = >

N

Pela 12 féormula de Moivre, temos

n n
10.5m 10.5m 257 25T
(-V3 + i)lo = 210.| cos + L.sen— = 1024-.(cos + i.sen ) =
25T 25T
(—\/§ + i)lo = 1024.(COS + i.sen )

Como,
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_251‘[_241'[—0—1'[_ 8 +T[
e=2"=""0To e .

—
4 voltas

Concluimos que

i s s V3
(-v3 + 0" =1024.(cosz + Lsenz) = 1024'(E+ i.T) —[512 + 512V3i]

2% exemplo: Sendo z = 3.(cos% + i.sen%), calcule.

a) 720
Solugao:
i i
20 11 20.m
720 =320 | oy + i.sen = 320, cos4mn + i.sendn | = 320,
5 5 = -
b) z°
Solugao:
n n
- =
IS . 5.1
z°> = 3% | cos— + i.sen—— | = 3°.( cosmt + i.senm | = —3°.
5 5 e s

30.(cos57° + i.sen57°)
6.(cos12° + i.seni12°) ’

32 exemplo: Calcule

Solugao: A primeira vista, parece nio haver solucdo sem o uso de uma tabela
trigonométrica (ou calculadora). No entanto, aplicando a fé6rmula da divisdo, obtemos

30.(cosbh7° + i.sen57°)

A osl? & Leenie) 5.(cos(57° — 12°) + i.sen(57° —12°)) =

52 . By2
5.(cos45° + i.sen45°) = T_'_Ti'

| EXERCICIOS 16.4 ||

1) Calcule e dé o resultado na forma algébrica.

a) [5. (cos15° + i.senlS”)]. [4. (cos120° + i seanO")]
b) [12. (cos30° + i.senBO”)]. [5. (co5300° + i sen300”)]

s+ o] o + )
¢) [L-(cosg + Lseng) 2. coss, + Lsenz, ]

2.(cos150° + i.5en150°)
4.(c0590°+ i.5en907)

35.(cos135°+ i.senl135°)
7.(co590°+ i.sen90°)

9.(cos128°+ i.sen128°)
3.(cos38°+ i.sen387)

)
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2.(cos6® + i.sen6), calcule os valores a seguir e responda na

2) Dados z =
forma algébrica
a)z5 b) 7100 C) 710
3) Calcule e dé o resultado na forma algébrica:
a) (-1— D2 A(1+)7®
Nt 100
b) (- 23 — 2i) d)(%_gi)

4) (UFC) Ao dividir 1 —+/3i por -1 + i, obtém-se um complexo de argumento

igual a:
4 57T 7T 3n 117
a) 4 ) 12 &) 12 ) 4 &) 12
5) (UNESP-SP) Considere o numero complexo z = cos% + i.sen%. O valor de

z3 + z° + 212
1 /3
a)y— i by=+—i o©i-2 d)i e)2i
2 2
6) (PUC-SP) Seja z o conjugado do complexo 1 —i. A poténcia z'? & igual a:
ay—64—1({ b)—-644+i <cc)—32—-1 d)—324+i e)—64

7) (FEI) O mdédulo do nimero complexo (1 + i)73 é:
V2
a)vZ b)1 ¢ -3 ), @0
. 3,1, 1" .
8) (CESGRANRIO) O menor inteiro n > 0, de modo que [74_51] seja real
positivo, é:
a)2 b)3 c)4 d)8 e)l2
9) (FUVEST) Dado o ndamero complexo z = V3 +i qual € o menor valor do
inteiro n = 1 para o qual z™ € um ndmero real?
a) 2 b)4 c)6 d)8 e)10

10
10) (VUNESP) A expressao (@+g1) , onde i é a unidade imaginédria dos

complexos, é igual a:
VZ o VZ, VZ

AT b

[\

vz
72i c)— JZE JZE d)—g—gi e)1
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16.1.11. Radiciacao de numeros complexos na forma
trigonométrica

A idealizacdo dessa subsecdo é encontrar as raizes enésimas de um numero
complexo zZ. Em outros termos, calcular T{/E paran>1(n €Z).

Escrevendo z = |z|.(cosa + i.sena) e suas raizes como

R = |R|.(cosO + i.sen®B).
Vemos que
R="%z = R*=2z = [|R|.(cos@ + i.sen@)|" = z.
E de acordo com a 1@ formula de Moivre, que
|R|".(cos(n9) + i.sen(n@)) = |z|.(cosa + i.sena).

NUumeros complexos iguais possuem maodulos iguais e argumentos congruentes

(em mais de uma volta). Fazendo k (inteiro), o niUmero de voltas, temos que

n6 = a+ k2w =|0 = ZEZT) o g = 7] S [1R = V|

Substituindo em R =|R|.(cosf + i.senf), concluimos a férmula:

a+ k. 2w a+ k.2
Rl |z|.[cos (T) + i.sen (T)]

Que é conhecida como 22 féormula de Moivre.

E interessante observar que ao utilizar k= 0 nessa féormula, obtemos o

at+0.2n _ «
n n

2 ;
e para k =n, obtemos 6 =M=%+ 21, que é o

argumento 6 =
n

[24
mesmo argumento — com uma volta, inferindo que a partirde k = n— 1, as raizes
n

irdo se repetir. Como os n valores: 0,1,2,3,4,...,n —1 geram n argumentos
n valores

distintos no intervalo [0, 2], concluimos que a raiz enésima de um complexo (TVE)

possui exatamente n raizes complexas distintas.

1° exemplo: Calcular 3\/T

Solugdo: No primeiro momento o leitor ird pensar que o niumero 1 é a Gnica raiz
cubica. Isso é verdade para a solucdao no conjunto dos nameros reais (R). Entretanto, no
conjunto dos nimeros complexos (C€), conforme ja anunciado, sdo 3 raizes complexas e
distintas. Vamos aos cdlculos.

Escrevendo z = 1 na forma trigonométrica, temos z = (cosO + i.sen0) = a = 0.

Aplicando a 22 férmula de Moivre

e k. 217 - k. 2
Ry = 4/ |2]s [cos (T) + i.sen (—)]

n
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NUMEROS COMPLEXOS E POLINOMIOS

04k 2 0+ k.2
R; = V1. [cos (Tn) + i.sen (Tn)]

k.2 k. 2m
R = 1. [cos( 3 ) + i.sen(T)].

Ro = 1.[cos(0) + i.sen(0)] = .

Para k

I
=]
{

Parak = 1 =

Patdk = 1 = Ry =2,

» 1[ (27r)+_ (Zn)] " 1+_ 3 " +_\/§
= 1. —_ : —]| = =1.|—= —_—l = = —= —l
i cos | — L.sen|— 1 5t L5 1 5+ I3
Parak = 2 =
% § [ 41 b 4m ] e o R 1. 3
=k -— : —I| = = —=— = =—=— [L.—|
2 cos(g) 15671(3) 2 [.— 2 5~ L
Z
Calcule e veja que além de 1, (——+ L "?) =1le (—7— L?) =1.
29 exemplo: Calcular Yt — 8vV3i.
Solugao:
lz] = J(—S)Z + (=8V3)2 =64 + 192 =V256 =16 = [|z] = 16|
B =8 1 -
RS 15 B & =— (0u 240°).
Senazlz_‘/_:_ﬁ_ B dm  4m
|z| 16 2 z= 16. (cos? + L.sen?).
Aplicando a 22 fé6rmula de Moivre
a+k.2m @+ k.2
R, = "wflzl.[cos (—) + i.sen (T)]
41T
—+k 20 -+ k.27
s ; 8
Ry = Vi [cos 3 + i.sen x
41r—|— k.6m ) 411:+ k.6m
Ry = [cos( )+ l.sen( )]
277:+ k.3m i 20 k 3
R, = [ ( )+ i.sen ( )]
Parak =0 = R; =2. [cos( )+ Lsen(3) —2 [ + L‘/ﬂ =|Ry = 1 ++/3il.

Parak = 2 = R, = 2.|cos (4Tc)+ Lsen(—) = 2. [—+ L_‘/§

Parak = 3 = Ry = 2. cos(11“)+ i sen(lln)] = 2. [J_+ {.— =1

[
[

cos () + isen ()] =2 [ B+ 0] =B 14
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Quanto a interpretagdao geométrica no plano de Argand-Gauss, as n raizes de

um numero complexo estdo sempre uniformemente espacadas entre si e

equidistantes a origem do plano. Isso hos permite representa-las como vértices de

um poligono regular de n lados inscrito em uma circunferéncia.

A demonstragdo desse fato pode ser observado pela sequéncia dos argumentos

na 22 féormula de Moivre. Veja:

k.2 k.2
Ry ="V lz|. [cos (y) + i.sen (u)]

Para k = 0,1,2,3,4,...,n — 1, temos
a o 4T a 61
(—,—+ +—,—+—,...).
n'n n'n n

Essa sequéncia é

2T «

—_—
n n

uma progressao

" £ L 2T a i
aritmética de razao — e 1° termo —. Assim, as
n n

raizes complexas estdo igualmente espacadas.
Além disso, a distadncia de cada raiz a origem
equivale ao mesmo valorr = |z| (verifiquel),
representando vértices de um poligono regular

de n lados inscrito em uma circunferéncia.

Veja a representacao do 1° e 20 exemplo, nas figuras 16.1.11.2

respectivamente:

n

Figura 16.1.11.1

1° exemplo: V/8

Im 2° exemplo|

T r9n°
5 (909

V3 +i &

= WY

—1-+/3i

Re

Figura 16.1.11.2

30 exemplo: Calcule /3 + 4i.

Figura 16.1.11.3

Solugdo: |z| = V32 + 2 =V9 +16=V25=5 = [|z] =5]
k] 3

cosag =—===20,6
lzl 5 volume, vemos que a = 53°
b% 4

S e 0,8. [z = 5.(cos53°+ i.sen53°)).

a+k.2m
Re =%zl [COS (—) + i.sen(
n
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Consultando a tabela trigonomeétrica no final deste



NUMEROS COMPLEXOS E POLINOMIOS

53° 4 #.360° 53° + k.360°
o [ B (B et

Parak = 0 = R, = V5. [cos(26,5°) + i.sen(26,5°)].
Consultando a tabela trigonométrica (ou utilizando uma calculadora cientifica), a
primeira raiz é
Ry = V5.[c0s(26,5%) + i.sen(26,5°)] = 2;2_3 0,9+ i.045] =2+ i =[Ro =2+ i]
5
Asegundaraizé (k= 1) =

R, =V5.[c05(206,5°) + i.s5en(206,5°)] = .
Uma solucao alternativa para esse exemplo, pode ser encontrada utilizando a
defini¢do. Supondo z = x + yi. Entdo,

2

z> = x® 4+ 2xyi + ¥y = 2° =(x?—y2) +2xyi =2 (x2—y)+2xyi=3+4i=>

x2 —yz =3 = = == = &5 3 Esse método utilizando a definigdo, néo €
2xy =4 A= LYe= = Vv " indicado para uma raiz enésima maior que 2,
devido a complexidade das equagdes geradas.

Substituindo na 12 equacéo, obtemos
z

] c1sx=2 _([R=2T]

Z) —y2=3 25y+4+3y2—4=0 > y,, =

lg) — == A
EXERCICIOS 16.5

1) Calcule a raiz cubica de 8.

2) Calcule a raiz quarta de 1.
3) Calcule a raiz cubica de 1 + i.

4) Calcule a raiz quadrada de 1 + +/3i.

5) Calcule:
a) Vb + 12 b)v6 — 8i c)Vhi
6) (VUNESP) As solucgdes da equacdo z3® = i, onde z é um nldmero complexo e
i?= —1, sio:
a)z = igﬂ—giouz: —i
_ V3 1. . _ ., ¥Z V2. N
b)z-iz—zzouZ——l d)Z—i2 S louz = —i
_ V3 1. . _ 1 3.
c)z—17+zzouz——L e)z—i2 S touz = —i
7) As representacg8es graficas dos complexos zZ tais que z° = 8 sd0 os vértices
de um:

a) quadrado.
b) tridngulo retédngulo.
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c) triangulo equilatero.
d) uma circunferéncia.
e) losango.

8) (UFRJ) Um jantar secreto é marcado para a hora em que as extremidades

dos ponteiros do reldégio forem representadas pelos nidmeros Imagindrio

fixo, 0< a<1. Determine a hora do jantar.

complexos z e w a seguir.
T . T 5 .
Z=« cosE —+ L.sen7 , W = Z¢° sendo ¢ um numero real Real

9) (VUNESP) O diagrama que melhor representa as raizes clbicas de —i é:

a) : b) ‘ )
1 1
i i
d) e)
1 |
10) (UNIFESP) Os nimeros complexos Z,, Z, = 2i e Z, = a+/3 +ai, onde a é

um numero real positivo, representam no plano complexo vértices de um tridngulo

]

<>

equilatero. Dado que |Z, - Z,;| = 2, o valor de a é:

a) 2 b)1 <¢)V3 d)? e)%

11) (UERJ) Jo3do desenhou um mapa do quintal de sua casa, onde enterrou um
cofre. Para isso, usou um sistema de coordenadas retangulares, colocando a origem
O na base de uma mangueira, e os eixos OX e OY com sentidos oeste-leste e sul-
norte, respectivamente. Cada ponto (x,y), nesse sistema, é a representagdo de um
nimero complexo z = x + iy, x € R,y e Re i? =—1.

Para indicar a posigdo (x,,y,) e a distadncia d do cofre a origem, Jodo escreveu
a seguinte observagio no canto do mapa: x; + iy, = (1+10)°.

Calcule:

a) as coordenadas (xq, y1);
b) o valor de d.
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16.2. Polindmios

Definigao 16.2.1: Chama-se fungao polinomial ou simplesmente
polindmio a fungdo P: C — C definida por

P(x) = Ap.x™ + dp_1.x" 1 + ap_ 5. x" 2+ +ay.x2 + a;.x +ag (n € NU {0}).

Os nuUmeros complexos: a,, OGu_1, An_2,--., Az, Ay, Ag S30 denominados de
coeficientes, a, de termo independente, e as expressdes a,.x%, dp_..x"° 1,
Ap_z.x""2,...,0,.x2 + a,.x , @y sdo denominadas de termos.

Os polindmios com um termo sdo chamados de monémios, com dois termos
de bindmios e com trés termos de trinémios. Polindmios com mais de trés termos
ndo possuem nomes especiais.

Exemplos de polinGmios:

e 3x° — 2x* + x3 - 7x* - 4x + 5

Nesse polinémio, temos: as =3, a4, =—2, a3 =1,ad, =—7,a; = —4 e ays=05.
o 2x% — /3x?% - %x S a3=2,a,=—3, a;, =-— % eay = 0. (Trinémio).

e« 3x3- 21 = a;=3,4,=0,a, =0 e a, = —21. (bindémio).

e —2ix+ 10 =>a; =—2i e ag = 10. (bindémio).

« 11 = aqy = 11. (mondmio).
N3o sdo polindmios as expressdes do tipo:

4
e 3x3 -13, pois possui o expoente fracionario na variavel.

o x3 — x72 4+ 1, possui expoente negativo na variavel.

Definigao 16.2.2: Denominamos de grau de um polinGmio o maior
expoente da varidvel entre os termos gque possuem coeficientes ndo nulos, e
indicamos por gr(P) (Lé-se: grau de P).

Exemplos:

e« —5x3+ 4x + 5 é um polindmio de grau 3 ou do terceiro grau.

e x—1 é&um polindmio de grau 1 ou do 1° grau.

o x'+ x3 +x2 +x +1 & um polindmio de grau 11.

e P(x)=mx?*+ 4x— 5=gr(P)=2,sem = 0. Param =0, gr(P) = 1.

Definigcao 16.2.3: Um polinémio € dito nulo ou identicamente nulo, quando
todos os seus coeficientes sdo iguais a zero.

Qp=0Up_ 1 =0p_g =*"=a; =01 = ag =0 = P(x)=0.

Definicao 16.2.4: Dois polindmios P(x) e N(x) sdo dito iguais (ou idénticos)
se, e somente se, os coeficientes de P(x) forem ordenadamente iguais aos de N(x)
ou, por consequéncia, a diferenga P(x) — N{(x) é um polindmio nulo.
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16.2.1. Valor numérico de um polinémio

Dado um polinémio P(x), denominamos de P(a) e lé-se “P de a”, o valor
numeérico do polindmio para x = a.

Exemplo: Vamos calcular o valor numérico do polindmio P(x) = —5x* —11
para x = 2.

Solucgao: Substituindo x por 2, temos

P(?)=-52*—11=P(@)=-516—-11 = P(2)=-80—11 = [P(2) = —91}

20 exemplo: Vamos calcular o valor numeérico do polinédmio P(x) = x5 +x3 +
x+3 para x = —1.

Solugao: Substituindo x por -1, encontramos

P(—1)=(—1°+(-1*+(-1)+3=> P(—-1)=-1-1-1+4+3 = [P(-1)=0]

16.2.2. Raiz de um polinomio

Definigcao 16.2.2.1: Chama-se raiz de um polindmio P(x), o valor numérico
x € C, tal que P(x) =0.

Exemplo: Calcule a raiz do polinémio P(x) = 3x — 33.

Solugao: Temos que encontrar um valor de x, tal que P(x) = 0.
Ao fazer P(x) = 0, encontramos:

—33
Pla)=3r—38 = B=0x—98 = D-82=-38 = 2=—¢ = [z =11]

Logo, 11 é raiz do polinémio P(x) = 3x — 33, pois 3.11 — 33 = 0.

2° exemplo: Calcule a(s) raiz{es) do polindmio P(x) = 2x°*+ 5x — 7.
Solugao: Fazendo P(x) = 0, dispomos de
P(x)=2x2+4+5x—7 = 2x?2+45x—7=0 (Equacio do 22 grau).
2x¥2+5x—7=0(a=2,b=5,c=-7)

A=b?—4ac="5%-42.(-7) =25+56=> A= 81 VISRRIION RdRE Rl
calcular raizes de
-t polindmios de grau
_ —bi\/Z_ =E5)ty8l =Big Gl ST superior ao 2° grau.
*="2a 7 22 & )., -5-9 -7
b r >

=7
Logo,1e = sdo raizes do polinémio P(x) = 2x” + 5x — 7, pois:

x=1=21"4+51-7=2+5—-7=0.
2

—_7=>2(_7 +5(_7 pe g el g
TR T) 7) % 2 T2 T
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EXERCICIOS 16.6

1) Calcule o valor numeérico do polindmio P(x) = 3x®> — 7x + 11 para:
a) x=-—-2. b) x = 0.

2) Verifique o grau de cada polinbmio a seguir.

a) P(x)=x c) P(x) =13x*+2x3%+20

b) P(x) =x7 +3x11+2 d) P(x) =1+ x + x50 + x100

3) Qual o valor de m para que o polinémio P(x) = (3m —9)x? — 3x + 6, seja do
10 grau?

4) Calcule a raiz dos seguintes bindmios.
a)yP(x) = —7x— 14 b) M(x)=x—100
5) Calcule a(s) raiz(es) dos seguintes polinémios:

a)yP(x) =x*>—6x +9.
b)Q(x) =x*+3x+3

16.2.3. Operacdes com polindmios

Ja estudamos de alguma forma as operagbes de adigdo, subtragdo e

multiplicagdo de polindmios (com excecgdo da divisdo) nesse curso do ensino médio
ou no ensino fundamental. Vamos revisar.

Soma e subtracao: Nesse caso devemos operar (somar ou subtrair), os

coeficientes cujos termos sdo semelhantes (termos que possuem © mesmo
expoente na variavel).

Exemplo: Dados os polinémios: p(x) =3x5 —11x*+7x—2 e q(x) =13x*+
9x? + 3, temos

a) px) +q(x) =3x° —11x*+7x—2+13x* +9x%2+ 3
3x5 + (13— 1D)x* + 7x + (3 — 2)
3x5 4+ 3x*+7x + 1.

b) p(x) — q(x)

3x® —11x*+7x — 2 — (13x*+9x%2+ 3)

3x® —11x*+7x— 2 —13x* —9x?> — 3
= 3x5% — 24x* + 7x — 5.

Multiplicagdo por um nlimero: Para multiplicar um nUmero por um

polindmio, fazemos a multiplicagdo de todos os coeficientes do polin6mio por esse
ndmero.

Exemplo: 10.(2x* — 3x3 + 5x% + 6x — 8) = 20x* — 30x3 + 50x2 + 60x — 80.
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Multiplicacdo de dois polindmios: Na multiplicacdo de dois polinédmios,
empregamos a propriedade distributiva, que consistem em multiplicar cada termo
de um polinbmio por todos os termos do outro. Ao final desses produtos, realizamos
as operagdes de soma ou subtragcdao com os termos semelhantes.

1° exemplo: Dados os polindmios: p(x) = —x3+x—7 e q(x) = —8x* —5x3 +
14, vamos calcular p(x).q(x). S

I "4 N

p(x).q(x) = (—x% —7).(—8x* — 5x3 + 14) = 8x7 + 5x% — 14x3 + 56x* + 35x3 — 98

| [C— i) T =8 wie o Blaba 155 —=08.

‘ Termos semelhantes

O grau de cada polindbmio envolvido no produto é determinado pelo seu termo
de maior grau, e o produto entre os termos de maior grau define o grau do produto.
Portanto, para dois polinbmios, temos que:

gr(@.q) = gr(@)+gr(q).

O grau do produto de polindmios € igual a soma dos graus de cada polindmio
Veja no exemplo anterior que gr(p) =3, gr(q) =4 e gr(p.q) =3+4=7.

29 exemplo: (UEL) O polindmio p tem grau 4n + 2 e o polinébmio q tem grau
3n- 1, sendo n inteiro e positivo. O grau do polinémio p. g é sempre:
a) igual ao maximo divisor comum entre 4n + 2 e3n-1
b)iguala 7n + 1
c) inferiora 7n + 1
d) igual a 12n? + 2n + 2
e) inferior a 12n% + 2n + 2

Solugdo: gr(p.q) =gr(p) +gr(@) =4n + 2+3n- 1= . Letra b.

Divisdo entre dois polindmios: Dividir o polin6mio p(x) por d(x) significa

obter os polindmios q(x) e r(x), de modo que |p(x) =d(x).q(x) +r(x) | e de forma

que o grau de r(x) seja menor que o grau de d(x).

Nessa divisdo, p(x) é denominado de dividendo, g(x) de quociente, d(x) de
divisor e r(x) de resto da divisado.

A partir dessa definigdo podemos afirmar quanto ao grau, que gr(p) = gr(d) +
gr(g), o que implica em:

gr(q) = gr(@) — gr(d).

O grau do quociente € igual a diferenc¢a dos graus do dividendo € o do divisor
Além disso, ha o teorema a seguir.

Teorema 16.2.3.1: O quociente e o resto da divisdo de um polinémio p(x)
por d(x) existem e sdo unicos.
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Demonstragao: Supondo que o polindmio p(x) tenha dois quocientes e dois
restos diferentes. Ambos devem satisfazer a definigdo
p{x) = d(x).q1(x)+71(x) e p(x) = d(x).q2 () +r2(x).
Como se tratam do mesmo polindmio, as expressfes devem ser iguais. Logo,
d(x).q1 () +11(x) = d(x). g2 () +72(x) = [d (). [q1 () —q2(X)] = 12 (x) —11 (1)}
Na igualdade acima, o polindmio do 1 membro tem grau diferente do 2°©
membro e a identidade sé ocorre quando ambos 0os membros sdo nulos. Assim, ndo

hd outra hipétese a ndo ser: g,(x) = g,(x) e r {x) = ry;(x). Demonstrando o teorema.

Ja sabemos que os divisores e os restos sdo Unicos. Agora, como calcula-los?
Existem essencialmente dois métodos para determinar a divisdo entre dois
polindmios: o método de Descartes e o método da chave.

v' Método de Descartes:

Esse método consiste em determinar os polindmios g(x) e r(x) deixando
incégnitos os seus coeficientes e aplicando, por conseguinte, a definigdo de divisdo
e a igualdade de polindémios.

Exemplo: Vamos dividir p{x) = —2x* + 3x — 5 por d(x) = 2x% — 2x + 1.

Solugao: Como gr(qg) = gr(p) — gr(d), temos gr(g) =4 — 2 = 2. Assim, gq(x) é
um polindmio da forma g(x) = ax®+ bx + ¢. Como gr(») < gr(d) =2, r(x) possui no
maximo grau 1, o que podemos supor que seja da forma r(x) = dx + e.

Usando a defini¢ao, temos

p(x) = d(x).q(x) +1(x)
—2x%*4+3x—5 =Qx? —2x+1).(ax?+bx+c)+ (dx+e) =
2ax* + 2bx3 + 2¢cx? — 2ax® — 2bx? —2cxtax*+bx+c+dx+e=
=2ax*+ (2b —2a)x® + (2c— 2b+ a)x?* + (—2c+ b +d)x +c+e.

Como polindmios iguais devem ter coeficientes respectivos iguais, isso nos da:

2a= ~2 = [E=_1]

% —2a=0=[F=] -
1 q(x)=ax2+bx+c=>q(_x)=—x2—x—i.
2c— 2b+a=0= c=-—3
9
—Zc+b+d=3=> r(x)=dx+e=r(x)=3x—i.
c+e=-5 = ez—%

Observe que, neste exemplo, tivemos um sistema com cinco incégnitas
(a,b,c,d,e) e cinco equagdes, gerados pelo quociente de grau 2 e resto de grau 1.
De uma forma geral, se o quociente & de grau m e o resto de grau n, teremos
sempre um sistema com m + n equagdes e incoégnitas, tornando o método exaustivo
para gdraus superiores. Um método de solugdo alternativo e pratico sera

apresentado a seguir.
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v’ Método da Chave:

Para acompanhar os passos desse método, vamos dividir os mesmos
polinédmios do exemplo anterior: p(x) = —2x* + 3x — 5 por d(x) = 2x? — 2x + 1.

19 passo: Os polinbmios precisam estar escritos em poténcias de x
ordenadamente decrescentes.

Neste exemplo, os polinémios ja estio.

29 passo: Dispor os polindmios na forma similar a uma divisdo entre dois
nUmeros naturais:

Dividendo +—— — Divisor
p(x) | d(x)
Resto «4— r(x) gq(x) —» Quociente

Neste exemplo, fica:
—2x*+3x—5 |2x2—2x+1

3° passo: Para obter o primeiro mondmio do quociente g(x), dividimos o

primeiro mondémio de p(x) pelo primeiro mondmio de d(x).

— Pt
2’§=:> oA | Bt T
X

_xz
4° passo: Multiplica-se o monémio encontrado por todos os termos do divisor
d(x), trocando-se o sinal e colocando os resultados logo abaixo do polinémio p(x).
Em seguida, operam-se com os termos semelhantes.
—2%% +3x—5 |2x2 —2x+1
B Do dop2

—2x% +x%2+ 3x — 5 — novo polindmio

50 passo: Repete-se sucessivamente o mesmo processo com 0S hovos
polindmios obtidos, até que o Ultimo polinédmio (o resto) tenha grau menor que o
grau do divisor d(x).

—2x3
== —2%% +3x— 5| 2x2 —2x + 1
X

+22% — 22 + x2 —x? —x—% — q(x)

»—JxT+ x4+ 8% -5 \
" 3
+2x% — 2x2% + x =% Tl
T
%% 4+ 4x — 5 2% -
427 — x + %

+3x —; = r(x) | Como gr(r) < gr(d),adivisio estd finalizada.|
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NUMEROS COMPLEXOS E POLINOMIOS

Observacao importante: Quando o Ultimo polindmio »(x) for nulo, isto &,

r{x) =0, dizemos que o polindmio p{x) & divisivel por d(x).
20 exemplo: Dividir p(x) = x> + x* —2x3 +4x2+x — 1 pord(x) =x® —x?2 +x +

Solugdo: Os polindmios ja estio escritos em poténcias de x ordenadamente

decrescentes.

x5

x_3= 5 2t =223 4l x—1 | 2P —x?+x+1
— Y xt —x3 —x? x*+2x—1 — gx)
Zoet— Zoo? = B2 | o Il
—Durt D

0 =r(x)=0 = p(x) édivisivel por d(x).
Observe ainda que
x5 4+ xt—2x3 +4x%24+x—1 = (P —xZ+x+ D). (& +2x—1)
ou seja,
K2t P R e

— 2 .
e - rp— = X° +2Zx— 1.

39 exemplo: (UFSC-SC) Se o polindmio 2x3 — ax? + bx + 2 é divisivel por 2x? +
5x — 2, qual o valor de a — b?

Solucgao: Um polinémio é divisivel por outro quando o resto da divisdo é zero
(polinémio nulo).

Solugéo 1: Método da chave.

3

2x
?: 2% —ax? +bx +2 |2x2+5x—2
— 2x% — 5x2 4 2x x+_a2_5 — q(x)
(= A’"S)x +((b+2)x+2
2 _ 5 (255 4+ 2 (255) a5 a5
T e amas S
b+2—5 x+2—a—5
2 =3
b+2+5(“+5 Y

Como o r(x) precisa ser nulo, temos: {
—a—3=0=a=-3]
Resposta:a—b= —3—(—-7) =4

Solugéo 2: Método de Descartes.
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grigy=gr(p)—gr(d)=3—-2=1 = q(x) =mx +n.

p(x) =d(x).q(x) + r(x) , como r(x) = 0, temos

2x3 —ax?+bx+2 = (2x*>+5x—2).(mx+n)

2x% —ax?+ bx +2 =2mx® +2nx? + 5mx? + 5nx — 2mx — 2n

2x3 —ax?+ bx+2 =2mx3 + (2n+ 5m)x? + (5n— 2m)x — 2n.
2Zm=2>m=1

2n+5m= —a — —— Stie sy Boo B .
o e s>[la=—-3]e|b=—7]. Assim:a—b 3—(-7)=4.
—2n=2=>n=-1

4° exemplo: Sabendo que p(x), q(x) e d(x) sdo polindmios de grau 10, 5 e 3,

p(x).q(x)
d(x)y

Solugdo: O gr(p.q) = gr(p) + gr(q) = 10+5 =15.
ogr (%) =gr(p.q) — gr(d)=15—3=12.
Resposta: 12.

EXERCICIOS 16.7

1) Considerando os polindmios P(x) =9x5+3x%2+1, Q(x)=x*—-3x2+2 e

H(x) =x—1, calcule:

respectivamente. Qual o grau do polindmio

a) P(x) + Q(x) + H(x) d) Q(x) + H(x)
b) P(x) — Q(x) — H(x) [Poo]®.Q
&) QG HG) = gr( H) )

2) Efetue as seguintes divisdes:
a) x*—2x2+x+2 por x2 + 1.
b) 6x* —10x3 — 4x> — 8x + 21 por 2x — 4.
c) x5 —x?*+x3+x%—2 por x% —2x + 1.

d) x7 —3x% +5x5 — 11x* + 10x®* — 17x* — 13x + 3 por x®* —x2 + x + 1.
3) Qual o polindmio que dividido por x* —9x + 6 tem quociente 5x — 11 e resto
4) Determine o polindmio p, sabendo que, ao dividi-lo por x* — x? + 3, obtemos
0 quociente x> —4x + 5 e resto zero.
5) (UFRGS) Se P(x) é um polindmio de grau 5, entdo o grau do polinémio

[PCO]? + [P()]? + 2.P(x) vale:
a)3 b)15 )20 d)30 e)45
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6) (PUC-SP) Sendo x*+1=(x+1)(x2+ ax+ k) para todo x real, os valores
de a e b sdo, respectivamente:
a)-l1e-1 b)OeO c)le-1 d)-1el e)lel

7) (SANTA CASA-SP) Numa divisdo de polindmios em que o dividendo é de
grau n e o quociente é degraun — 4, comn e Ne n = 4, o grau do restc pode ser,
no maximo, igual a:

a)3 b4 ¢)5 dn-4 e)yn-5

8) (UFRS) A divisdo de P(x) por x>+ 1 tem quociente x — 2 e resto igual a 1. O
polindmio P(x) é:
ayx*+x—1
b) x> +x+1
c) x*+x
dy x® —2x*+x—2
e)x*—2x"+x—1

9) (UNIRIO) O resto da divisdo de P(x) = x* —x +1 pord(x) = x> +x+1 é:
a)o b)x+2 c)yx—2 d)y-x+2 e)—x-—-2

10) (MACK-SP) O polindmio P(x) = 2x® — ax® + bx + 2 & divisivel por 2x? + 5x —
2. Entdo a+ b é:
a)—7 b)y—-3 c) o d)7 e)-10

1+x A B

11) (PUC - SP) Os valores de A e B tais que: x_x2:—+—, sao

respectivamente:
a)2el b)3e2 c¢c)le2 d)y2e3 e)le3

12) (UNIRIO-RJ) Considere o polinémio: P(x)=(x +2)2.{(x + )*. (x +6)° ... (x +
18)'8. O grau deste polinémio é:
a)2-9 b)o0 c)2°.9 d)180 e) 18!

13) (UNIMONTES) As afirmacgdes abaixo sdo falsas, EXCETO:
a) Se P(x) e Q(x) sdo polindmios de grau 1, entdo P(x).Q(x) & de grau n?.
b) Se P(x) e @(x) s&o polindmios de grau n, entdo P(x) + Q(x) é de grau 2n.
c) O quociente de um polindmio de grau n por {x — a) € um polindmio de
graun — 1.
d) Se P(x) é um polinédmio de grau (n + 1) e @(x) é um polindmio de grau

(n — 3), entdo o resto da divisdo P(x) + @(x) € um polindmio de grau 4.
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16.2.4. Divisdao de um polindmio por um binémio na forma x - a

De acordo com a definigdo de divisdo, p(x) = d(x).q(x) + r(x). Se o divisor d{x)
for um bindmio do tipo x —a (grau 1), o grau do resto precisa ser menor que um,
ou seja, de grau zero. Nesse contexto, podemos simplesmente escrever r(x) como
7

p(x) = (x — @).q(x) +7.
O valor pela qual o bindmio x — a se anula é a, e calculando p(a), encontramos:

p(a) = (a—a).q(x) +r=>.
)

Demonstramos assim, o seguinte teorema.

Teorema 16.2.4.1 (Teorema do resto): O resto r da divisdo de um
polinémio p(x) por um binémio do tipo x —a, com a € C, é igual a p(a).

Por outro lado, se p(a) =0, temos r = 0, e assim, p(x) serd divisivel por x — a.

Isso, por consequéncia, demonstra outro teorema que sera apresentado a seguir.

(D

Teorema 16.2.4.2 (Teorema de D’Alembert!'®): Um polindmio p(x)
divisivel por um binémio do tipo x — a se, e somente se, a é raiz de p(x).

Exemplo: Qual o resto da divisdo de P(x) = 8x% —12x?% — 2x + 3 por d(x)

X2
Solugao: Usando o método da chave.
8x3 2 -"‘§ 2
—= [8x7] 8% —12x% —2x+3| x—2
— 8% + 16x2 + 2x 8x>+4x+6 — q(x)
4x% —2x+3
b =
—4x% + 8x 4x”
- —= 4x
+6% + 3 a3
—6% +12

— restor

Usando o teorema do resto:
Comod(x)=x—2,araizéa =2.Eoresto é
P(2)=82%—-12.22-22+3=88—-124—-4+3= 64—48—4+ 3 =[15]

20 exemplo: Verifique se o polindmio P(x) = 2x* + 5x% + 8x — 3 é divisivel por
d(x) = x+ 3.
Solugao: Comod(x) =x +3,araizéa = —3.

O resto é

13 Matematico francés Jean R. D’ Alembert (1717-1783).
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P(—3)=2(-3)*+5(—3)°+8(—3)—3= 281+5.(-27) —24—-3 =
P(—3)=162—135—24+3=27 —27 =0.

Resposta: E divisivel (de acordo com teorema de D’Alembert).

Ja sabemos calcular de uma forma pratica o resto da divisao de um polinémio
por x —a. Agora, vamos aprender a calcular também o quociente. O método a seguir
€ denominado algoritmo de Briot-Ruffini!®.

Algoritmo de Briot-Ruffini: Considere o polinédmio P(x) = a,.x™ +
Ape X" + Ay x™ 2+, +as.x2 + a,.x + ag que quando dividido por x —a tem
quociente q(x) = b,_1.x™ + b, _,.x" 2+...+by.x%2 + b,.x + by. Aplicando a
definigdo de divisao, temos

p(x) = (x—a).q(x)+r
Ay X™ + Oy X7 + A5 X724 4+ dp.x% + dq.x + dg
(x—a) b, 1. x" 1 + b, ;. x" %+...+by.x? + by.x + byl +7r
Apx™ + Ay X" + Ay ™ 24+ +0a,.%% + dq.X + g
[b,_1.2" + bp_p.x™ L4+ b, 5. x" 2+, 4+by.x® + b.x" + 4 by.x]
—alb, 1.7 + by . x" 24, 4by.x? + b.x + by + 7.
Igualando os coeficientes dos termos respectivos:
b, 1=

by s —abp 1=0dn1 zlbn—z =0an—1 +a. bn—ll

by z—aby ;=an > :>|bn—3 =dp_z + a. bn—2|

b, —a.bs=a;=|b,=a;+a by

b,—ab;,=a,=>|b;,=a,+a.b,

by—ab,=a,=|bg=a,+a.b;

r—a.by=aq = [T =t abo]
As igualdades acima demonstram o algoritmo de Briot-Ruffini, cuja disposigao
é a seguinte:

Sem o Qg

Raizde x—a | Coeficientes de P(x) I ag

Coeficientes de q(x) l resto

Para acompanhar as operagdes da demonstragao acima, vamos dividir
P(x) =8x%—12x2% — 2x + 3 por x — 2, conforme o 1° exemplo anterior.
p p
Primeiro: Disponha a raiz e os coeficientes de P(x), e em seguida, repita

abaixo o primeiro coeficiente de P(x).

16 O dispositivo de Briot-Ruffini recebe esse nome em homenagem ao matemético francés Charles Briot (1817-1882) e ao
matematico italiano Paolo Ruffini (1765-1822).
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-0

Segundo: Multiplica-se esse numero pela raiz 8 esquerda e soma-se o
resultado ao préximo coeficiente de P, repetindo esse processo sucessivamente até

o Ultimo coeficiente a,.

16 — ‘ 8 :
2 | 8 -12 -2 | 3 R 2 8 -12 -2 \ 3
‘Iy ¥ F—o v
‘8 4 ‘ ‘8 4 6 ‘
L. X
[ 7 |
2 | g 2 -2 | 3 = 2 \ 8 -12 -2 |3
A4
‘ 8 4 6 ‘ 15 ‘ 8 4 6 ‘ 15
i TaGo=extax+e | Resto

Veja que (8x? +4x +6).(x —2) + 15 = 8x° — 12x? — 2x + 3 = P(x).

2¢ exemplo (20 exemplo anterior): Verifique se o polindmio P{x) = 2x* + 5x® +

8x — 3 & divisivel por d(x) = x + 3.

|| | e Observe que o zero é o coeficienle do lermo x? ausenle
1 <_,_..»—"‘ no polinémio: 2x* + 5x% +0.x% + 8x — 3.
B [ B @8 |8
i 1
v . g
2 3 -1 0] = Resposta: é divisivel

16.2.5. Divisao de um polinédmio por (ax + b)

Podemos aplicar o tecrema do resto, o teorema de D’Alembert e o algoritmo
de Briot-Ruffini {(com adaptagtes) na divisdo de um polindmio P(x) por ax + b.

A raiz do binémio ax +hbh é x =;f. Substituindo esse valor na definigao p(x) =

{ax — b).g{x) + r, encontramos

——

—b —b —b
p(—)= a—+b |.glx)+r= p(—)=r
a a a
0

Logo, © resto da divisdo de P(x) por ax + b € o valor numérico da raiz de ax + b

(teorema do resto) e, P(x) sera divisivel por ax + b quando esse valor numérico for
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igual a zero (teorema de D'Alembert).

ale g |

Ainda nesse aspecto, como p(x) = (ax — b).q(x) +r, isso implica em:

(x—g).q(x).a + 7|
q

E desse modo, podemos aplicar também o algoritmo de Briot-Ruffini para a raiz

e obteremos o mesmo resto, porém um quociente g dividido por a, ou seja, g(x) =

Exemplo: VVamos dividir x* — x2 — 3x por 2x — 4.

Solug#io: Araiz é: 2x — 4=0=[x = 2|
2 | i @ A =B |o

Calculo do quociente:

g ®P+ PR+ 8%+ 8 xR 5 B 8
q(x)—a— 5 = q(x)—2+x +2+2.

16.2.6. Divisdao de um polinomio por (x - a)(x - b)

Teorema 16.2.6.1: Se um polindmio P(x) € divisivel separadamente por x —a

ex—b,coma # b, entdo P(x) é divisivel pelo produto (x — a)(x — b).

r(x)

Demonstracao: Dividindo P(x) por (x —a)(x—b), temos um resto na forma

= mx + n e, pela definigdo, P(x) = g(x).{(x —a)(x — b) + mx + n.

Como P(a) = 0 (P divisivel por a) e P(b) = 0 (P divisivel por b), temos

P(a) =qg(a).(a—a) (a—b) + ma + n=>
0 >m=0en=0=>

=0.
P(b):q(b).(b—a)(b—b)+mb +nomb T A=0] T
s}

Claramente a reciproca do teorema é verdadeira.

Observe a restrigdo do teorema para a # b, pois no caso de a = b, teremos

somente uma equacdo acima, ma + n = 0, € hesse caso, hdo podemos garantir que

m=n=0. Como exemplo, veja quex® — 1 & divisivel por (x — 1), porém ndo é

divisivel por (x — 1).(x — 1).

E possivel dividir um polinédmio P(x) por x —a e x — b utilizando o algoritmo de

Briot-Ruffini (com adaptagoes). Denominando de g4, g, Ta € T, 0S quocientes e os

restos de P(x) quando divididos por a e por b, respectivamente, temos

PG =qax—a) +1a =>Px)=q, . (x—a)(x—b)+r,(x —a) + 1.
Ga = qp-{x—b)+1p ) r(x)
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Nesses moldes, podemos utilizar o algoritmo de Briot-Ruffini duas vezes para
dividir um polinédmio P(x) pelo produto (x —a)(x— b). Para isso, basta dividir a

primeira vez o polinédmio por (x — a) e o resultado dessa divisdo por (x — b). E desse

modo, obteremos: [q(x) = g,| e [r(x) =nr,(x—a) + 7,]

Exemplo: Calcule o quociente e o resto da divisdo de x* —5x3 + 5x? + 12x — 3

por (x — 2).(x — 3).

211 -5 5 12 l -3 Calculo do resto:
i =8 -1 10 ~ 17 #i) = Hp(E—8) + 7,
9a Ta () = ZHE—2) + 1F
a rlx) =7 —14-+17
3 1 —3 —1 |10
r(x)=7x+3
1 0 -1 7 :
e 5 Respostas: g(x) = x* —1ler(x) =7x+ 3.

2° exemplo: (MACK-SP) Um polinémio P(x) ao ser dividido por x —1 deixa
resto 2 e ao ser dividido por x — 2 deixa resto 1. Entao o resto da divisao desse
polinédmio por (x — 1)(x — 2) é:
a)x — 3 b)) —x+3 c¢c)yx + 3 dyx — 5 e)—x+5
Solugao: Denotando r(x) = mx + n como o resto de p(x) ao ser dividido por (x —
LY(x — 2), temos: plx) =qg(x) (¥ —1)(x — 2) + e+ n.

Pelo teorema do resto, p(1) é o resto de p(x) ao ser dividido por x — 1, entio

zZero

p(l)=q(1).(1—1).(1—2)—|—m.1+n=

E p(2) é o resto de p(x) ao ser dividido por x — 2. Assim,

zZero

p(2) :q(2).(2—1).(ﬁ‘z_z)+ m.2+ n—Emin=1il

- mAn=2
Resolvendo o sistema: , encontramos
2m+n=1

= —len= 3= r(x) =—%+3 (letrab).

3° exemplo: (MACKENZIE) Observando a divisdao dada, de polinédmios,
podemos afirmar que o resto da divisdo de P(x) por x + 1 é:
a) -1 b) -2 c) 2 d) 3 e) -3

P(x) x2—x—2
2x—1 Qx)

Solugao: Pelo teorema do resto, P(—1) é o resto de P(x) dividido por x + 1.
Segundo a divisao da figura, P (x) pode escrito na forma:
P(x)=(x?—x—2).q(x)+2x—1
Calculando p(1), temos
P(—1)=[(—12—-(—1D—-2lg(-1D+2(—1D)+1=[1+1—2].q(—1)—2—1
P(—1) =[0].q(—1) —3 = P(—1) = —3 (resto). Resposta: letra a.
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EXERCICIOS 16.8

1) Utilizando o algoritmo de Briot-Ruffini, determine o quociente e o resto da
divisdo de:
a) 3x*—x%Z —1 por x—1.
b) x*+x%* +x2 —1 por x — 4.
c) x*—5x%+2x%2 —8x + 15 por x + 5.

2) Calcule o resto da divisdo de:
a) —7x*+x®—3x%2 +11 por x + 3.
b) 5x%+ 3x2 —4 por x + 2.

1 1
5 342 4 — —i
c) x°+x°—x + g porx —5.

3) Qual o valor de m no polinédmio x* 4+ x®* + (m —1)x?> — 4, para que ele seja

divisivel por x — 17

4) (UFRS) O resto da divisdo de x®* +ax? —x +a por x —1 é igual a 4. O valor

de a é:
a0 b)l1 o2 d)y4 e)eo

5) (PUC-SP) Qual é o resto da divisdo de P(x) = x3' + 31 porx +1?
ayo b))l )30 d)31 e)um polinémio de grau 30

6) (UCPR) O resto da divisdo de x* — 2x3 + 2x2 4+ 5x + 1 porx — 2 é:
a)l b)20 c¢)0 d)19 e)2

7) Esta representada abaixo, a divisdo de um polinémio p(x) por x —a, pelo
algoritmo de Briot-Ruffini. Qual o valor de a,b,c e d?
al 3 5 2 |3

8) (MACK-SP)O resto da divisdo de 4x3 + 2x? —mx +5 porx + 2 éigual a 1.

Entdo m vale:
a) 22 b) -20 c)20 d)10 e)-10

9) Ao dividir o polinémio 2x2 —6x +9 por x — a, encontramos resto igual a 5.

Qual o valor de a?

10) (PUC-RS) O resto da divisdo de P(x) = x™ + a” pelo bindmio x + a, onde

n é par, é:
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a)o b) a” c) 2a™ d) 4a”™

11) O resto da divisdo do polinémio P(x) = 2x2n+1 — 2x2n — x27-1 4 3 gonde
neN, porx +1 é:
a2 b)-2 c)l d)yo e)4

12) Calcule o quociente e o resto da divisdo do polinbmio 2x® — 4x>—4x* —
6x3 + 1 por 2x + 6.

13) Calcule o quociente e o resto da divisdo do polindmio 6x* — 2x3+ 3x2 —3x +
2 por3x—1.

14) Calcule m e n, sabendo que 3x* —mx3 + 4xZ2 +nx + 2 ¢é divisivel por (x —

2 (x —1).

15) (PUC-PR) Calcule a e b para que o polindmio  P(x) =
x3% 4+ 3x2 4+ ax + b seja divisivel por x? — 1.

a)a = —leb = —3
b)a = —1eb = 3
c)a = —1leb =3
d)a = 1leb = -3

ela = 1leb = 4

16) (PUC — MG) O polindmio P(x) dividido por x — 1 da resto - 4 e dividido por
x — 2 dd resto 4. O resto da divisdo de P(x) por (x — 1D)(x — 2) é:

a)2x — 6
b) 3x — 7
c)5x — 9
d) 6x — 10
e) 8x — 12

17) (ITA-SP) Um polindmio P{x) dividido por x + 1 d& resto -1, por x —1 da
resto 1l e porx + 2 daresto 1. O resto da divisdo do polinémio P(x) por (x +1)(x —
D(x + 2) é:

ayx®> —x +1
by x —1

A)x?+ x +1
dyx* —x —1
e)x? +x —1
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16.2.7. Equacgoes polinomiais

Dadas duas fungdes polinomiais f(x) e g(x), chama-se de equagao
polinomial a sentenga f(x) = g(x), onde os valores de x que tornam a sentenga
verdadeira sdo denominados de raizes da equagdo ou conjunto solugdo.

Duas equagdes polinomiais sao equivalentes quando apresentam o mesmo
conjunto solugao.

1° exemplo: Resolva a equagdo polinomial x? —x —2 = x? + x.
Passando tudo para o 12 membro da equacgéo, dispomos de
gl —~A-pop=0 =
2
—2x-2=0=>-2x =2= x =— s>k =—1]=>5=(-1}
As equagdes polinomiais —2x — 2 =0 e x2 —x —2 =x? + x, sio equivalentes e
apresentam a mesma raiz (ou conjunto solucio).

2% exemplo: Resolva a equacdo polinomial — 2x2 + 5 = —3x2 + 2x.

Passando tudo para o 12 membro da equacgio, temos

—2x24+54+3x2—2x=0 = [x2—2x+5=0]

o=1
x2—2x+5=0=>{b=—2.
=5
—b++vb%2—4ac —(—2)+.(—2)2—-4.15 2++v—16 2+./16.(—1) ~
= =] —3 —
Ve) 2.1 2 2

-
2+VIBV—T. 2440 (x' =142
2 T2 T Wr=1-2i
A equacdo original —2x?+5=—3x2+2x e a equagio x2—2x+5=0 sio

= 5§ ={1+2i,1—2i%L

equivalentes e apresentam as mesmas raizes (ou mesmo conjunto solucao).

Por esses exemplos, notamos que € possivel transformar uma equagdo f(x) =
g(x) em uma equivalente f(x) — g{x) = 0. Assim, toda equagdo polinomial pode

ser expressa como uma equagao da forma

|an.x” + Ay X" 4 Ao x™ 24 @ X + aq.x + a0=0|de grau n.

Os dois exemplos anteriores apresentaram equag8es do 10 e 20 grau,
respectivamente, sem grandes dificuldades em resolvé-las. Agora, como resolver
uma equacgao de grau n = 3 (de grau maior ou igual a 3)?

Alguns teoremas a seguir podem nos ajudar nesse sentido.

Teorema 16.2.7.1 (Teorema fundamental da algebra - TFA): Toda
equagdo polinomial d,.x™ + dp_1.x" 1 + Ap_0.x" 2+ + dp.x% + d1.x + ag =0 de

grau n = 1, possui pelo menos uma raiz complexa.
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Demonstragdo: Considere uma fungdo polinomial p:C— C dada por p(z) =
ApZ™ + Oy 1.2 + Ay 5.2" 2+ +a3.22 + A4.Z + Ay €M quUe Ay, Ap_1, Apy_o,.-ny
a,, a,,a, sdao numeros complexos. As imagens de p sdo também numeros
complexos e o que precisamos provar € que existe ao menos um complexo z, tal
que z é raiz do polinédmio dado, ou seja, raiz p(z) = 0.

Para esse fim, ndo vamos analisar todas imagens possiveis aleatoriamente,
pois sao infinitas. Em vez disso, iremos focar somente nas imagens de um conjunto
de numeros complexos que estdo a uma distdncia r da origem do plano de Argand-
Gauss. Em outras palavras, analisaremos apenas as imagens dos numeros
complexos que estdo sobre um circulo de raio r.

Como a fungéo polinomial p:C— € é continua, as imagens de uma curva fechada
simples, como o circulo, também formam outra curva fechada (o ponto inicial e final
sdo os mesmos), mas hdo necessariamente simples, o que significa que a curva
pode cruzar em si mesma.

Exemplo: A seguir estad o grafico elaborado pelo software geogebra com todas

as imagens de p(x) = x® + x + 1 geradas por todos os niumeros complexos z de raio

igual r = 2.
Im(y) Im(y)
P(2)
r=2 z :
Re(z) Re(x)
[
Complexos z de raio 2 Imagens de z geradas pelo software.

Observe a curva fechada, no entanto, cruza em si mesma.

1

Analisemos, entdo, as imagens do polinédmio p(z) =a,.z" + a,_;.2" " +

& o a;.z + ag, geradas pelos numeros complexos z, em torno

A, 2.2" % 4. +ay.z
de um circulo de raio r.
Substituindo z na forma trigonométrica z = r. (cos0 + isen@), temos:
p(z) = a,.[r.(cos6 + isen®]|" + a,_;.[r.(cos8 + isend)]* !
+ Ap_z.[7.(cosO + isen®) " ?+...+ ay.[r.(cosO + isend)]?
+ aq.[r. (cos8 + isend)] + a,.
Aplicando a 12 formula de Moivre, dispomos de:
p(z) = a,.[7. (cosnd + isen n8)] + a,_;. [+~ (cos(n — 1)0 + isen (n — 1)) ]
+ Ap_z. [ 2. (cos(n — 2)0 + isen (n — 2))] + -+ ay.[r%. (cos20 + isen 20)]
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+ ay.[r.(cosO + isenB)] + ag.

Os valores de seno e cosseno dos argumentos de todas as parcelas dessa soma
variam entre -1 e 1. Desse modo, o valor de cada parcela depende
consideravelmente dos raios 77, r*~1, r*=2 . r das imagens. Com base nisso,
analisemos somente os casos extremos, ou seja, os casos em que r é extremamente
pequeno e extremamente grande.

Se r for extremamente pequeno (bem préximo Tm(y)
de zero), a parcela preponderante dessa soma sera
a,, levemente afetada pelas outras parcelas. Desse
modo, p(z) sera bem préximo de a,, e a imagem do o0
polindmio serd uma curva préxima de um circulo Fe(o)
e(xr
centrado em torno do complexo a,. Observe que a
origem do plano sera externa a esse circulo.
Agora, colocando ™ em evidéncia: Imagens de p(z) em torno de a,
a,_
p(2) = r"[a,.(cosn@ + isen n0)] +——=.[(cos(n — 1)0 + isen (n — 1))]
T
A2 . a; .
+ o [(cos(n —2)8 + isen (n—2)8)] + -+ pore [(cos28 + isen 28)]
aq . ag
+r”__1' [(cosO + isen0)] + o
Se r for extremamente grande, a parcela Im(y)

preponderante na soma sera r"[a,.(cosnd +
isen n@)], isto é, a imagem serd uma curva préxima

de um circulo de centro na origem e raio r?%,

ligeiramente afetada pelas demais parcelas. Re(o)
e(xr

Imagens de p(z) em torno da origem

Im(y)

Para que a origem do sistema passe de exterior
para interior de um circulo (ou qualquer curva
fechada), para algum valor de r, é preciso que a
curva passe pela origem. Isto é, existe, ao menos um

complexo z, tal que p(z) = 0. Isso completa a prova
do teorema.

Alguma imagem de p(z) ¢ zero
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Teorema 16.2.7.2 (Teorema da decomposicdo): Todo polindmio P(x) =
ApeXx™ + Ay 1. + Ay x™ 24, +ap.x% + a;.x + ay de grau n=1, pode ser
decomposto na forma

Px)y=a,(x—r)x—r)(x—r3).. (x—1r,),

em que ry, 13, 13,..., p, S80 raizes de P(x).

Demonstracdo: Como P(x) tem grau n =1, isso implica que ele tem pelo
menos uma raiz complexa, de acordo com o teorema fundamental da algebra.
Supondo que r; € uma das raizes, podemos aplicar o teorema de D’Alembert para
afirmar que P(x) é divisivel por (x —r,), ou seja

P(x) = (x —7r1)q.1(x) 0.

Se g,(x) é um polindmio de grau n—1 = 1, entdo pelo teorema fundamental
da algebra, g,(x) admite pelo menos uma raiz complexa. Supondo que r, seja outra
raiz, temos pelo teorema de D’Alembert que g,(x) é divisivel por (x — 1), isto é

q1(x) = (x —12)q2(x)  (2).

Do mesmo modo, se g,(x) é um polindmio de graun— 2 > 1, entdo pelo mesmo
teorema fundamental da algebra, g, (x) admite pelo menos uma raiz complexa. Seja
13 essa raiz. Pelo teorema de D’Alembert, g,(x) é divisivel por (x —13), e isso pode
ser escrito como

q2(x) = (x —13)q3(x) 3.

Repetindo esse procedimento n vezes, temos

An-1(x) = (x =1)qn(x) ()

E substituindo as equacgdes dos quocientes de tras pra frente, até a equacdo

(1), dispomos de
PO = —r)(x — ) (x —13)... (x — 1) qn ().

Pela definicdo de igualdade de polinémios, g,(x) = a,. Logo,

|P(x) =a,(x—1) (x—1) (x—13)...(x —13,) |

Demonstrando o teorema.

Além disso, como 0s quocientes sdo Unicos, essa decomposicdo (ou fatoragdo)
é Unica, a ndo ser pela ordem dos fatores.
O teorema da decomposicao e sua demonstragao acima comprovam que:

Um polindmio de grau n tem exatamente n raizes complexas.

No entanto, essas raizes ndo sdo necessariamente distintas, ou seja, r; pode
ser igual a r, que também pode ser igual a qualquer outro 7,,, gerando fatores
repetidos na decomposicdao na forma:

Coo =1 )%,

Onde a é denominada de multiplicidade da raiz r;,.
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Exemplo: P(x) = 2(x — 3)3(x + 1).
Esse polindmio possui trés raizes (tem grau 3), sendo duas rafzes iguais a 3 e uma

igual a -1. Portanto, a raiz 3 possui multiplicidade 2 e a raiz -1, ndo possui multiplicidade.

20 exemplo: P(x) = x7.(x — 4)°.

Esse poliné6mio possui como raizes o zero de multiplicidade 7 e 0 4 de multiplicidade

Em muitos contextos, os termos '"raizes" e '"solugBes" sdo utilizados
indistintamente. No entanto, a distingdo entre eles pode surgir ao discutir a
quantidade de solugBes de uma equagdo polinomial em comparagdao com a
quantidade de raizes do polindmio equivalente. No 22 exemplo anterior, o polinédmio
P(x) =x7.(x —4)® possui 10 raizes, enquanto a equagao x”.(x —4)3 = 0 tem apenas
duas solugdes: {0, 47}.

39 exemplo: Vamos escrever um polindmio de grau 3, que possui as seguintes
raizes 1, -2 e 3.
Solucao: Como o grau do polinédmio é 3, entdo 1, -2 e 3 sdo as Unicas raizes. Pelo
teorema da decomposicio, temos
P(x)=a,(x—1) (x—(=2)) (x—3)
Plx) =a, (xr—1) (x4 2) x —3)

P(x) =a, (x®—2x? —5x + 6)|
n

Observacdo: Podemos gerar varios polinédmios que tem como raizes 1, -2 e 3, basta
atribuir valores para a, diferentes de zero. Como exemplo, para a,=1, o polinémio é
P(x) = x% —2x%2 — 5x + 6.

4° exemplo: Vamos escrever um polinédmio de grau 4, que possui as seguintes
raizes —3i e 3i, ambas de multiplicidade 2.

Solucgao: Como o grau do polindmio é 4, os complexos —3i e 3{ sdo as Gnicas raizes.
Pelo teorema da decomposicdo, dispomos de

P(x) =a,(x —3D%(x —(—30D)> = P(x) =ap,(x*—9i®)* = P(x) = a,(x* +9)* =

[P(x) = a,(x* + 18x + 81)]

Agora, vamos demonstrar um teorema sobre as raizes complexas ndo reais de
um pelindmio.

Teorema 16.2.7.3: Se o nUmero z = a + bi é raiz complexa ndo-real de um
polindmio com coeficientes reais, entdc o conjugado desse nlUmero, ou seja, z =

a— bi é também raiz do polinédmio, com mesma multiplicidade.
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Demonstracao: Considerando
P(x) =ap.x™ + Ay X" + Ay x" %+ +a,.x% + a;.x + ay (de graun = 1),
devemos provar que, se

n—1 2

P(z)=a,.z" + dy_1.2 + Ay.2" 4.+ azz +a;.z 4+ ay =0,
entdo, p(Z) = 0. Isto &,
P(Z)=0a,2Z" + a4, 1.Z% 1 + 4, 5.Z" 2+...+a,.2% + a,.Z + a, = 0.

Com efeito, como a poténcia do conjugado de um complexo equivale ao
conjugado da poténcia desse complexo (use a 1a férmula de Moivre para constatar
esse fato), podemos reescrever essa expressdo cComo:

P(E)=a,z" + a, 1.2" ' + a,_,.2" 2+. ..+ ay.2% + a;.Z + ay.

Uma vez que os coeficientes sdo reais, podemos novamente reescrevé-la da
seguinte forma:

P(Z) =@, z" + G, .2" ' + @, 5.2" 2+...+ Uz.22 + G[.Z + To.

Visto que o conjugado do produto equivale ao produto dos conjugados,
dispomos de

P(Z)=a,2z" + a,_1.2" 1 + a, ,.z2" %+...+a,.2° + @;.Z + dg-

Por fim, o conjugado da soma equivale a soma dos conjugados, e desse modo,

P@)=a,7z" + d, 1.2" 1 + a, 2.2" %+...+ d2.2° + a;.Zz + dg.
Isso prova de um forma geral que, P(¥%) =P(x) quando P(x) possui
coeficientes reais. Particularmente, p(z) = 0 se, e somente se, p(Z) = 0.
Agora, considerando que z tem multiplicidade «, temos pelo teorema da
decomposigao que
P(x) = (x—z)".Q(x0).
Desse modo,
PX)=(Xx—2z)* QX)) = (x—Z)*Q®) = (x —Z)*Q(x)
P(x)

O que demonstra que z tem também multiplicidade «.

Assim, por exemplo, se 2 + i é raiz de um polinémio, 2 - i também serd. Da
mesma forma, se V3 — 4i é raiz de multiplicidade 5, de um polinémio, entdo V3 +
4i também sera outra raiz de multiplicidade 5 do mesmo polindmio.

Importante ressaltar que esse teorema sé se aplica a equagdes polinomiais (ou
polinédmios) com coeficientes reais. Por exemplo, a equagdo x* + 8ix = 0 possui 2i
como raiz:

x* + 8ix = (2D*+ 8i(2i) = 16i* +16i2 =16 — 16 = 0.

Porém, o seu conjugado —2i, ndo. Veja:

x4+ 8ix = (=2D)* + 8i(-2i) = 16i* —16i2 =16+ 16 = 32.
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19 exemplo: VYamos escrever um polinébmio de grau 5 de coeficientes reais,
que possui as seguintes raizes: 1, 2i, 3 —i.

Solucgao:

De acordo com o teorema 16.2.7.3, se 2i e 3 — i sdo raizes, entfo os seus conjugados -
2i e 3 + i também sdo. Como o polindémio é de grau 5, dispomos, assim, de todas as suas
raizes.

Escrevendo o polindmio consoante ao teorema da decomposicdo, temos:

Px) = o (e— L) oe— 20) (ot 26 (— (3 F))(— (3—8))
Px)= d,(0— D™ —4i#) (#%— (3 —— {3 )+ (344). (3 —1)
P(x)=a,(x —1)(x*+4)(x*—3x+3ix—3x —3ix+9+1)
P(x) = a,(x — D(x* + 4){(x* — 6x + 10)

[P(x) = an(x® — 7x* + 20x3 — 38x2 + 64x — 40)|.

Fazendo a, =1, encontramos P(x) =x%—7x*+20x® — 38x? + 64x —40. Esse

polinémio possui raizes 1, 2{, 3 — i.

29 exemplo: Se um polindmio de coeficientes reais possui como raizes 1—1i,
i, V5 +1i, de multiplicidade 3, 4 e 1, respectivamente. Qual o grau minimo desse
polindmio?

Solugao:

Para cada raiz complexa de um polindmio, temos obrigatoriamente o seu conjugado
com mesma multiplicidade. Assim, as outras raizes sdo 1 + { de mesma multiplicidade 3,
—i de mesma multiplicidade 4 e VB —ide multiplicidade 1, totalizando, no minimo, 6 4+ 8
+ 2 = 16 raizes. De acordo com o teorema fundamental da algebra, o grau desse polinémio

é no minimo 16.

32 exemplo: Mostre que, o grau n de um polinédmioc de coeficientes reais e o
numero p de raizes reais desse polinédmio, possuem a mesma paridade.

SoluGgao:

Com efeito, se o polindmio possui coeficientes reais, entdo ele possui um niimero par
de raizes complexas nio reais. Para cada raiz complexa nio real, existe outra raiz
conjugada. Nesse contexto, se o polinémio em questdo tem um numero k de raizes
complexas, entao

n=p+k.
Como k é par, n e p possuem mesma paridade (ambos sdo pares ou ambos sio

impares).

Observagao: Daqui por diante, as raizes complexas ndo reais serdo
simplesmente denominadas de “raizes complexas”, enquanto as raizes complexas
reais serdo denominadas apenas de “raizes reais”.
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16.2.8. Reduzindo o grau de uma equagcao polinomial

Foi dito anteriormente que se r € uma raiz do polindmio P(x) de grau n, entdo
p(x) = (x —1r).q(x), onde g(x) é um quociente de grau n - 1. Observe que as raizes
de g(x), que tem grau menor, sdo as outras raizes de p(x). Logo, usando a divisdo

_ ™)

=7 3 podemos reduzir o grau do polinomio e encontrar, dependendo da nova
x—r

equacao, as outras raizes que faltam.

Exemplo: Resolva a equagdo 2x3 + 12x? + 22x + 12 = 0, sabendo que uma das
raizes é -1.
Solugao: Como todos os coeficientes sao multiplos de 2, podemos simplificar a
equacao polinomial dividindo-a por 2. Isso nos da
x> +6x2+11x+6=0.
Como uma das raizes é -1, entido o polindmio pode ser escrito na forma
P(x) = (x+ Dq(x)
x3+6x2+11x+6 = (x+ Dq(x)
As raizes de g(x) sdo as outras raizes de p(x). Dividindo p(x) por q(x), temos a partir
do algoritmo de Briot-Ruffini que
-1 |1 B8 11 &

| 1 5 6 | 0 = (o resto sempre sera zero, pois sao divisiveis).
S B By B

q(x) r(x)

Como q(x) = x? + 5x + 6 é um polindmio do 22 grau, podemos encontrar suas raizes.

a=1
x> +5x+6=0{b=5=
&= G
—b++Vb2 —4ac —-5++52—-416 —5++1 {xz -
— — = = |
e 2a 51 21 x' =—3

Dessa forma, as raizes de p(x) sdo: -1, -2 e -3, cuja decomposicio é P(x) =
2.(x+ D (x+2)(x+ 3).

Com ajuda de um software de computador, foi

2

construido o grafico de p(x) no plano cartesiano. Nele, é
possivel visualizar as raizes reais, que correspondem aos
pontos onde o grafico intersecta o eixo x. Nesses pontos, o /\
valor de p(x) é igual a zero. < — -
Observagdo: No plano cartesiano, x € R e y € R, \/

portanto, é possivel identificar somente as raizes reais (e

nao as complexas) de um polinémio.
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NUMEROS COMPLEXOS E POLINOMIOS

20 exemplo: Resolva a equag3o x* + 4x3 + 5x? + 4x + 4 = 0, sabendo que uma
das raizes é i.
Solugdo: De acordo com o teorema 16.2.7.3, se i é raiz do polinémio P(x) = x* +
4x% + 5x% + 4x + 4, entdo - i também é. Portanto, usando a decomposicio, temos
P(x) = (x — D{x +i)q(x)
P(x) = (x —iM)q(x)
P(x) = (2% + 1)q(x).
Dividindo o polindmio x* +4x% + 5x? + 4x + 4 por x? + 1, encontramos g(x) que

possui as outras raizes.

x—‘:= Y Ax? + 5% 4+ 4| 2+
—x%— x? X+4x+4 — q(x)
A o da? L AKX 4
—4a% —4x" Outra solugiio é usaro algoritmo de Briot-Ruffini
40.‘_'2 +4 duas vezes, uma com i ¢ outra vez com - i
—4x7 4"

0 = pois p(x) é divisivel por g(x).
As raizes de g(x) sdo as outras raizes de P(x). Como g (x) neste caso é um polinémio

do 2° grau, podemos encontrar a solucao.

a=1
X+4x+4=04{b=4=
c=4
_—b+VbZ—4ac —4+V47—414 —4+\0
= 2a - 2 !

= {i: z :g (multiplicidade 2).
Dessa forma, as raizes de P(x) sdo i, - i e -2 (com multiplicidade 2), e a decomposicao
é dada por
P(x) = (x — D{x + D) (x + 2)2.
O grafico de P(x) esti a seguir. Como mencionado anteriormente, somente a raiz
real -2 é visivel no grafico, enquanto as raizes complexas { e —i nio podem ser
[

representadas no plano cartesiano.
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' EXERCICIOS 16.9 |

1) Resolva a equacgdo x3 — 5x* + 2x + 8 = 0, sabendo que uma das raizes & 4.

2) Resolva a equagdo x*+3x% + 11x* + 27x+ 18 =0, sabendo que uma das
raizes é 3i.

3) Resolva a equagdo x° —4x*+25x3 — 74x* + 144x — 160 = 0, sabendo que

duas das raizes sdo 1+ 2i e 4i.

4) Qual o grau minimo de um polinédmio de coeficientes reais, que possui como
raizes o 7i, 3 —4i e o 5 com multiplicidade 3?

5) Qual o grau minimo de um polindmio de coeficientes reais, que possui como
raizes o —4i com multiplicidade 2, 9—i com multiplicidade 5 e o zero com
multiplicidade 97

6) (PUC-SP) Os numeros i e 2i sdo raizes de um polinbmio p de grau n e
coeficientes inteiros. O valor de n é:
a) igual a 1.
b) igual a 2.
Cc) menor que ou igual a 3.
d) menor que ou igual a 4.
e) maior que ou igual a 4.

7) Marque V para verdadeiro e F para falso:

a) ( ) Todo polinémio de grau n possui exatamente n raizes distintas.

b) ( ) Todo polindmio de grau n possui no maximo n raizes distintas.

c) ( ) Se um polindmio que ndo tem necessariamente coeficientes reais,
possui a + bi como raiz complexa, entdo a — bi é também raiz desse polinémio.

d) ( ) Se uma equagdo polinomial de coeficientes reais tem grau impar,
entdo ela admite um numero impar de raizes reais.

e) ( ) Se uma equagao polinomial de coeficientes reais tem grau par, entao
ela sé admite raizes complexas.

f) ( ) Todo polindmio admite um numero par de raizes complexas ndo reais.

g) ( ) Todo polinémio com coeficientes reais, que admite raizes complexas,
possui um ndmero par de raizes complexas.

h) () Um polindmioc que admite a como raiz &€ divisivel por x - a.

i) ( )Um polindmio que admite 2i como raiz & divisivel por 2i.

8) (ITA) A equagdo agx® +ax* +a,x% +azx” +asx +as =0
a) s6é admite uma raiz de multiplicidade 5.
b) se tiver apenas 2 raizes de multiplicidade 1, existe uma raiz de
multiplicidade 2.
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c) se tiver uma raiz de multiplicidade 3, tem duas raizes de multiplicidade 1.
d) se tiver apenas 4 raizes distintas, uma delas tem multiplicidade 2.
e) se tiver uma raiz real, todas serao reais.

9) (PUC-SP) O nimero de raizes reais do polinémio P(x) = (x? +1)(x — 1)(x +
1), é:

ayo. b)yi. 2. d)3. e)4.

10) (ITA) Se 1 é uma raiz de multiplicidade 2 da equagdo x* + x%2 + ax + b =
0, com a,b € R, entdo a? - b® é igual a

a)-64. b)-36. c)-28. d)18. e) 27.

11) (CESGRANRIO) Um dos fatores de P(x) = 2x% —11x2+17x—8 é (2x —1). A
maior raiz de P(x) é:

ayl. b)2. c¢)3. d)4. e)6.

12) (UFRN) Se 2 é raiz de multiplicidade 3 da equagdo x* —9x% + 30x2 — 44x +
24 = 0 entdo seu conjunto solugdo é:

a){1,2}. b){1,3}. <¢){2,3} d){1,2, 63} e){1,2 3, 4}.

13) (UFRGS) O gréafico de uma fungido polinomial y = p(x) do terceiro grau
com coeficientes reais esta parcialmente representado na tela de um computador,

como indica a figura abaixo:

O ndmero de solugdes reais da equagao p(x) = 2

(LS

a)1l. b) 2. c)3. d)4. e)5.

14) (PUC-RS) O gréfico na figura é de uma fungdo f: R—» Rem que f(x) é um
polinémio do 3°© grau. Para equagdao f(x)= O,
afirmamos:

I) o termo independente de x é igual a 2,

II) suas raizes sdo -2, 2 e 1,

III) suas raizes sao -2, -2 e 1,

IV) suas raizes sdo -2, 1 e 1.

Esta(do) correta(s) a(s) afirmativa(s):

a)l B)III c)lell d)III e)lelV

-4
N
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16.2.9. Relagdo entre coeficientes e raizes

Nesta subsegdo, iremos deduzir as relagdes entre os coeficientes de um
polindmio (ou equagdo polinomial) e suas raizes.

Uma equagdo do 20 grau pode ser escrita (segqundo o teorema da
decomposigao), como:

ax?+bx + ¢ = alx—ry) (x—13)

ax?+bx + ¢ = ax®—(ry +1r)x +71.72

—b
"ty = =l €72 =§ (relagdo ja vista em fungdo quadratica).

Uma equacgdo do 3° grau pode ser escrita como:
ax® +bx? + cx+d = a(x — 1) (x —12)(x — 13)

b d
% +Ex2 =+ %x +E = x3— (7‘1 + 1y +r3)x2 + (7‘1.7”2 + 1ry.13 + Tz.T3)x —7Tq1.72.73

—b C —d
ATy = | [T Ty = —

a

er.re.ry =

De uma forma geral, dado o polinémio P(x)=a,.x™ + d,_;.x""1 +
Ay . X" 24+, 4+ay.x% + a,.x +ay=0 e suas raizes ry, 1y, 73,..., n, temos pelo
teorema da decomposigdo que

Ay X" + Af 1.2 4+ Ay X2+ +A.x% + A A =(x—1) (x —73) (x —

12). . (X —13).q(x).
Ao desenvolver essa expressao encontramos as identidades a seguir.

. —an—1
Soma das n raizes: 1+ ry+ 13+... + 15, = T"
A soma dos produtos das raizes tomadas:
& _ Qn_2
e Duas a duas: 7.7 +1.73 + 1Tyt + T 1.7y = ”
n
~ pa —dn-3
o Trés atrés: 1.1, 13 + 1. 757 + 1.7 T5+...+T, 2.7 1.7y = —
g1
-u"a, ..
e mam! 1.3 iyt T 13 Ta (m2) T = B —
1
, (-".a,
Produto das n raizes: ry.ry.1r3...15, = —Y
T

Essas relagdes sdo conhecidas como relagdes de Girard, em homenagem ao
matematico Albert Girard (1595, 1632).

Resumindo as relagfes acima, podemos dizer que a soma das raizes de um
polindmio é o valor negativo do quociente do segundo coeficiente pelo primeiro
(a,). O produto das raizes € o valor negativo, se o grau do polinédmio for impar, ou
positivo, se o grau do polindmio for par, do quociente do Ultimo coeficiente (a;y)

-0Ma,_

pelo primeiro (a,). E as raizes tomadas m a m sdo dadas por =
T
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Exemplo: Calcule a soma e o produto das raizes do polinédmio x2 —5x + 6 = 0.
Solucgao: Conforme as relacdes de Girard, podemos calcular a soma e o produto das

raizes de um polindmio sem precisar calcular as rajzes uma a uma. Segundo essas relagdes,
—~p _—(—5
L+, = —= ( )=> ri+r=>5
a 1
rn=g=%=
e 1-72 = 6.

2° exemplo: Escreva as relagdes de Girard para 3x3+ 2x2 —6x +9 = 0.
Solugao: Nomeando os coeficientes para ax® + bx? + cx + d = 0,temos
—b —

T+ t+ry = T = r1+r2+r3=T.

=g =9
ri.72.73 :T:T: .75.¥3 = —3|

Tomando as raizes duas a duas, encontramos

é -6
PiaFa o PP s Py = e o [+ + 1y = 2]

392 exemplo: Resolva a equagdo 2x3 +12x%2 + 22x + 12 = 0, sabendo que uma

das raizes é -1.
Solugao: Esse exemplo ja foi resolvido na se¢ao 16.2.8. Agora, vamos resolvé-lo

utilizando as relagdes de Girard.

Nomeando os coeficientes para ax® + bx? + cx +d = 0, temos

=12
i b e s [ +13 +13 = —6|

Se uma das raizes é —1, entio

(D4+nrn+rn=—6=2n+r=-5 = (_1)
—-12 -6
TTe T3 = —o— = T 1.1y = —6 = (—1.1r.1ry=—6 = (2).

Substituindo (1) em (2), encontramos
(=5—13).r35 =6 =>|r32+5r3+6=0|(a= 1,0 = B = 6L
_—btABE—2af —5+452 —41.6 —5+.1 {r3’=—
s = 2a L CE] TT 21 Tl =-3

Parar; = —2,temos 1, = —3 e pararz = —3, temos 1 = —3. S={-1,—-2,—-3}

40 exemplo: Calcule a soma dos inversos das raizes de x* + 4x3 — 5x2 + 7x —

1=0.
_ ) . 1 1 1
Solugao: A soma dos inversos é o valor de — +— 4+ — + —, 0 que corresponde a
o s Tq
Soma das raizes tomadas 3 a 3

You Tty F PLaFaeTi + Tl B T laTeats

€13,

T 72131y

Produto das raizes
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(=13 i = =7

1. 151 T 1.753.7 T 1. V. 7y T+ 711013 = i = =T=_7
4 4
4
o ey ) Nae B =L 1
e e e S R TR
an d,, il

Substituindo ambos os valores em (1), obtemos _—1 =7.

50 exemplo: Resolva x° + x* + 5x% + 5x2 + 5x + 4 = 0, sabendo que uma das
raizes é —2i e a equacdo possui uma raiz tripla.

Solugao: Ja sabemos que além de -2i, 2i também é raiz. E que nenhuma dessas raizes
possui multiplicidade 3, pois para isso, o grau minimo do polindmio deveria ser 6 (veja

que o grau do polindmio é 5). Utilizando essa informac¢do no produto das raizes,

encontramos
raizirivla. —2i 2i 5
i il 8. S o g W
r.r.r .71y .Ts == —=—4 =
iy i1

ri(-2)=—4 = rid4= 4 = ri=— = r=-1 [S=(1-2021}]

EXERCICIOS 16.10

1) Escreva as relagdes de Girard para x® + 10x2 — 10x + 1 = 0.

2) Escreva as relagdes de Girard para 3x* + 6x® +9x2 — 6x + 1 = 0.

3) Se ry, 1y, 73,7, s30 raizes da equagdo x* + 5x3 — 7x2 + 2x — 3 = 0, calcule:
ayim+ 1o+ s+ 1y
b) r.1p.13.7
C) 1.5 1y + 1. 13. 7 + 1757, + 17575

1 1 1

e e
2 r3 Ta

1
d —+
T4,

4) (UFRS) A soma das raizes da equacgdo x* —1 =0 é:
a) 2i b)4 c¢)22i d)l1 e)o

5) (UFSE) A soma e o produto das raizes da equagdo x® +x2 —8x +4 =0 sdo

respectivamente:
a) —8e—4 b)—8e4 c)—4el dy—1le—4 e)de8

6) (UFRS) O produto das raizes da equagdo (x —2)(x2—3x+2)* =0 é&:
a) —16 b)—4 c)4 d)13 e)16
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16.2.10. Pesquisa por raizes racionais

Vimos que, para calcular as raizes de um polindmio de grau n = 3, € preciso
ter no minimo uma raiz conhecida ou informacgdes sobre a relagdo entre essas

raizes. No entanto, na auséncia dessas informacdes, podemos aplicar o seguinte
teorema sobre raizes racionais.

Teorema 16.2.10.1: Se uma equagdo polinomial

P(x) =Qpn.x™ + Ap_1. X" + Ay p.x™ 24+ . +ds.x%2 + a1.x + @g =0

de coeficiente inteiros (a, # 0), admite uma raiz racional %’ entdo p é divisor

de a, e g é divisor de a,, (com p e Z e q € Z — {0}, primos entre si).

Demonstraciao: Se % é raiz de p(x), entdo

an.(g)n + an_l.(g)n_l + an_z.(g)n_z +...+a2.(%)2 + al.(%) + ag =0.

Multiplicando tudo por g™,

Ap. P + Ap_1. PV LG + Az p" 2. 9%+ 4+ a.p%. g% + apg"T + ap.qt = 0.

Isolando a,.p™ na igualdade acima, vemos que ele € divisivel por g. Como p e
g sdo primos entre si, a,, é divisivel por q.

Isolando agora, a,.q™ na igualdade acima, vemos que ele é divisivel por p.
Como p e g sdo primos entre si, a, é divisivel por p.

E importante observar que, se a,, = 1 e os demais coeficientes sdo inteiros,
o polindmio apresenta apenas raizes racionais inteiras e ndo fraciondrias. Nesse
caso, € suficiente pesquisar somente por ndmeros que sdo divisores de ag.

Exemplo: Resolva a equagdo x3 —4x2 + 6x—4 = 0.

Solucgao: Como a, = 1 e o demais coeficientes sdo inteiros, as provaveis raizes da
equacdo sdo os divisores de ag = —4. Sdo eles: {-4, -2, -1, 1, 2, 4}. Calculando os valores
numéricos do polinémio para esses valores, temos, respectivamente:

(—4)% —4(—4)2+6(—4)—4=—64— 64— 24— 4 = —156 (ndo éraiz)
(=2)2 —4(—-2)2+6(—2)—4=—-8—16 —12 — 4 = —40 (nio é raiz)
(—1)® —4(—1D2+6(—1)—4=—-1—4—6—4=—15 (néo é raiz)
1°—4.124+61—-4=1—4+ 6 —4 = —1 (nio é raiz)
23 -4.22462—4=8—16+12 —4 = 0 (éraiz).
Como 2 é raiz, o polindmio x3 — 4x2 4+ 6x — 4 é divisivel por (x — 2). Utilizando o

algoritmo de Briot-Ruffini, dispomos de:

2 |1 -4 &| —a
— Outra solugdo € usar o método da chave ou as
relacdes de Girard.
|1 -2 2' 0 ¥
S T e — | W <
q(x) r{x)
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O polinédmio x® — 4x? + 6x — 4 pode ser escrito como:
(x2—2x+2)(x—2)

Calculando as rafzes de x? — 2x + 2, encontramos

a=1

qu? = 2xF2 =0 =4h =—2=
c=2

—b+vVhZ —dac —(-2)++(—2)2—412
¥ = = =

2a 2.1

2xvV—4  2F4L x' =1+2i

= = 3

2.1 2 x'=1—2i

[$=1{2,1+2t,1—21}}

2° exemplo: Resolva a equagdo 2x3 —x2+ 6x —3 =0.
Solucgao: Como a, = 2 e o demais coeficientes sfo inteiros, as provaveis raizes da
equacdo sdo os divisores de ag = —3, que sdo p = {-3, -1, 1, 3}, combinados com os

divisores de a,, = 2, que sdo: g = {-2, -1, 1, 2}. Entdo, as provaveis raizes sdo

p_{S 33—3 11 1—1}
q_zl 112)21) )2 1

Observe que a raiz ndao pode ser negativa, pois assim, os termos serdo todos

1
negativos. Testando somente os positivos, vemos que o é raiz.

1

= 2 —1 +6|—3
2
|2 0 6|9_,
q(x) r{x)
—6
g(x) = 2x2+6 = 2x2+6=0 = 2x2=-6 = x2=7 =
x?2=-3 =>x=4_r\/—_3=>{x=\/§i.
x = —3i

S ={%,\/§i,—\/§i}.

Um “truque” bastante U(til na busca de raizes é observar a soma dos
coeficientes do polindmio. Caso essa soma seja zero, 1 é raiz do polinédmio.

Para a demonstragao desse fato, basta ver que a soma dos coeficientes de um
polindmio P(x) é igual ao valor numérico P(1). Veja:

P(x) =tp.x™ + Ap_1-X"" 1 + Ay X" 24+ dz.x? + a1.x + ag

PY=a, + ap_1 + An_s+...+az + a;, + ag (soma dos coeficientes).

Assim, quando a soma dos coeficientes de um polinédmio for zero, significa que
P(1)=0, e consequentemente, pelo teorema de D'Alembert, 1 € raiz do polindmio.

Exemplo: Resolva a equagdo x* —6x2+8x—3=0.
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Solugao: A soma dos coeficientes é zero, entdo o nimero 1 é uma das raizes.

1) | 1 0 -6 8 l -3
| A i -5 3 | 0
q(x) e

A soma dos coeficientes de g(x) também é zero, o que implica que g(x) tem o 1 como

raiz.
1 | 1 i -5 |3
| 1 2 -3l0
q'(x) r(x)

Por sorte, a soma dos coeficientes de g’ (x) também é zero, o que indica que g'(x) tem

o 1 como raiz também.

1 1 2 =3
i3] o
peren Ay
Por fim, x + 3 =0 = x = —3 (a outraraiz).
S ={1,-3}.

Exemplo: Calcular a soma dos coeficientes do polindmio
P(x) = 5(x — 2)1099 (x2 — 2x + 2)100
Solugao: Mesmo que nao seja trabalhoso, ndo ha necessidade de desenvolver os
polinédmios e calcular a soma de seus coeficientes. Conforme ja visto, basta calcular p(1).
P{1) =5(1—2)1%0 (12 - 21+ 2)*°=51.1=5.

-1 .

Resposta: A soma dos coeficientes é 5.

EXERCICIOS 16.11

1) Resolva as equacgdes.
ay —x*+3x2—4x+2=0
b) x* —5x2+4=0
c) 2x*—5x3+4x2 —-5x+2=0

2) (UNIFOR-CE) Sabe-se que o polinédmio f{x) = 2x® + x* — 4x — 5 admite
uma raiz racional. As outras duas raizes desse polinémio sdo nimeros:
a) divisiveis por 2.
b) fracionarios.
C¢) nao reais.
d) primos.
e) irracionais.
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3) (ITA) Seja R o corpo dos nimeros reais. Em relagdo & equacdo: 5x% —15x% —
15x — 20 =0, x € R, podemos afirmar que:
a) ndo tem solugdo.
b) tem somente uma solugao.
c) tem duas solugdes distintas.
d) tem trés solugdes distintas.
e) n. r. a.

4) (FGV) A equagdo polinomial (x — (x> + D+ (x+ x> —1) = O
apresenta:
a) 3 raizes inteiras.
b) uma raiz igual a - 1.
c) duas raizes irracionais.
d) 3 raizes irracionais.
e) duas raizes complexas conjugadas.

5) (UNIMONTES) Seja P(x) = (x°% + 1)19°, Calcule a soma dos coeficientes de
P(x).

6) (PUC-RIQ) Ache a soma dos coeficientes do polinémio (1 — 2x + 3x%)3.

7) (MACK-SP) Considere o polinémio:
P(X)=0p.X™ + Ap_1. X" + ap_2. X" 24 +a,.x% + a,.x + ag
Sabe-se quea, + Au_q + AQn_+...+a3 + a; + Ao € a soma dos coeficientes de
P(x). Nestas condigBes, a soma dos coeficientes do polindmio P(x) = (4x3 — 2x2 —
1)3¢ é&:
a)o b)-36 ¢)1 d)-1
8) Seja o polindmio P(x) = (4x*> — 6x + 1)°(3x — 1)*. A soma dos coeficientes
deste polindmio é:
a) 20 b) 18 c) 12 d) -16
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17. INEQUACOES E FUNCAO MODULAR

Nesta unidade, retomaremos aos estudos das fungbdes afins, quadraticas,
exponenciais e logaritmicas, porém em forma de inequacdes. Os estudos dessas
inequacgdes servirdo como desenvolvimento mais compreensivel das fungdes
modulares, que também estdo nesta mesma unidade, além de servirem de base

para a analise de outras fungdes no volume 4 dessa colegao.

17.1. Inequacoes

Definicdo 17.1.1: Denomina-se inequagido toda sentenca matematica que
apresenta uma desigualdade (ou uma n3o equivaléncia) e que utiliza os simbolos:
#,>,<, >e <,

Sua resolucao consiste em obter todos os valores de x restritos a um conjunto
numérico especifico, como N, Z @, 1 ou normalmente R, que tornam a desigualdade

verdadeira.

17.1.1. Inequagdes do 1° grau

Denomina-se inequagao do 1° grau toda desigualdade que pode ser reduzida a
uma das formas: ax + >0, ax + b>0,ax + b<0 eax + b<0.

Ha duas formas de resolver esse tipo de Inequagdo. A primeira delas é
considera-la uma fungdo afim, calcular o zero dessa fungdo e analisar o sinal a
esquerda e a direita desse zero. A solugdo € o intervalo que corresponde ao sinal
que satisfaz a desigualdade.

Exemplo: Resolva em R a inequagao 2x — 10 < 0.

Solugao: Calculando o zero da fungao

P — 10 =B Sr—=1b = 5= [Fo9]

2
F uma reta crescente (observe que a=23>0), que ++++
intersecta o eixo x no ponto 5. Os valores a esquerda sao |[===--- 5

negativos e a direita sdo positivos. Veja o grafico ao lado.

Como o enunciado solicita < 0, a solugao esta a esquerda de

B, istor€; e = 5. Portanto,| S = fx € Rlx<blou S = (—00,5[|.



2° exemplo: Resolva em R a inequagao —3x — 12 > 0.

Solugao: Ao calcular o zero da fungao, encontramos
12
—Bx — =10 = 8¢ =12 =sxr=—7 =[x =—4]|

E uma reta decrescente (a = —3 < 0), que intersecta o

eixo x no ponto —4. Os valores a esquerda sao positivos e a

direita sao negativos. Veja o grafico ao lado.

Como o enunciado solicita = 0, a solucio é x < —4.

[ ={x e R|x =—4}ou § = (—,—4]|

Observacdo: Para a representagao do ponto no grafico, utilizamos:

O = para ponto aberto quando a desigualdade nao inclui a igualdade (>, <);
® = para ponto fechado quando a desigualdade inclui a igualdade (=, =<).

Veja no grafico do 1° exemplo que o ponto (o zero da funcgdo) esta aberto, e
no grafico do 2° exemplo, fechado.

Outra maneira de resolver uma inequacédo do 1° grau é desenvolvé-la utilizando
as operagoes inversas ao trocar de membro, como se fosse uma equagao do 1°
grau. A Unica diferenca esta ao final do desenvolvimento, caso o coeficiente da
variavel ocorra negativa, por exemplo, —ax, é preciso multiplicar toda a inequacgao
por -1 e inverter o sinal da desigualdade: de maior (>) para menor (<) ou menor
(<) para maior (=), ou de maior ou igual (=) para menor ou igual (<), ou ainda, de
menor ou igual (<) para maior ou igual (=), conforme cada caso.

Vamos resolver os dois exemplos anteriores.

1° exemplo: Resolva em R a inequagdo 2x — 10 < 0.

Solugéo: 2x — 10 <0 = 2x <10 = «x <%=>
[S={x € Rlx<5}ou § = (—=,5[}|

20 exemplo: Resolva em R a inequagdo —3x — 12 = 0.

S°|u9a°: Coeficiente da variavel negativa (—3x). Devemos
—3x — 12 >0> —3x>12 (X—l) & multiplicar por -1.

I =—12 Observe a inversédo do simbolo da desigualdade de = para <.
g P

x<Ps F=A>[S=(xecRlx=-Hous = (—=», 4]

A seguir estd outro exemplo que também podemos aplicar esse método.

3° exemplo: Resolva em R a inequagao —x — 12 < 3x + 4.

Solugéo: & Coeficiente da variavel
—x — 12 €3x+4 = —x—3x < +4+12 = —4x < 16 (x-1) [ nesauiva (e

Devemos multiplicar

4x > —16 4—““' Atencio para inversio do simbolo. por -1.

x 2oz 4l>[S=(x € Rlx = 4jou 5 =4 +o)]
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17.1.2. Sistema de inequacdes e inequagdes simultaneas do 1°
grau

Sistema de inequagdes: Um sistema de inequacdes do 1° grau é composto
por duas ou mais inequagoes do 1° grau que devem ser satisfeitas pela mesmas
variaveis.

—2x<1

Exemplo: Resolver em R o sistema {gx li<s

Solugéao:

Resclvendo a primeira inequacao:

3 —2x €1 =2 -Rx<Ll—3=> 2x£-2X-"1)=>x =

NN
]
=
\
o=y

5 =fx e Rlx = 1}

Resolvendo a segunda inequacao:

6
3x—1<5 = 3x<5+1 =2 x<g =[x <2] =[S = {x € RIx<2}|

Como as inequagtes devem estar satisfeitas pelas mesmas variaveis, devemos fazer

a intersecao das solugdes:

1
1
i 2 Ver subse¢io 1.2.7 -
S, . 2 volume 1, sobre
. / intervalos numéricos.
1 1
S$=5NS; ® 5
1 2

F={zx e Rl = x <« Zouf=[L2]]

Inequacdo simultinea: A inequagdo simultdnea é uma desigualdade do tipo
f<g<hf<g=<hf<g<houf<g<h. Para resolvé-la, é preciso dividi-la em
duas partes (duas inequagdes). Por exemplo, para a inequagéo f < g < h, teriamos
f<g (12 parte) e g<h (22 parte). A solugdo da inequagdo simultédnea é a
intersecgao das solugdes dessas duas partes.

Exemplo: Resolver em R a inequagao —4 < 4 —2x < 3.
Solugao:

Resolvendo a primeira parte da inequacio:

8
—4<4—-2x = 2x<8 =2x<35 = x<4]=> (S, = {x € RIx< 4}|

Resolvendo a segunda parte:

205 |



il
4—2x<3 =>—-2x<3—4 => _XS_E =5 | B

N| =

i |
=8 = {x € RleE}.

Como as inequacdes dever ser satisfeitas pelas mesmas variaveis, é preciso fazer a

intersecao das solucées:

4
Sy ©
1 i
S, 3 :
i :
$S=5N5, i &
1 4
2

1 1
s ={x€R|§§x< 4}0uS=[E,4[.

17.1.3. Inequagcgao produto e inequacao quociente do 1° grau

Na subsecao anterior, vimos que para resolver um sistema de inequagoes ou

uma inequacao simultidnea, era preciso fazer a intersecgao das solugées das

equacgoes ou de suas partes. Ja no caso de produto e quociente, é preciso

estudar o sinal de cada funcao individualmente e, em seguida, fazer o jogo
de sinal com as solugées parciais, identificando posteriormente o sinal que
corresponde ao solicitado na questdo. Essa abordagem nos permite determinar os
intervalos em que a desigualdade é satisfeita.

Exemplo (Inequacdo produto): Resolver em R a inequagdo (—3x +6)(x —

4) > 0.
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Solugao:
Estudando o sinal da primeira parte (12 fun¢io) da inequacgio:
—3x+6=0 = —3x=—6 = |[x =2|

Como a funcao é decrescente (veja que o coeficiente da variavel é negativo), temos:

—3x + 6 > 0(positivo) para x < 2. )
_3x+6<0(negativ0)parax>2.|:> ++++n e
—3x+ 6 = Qparax = 2. -

Estudando o sinal da segunda parte (22 funcio) da inequacio:
r—d=l sk,

Como a funcao é crescente (veja que o coeficiente da variavel é positivo), entao:
x —4 > 0 (positivo) para x > 4.

x—4 < 0 (negativo)para x < 4. |:> ---------- 4 + 4 4 4

o
o

x—4= 0parax = 4.



INEQUACOES E FUNCAO MODULAR

Fazendo o jogo de sinal da funcao
1 com a funcgio 2, em seus respectivos
intervalos, temos a solucido ao lado.
Como queremos a parte positiva (>0)
conforme o comando da questdo,
concluimos que a solucéio é:

[ ={x e RI2< x < 4}

2
funqéo1++++c----------
mmmmmmmm== Ykt
funcéo 2 ©
T I
Solugio o -
2 4

29 exemplo (Inequacao quociente): Resolver em R a inequagao

2x+4
<0
—x—3

Solugéao: Estudando o sinal da fun¢do do numerador (12 fungio) da inequacio
2x+4=0 =22x=4 =[x=-2}

Como a funcao é crescente (veja que o coeficiente angular é positivo), entao:

2x + 4 > O(positivo) parax < —2.
2x +4 > 0 (negativo) para x < — 2.
—2:

2x +4 = Oparax

Estudando o sinal da fungido do denominador (22 fun¢io) da inequacio
x-3=0=f=—3]

A funcéao é decrescente (coeficiente angular é negativo), dessa forma:

—x — 3 > 0 (positivo) para x < —3.
—x — 3 < 0 (negativo) parax > —3.
—3

—x—3 = Oparax

Agora, observe que o denominador precisa ser diferente de zero, entido x = —3 e,

portanto, o ponto -3 fica aberto.

Fazendo o jogo de sinal da fungao 1 com a funcio 2, em seus respectivos intervalos,

encontramos a solucdo a seguir. Como queremos a parte negativa (<0) conforme o

comando da questao, entao

- e e R
fungéo 1 _++++
++++++ P oaaaaaa
fungéo 2 ©
) - R
Solugao o °
3 2

|S ={x eR|x< —3oux = —2}|ouse preferirls

= (=, -3 U[-2,+)]

Observaciao: O jogo de sinal dos dois exemplos anteriores refere-se ao mesmo jogo de

sinal comumente utilizado na multiplicacao e na divisao.

207 |



EXERCICIOS 17.1

1) Resolva em R as inequagdes.

a)2x + 18 <0 d) —4x —12 > —-5x+1
b) =5x — 20 =0 e) —6x +13 < bx
c) —3x — 35 <1 f) —11x — 50 = 14x

2) Resolva em R o0s seguintes sistemas.
x—4<7 3x +4<2x—11
a) {—Zx—1<1 b){—7x—13<1

3) Resolva em N a inequagdo 5(x —2) < —2(x — 2).
4) Resolva em R a inequagao 2 < —4 4+ 3x < 5.

5) Ainequagac —x+8< 44+ 2x < x+ 8 tem quantas solugdes inteiras?

6) Resolver em R as inequagoes.

a) (—3x +21)(2x —10)> 0 oy AXE16
b) (—4x + 36)(—11x —121)= 0 ~BE—al
4x+26
c)(2x — 1)(2x —14)(—3x + 6)=<0 ) ﬁ>2
—x+11
—— —2)(3x—12
d——-=0 e _);_i ) o

7) (U.F.SE) Quantos nUmeros inteiros, estritamente positivos, satisfazem a
inequacdo x +%< 3x — 47

a) Nenhum b) dois ¢) trés d) quatro e) infinitos

8) (UNIFOR-CE) A solugao da inequagao gi1>0 é:
a) Q<-2 ou Q>0
b) Q<-1 ou Q<-2
c) Q>»1 ouQ <-1
d) Q=<-2 ou Q>1
e) Q<0 ouQ=>1

9) (CESGRANRIO) Os valores positivos de x, para os quais (x — 1){x — 2)(x +

3) < 0, constituem o intervalo aberto:
a) (1,3) b)(2,3) c)(0,3) d)(0,1) e)(1,2)
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17.1.4. Inequagao do 2° grau

Denomina-se inequacao do 2° grau toda desigualdade que pode ser reduzida
a uma das formas:
ax?2 + bx + ¢ >0, ax2 + bx + ¢ =0, ax?2 + bx + c<0 eax?2 + bx + ¢c<0.
Resolver essas inequagoes consiste em obter todos os valores de x para os
quais tornam as desigualdades verdadeiras.
Vamos revisar alguns conceitos sobre crescimento e decrescimento de fungao
quadratica.
Seja uma fungdo quadratica na forma f(x) = ax? + bx + ¢, vimos que:
e Quando a>0eA > 0 (dois zeros x’ e x”’): A fungdo f(x) é positiva para
x < x’ou x > x” e negativa para x’ < x < x”, conforme figura 17.1.4.1.
e Quando a<0 e A > 0 (dois zeros X’ e x”): A fungdo f(x) é positiva

parax’ < x < x” e negativa para x < x’oux > x”, conforme figura 17.1.4.2.

a>0 a<0
A>0
A>0
I” +++

Figura 17.1.4.1 Figura 17.1.4.2

e Quando A = 0 (um zero): A funcido f(x) é positiva para qualquer valor
de x (exceto o valor da raiz) se a > 0, conforme figura 17.1.4.3. E é negativa para

qualquer valor x (exceto o valor da raiz), se a < 0, conforme figura 17.1.4.4.

z
a>0 a<0
A=0 A=0
iR SEoap ap

Figura 17.1.4.3 Figura 17.1.4.4

209 |



e Quando A < 0 (sem zeros reais): A fungdo f(x) € sempre positiva para
qualquer valor de x, se a > 0, conforme mostrado na figura 17.1.4.5. E é sempre

negativa para qualquer valor de x, se a < 0, conforme figura 17.1.4.6.

a>0 a<0
A<O

+ 4+ + + FF o+ +

Figura 17.1.4.5 Figura 17.1.4.6

Exemplo: Estude o sinal da fungdo f(x) = x? — 7x + 6.

Solugao: Vamos incialmente calcular os zeros da funcéao.

a=1
x> —7x+6=0 :>{b:_7 =
c=06
_—bi\/bz—4ac_—(—7)1./(—7)2—4.1.6:'
. 2a - 21
7 25 T +5 P,
:——:;2{x',—6.
2 2 e — |

Como a equacao possui dois zeros reais e a > 0, o grafico se apresenta assim:

+++\ 6/+++

RS2

Resposta:
f(x) <0 paral<x <6.
f(x) >0parax <lex >6.

f(x) =0parax =1 ou x =6 (zeros da funcao).

2° exemplo: Resolva em R a inequacgdo x* + 2x — 3 < 0.
Solugdo: Considerando f(x) =x? + 2x — 3, vamos estudar o sinal dessa funcao e
verificar para que valores f(x) < 0.

x?+2x —3=0(a=1,b=2,c=-3).

a=1
HE g PR = B =10 :>{b=2 -
c=-—3
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INEQUACOES E FUNCAO MODULAR

_—b+VbT—dac —2+./27—41.(—3)

2a 2.1

—2:E316 —2 9 ,
= — = — =>{x,, 1 .
2.1 2 X =3

Como a funcao possui dois zeros reais e a >0, o grafico com o estudo do sinal é
+ + + R /+ + + +

E desse modo, os valores de x para x2 4+ 2x - 3 < 0 (negativo) estdo entre-3 e 1

E=fxeR|—3= x=£1]]

30 exemplo (inequacao simultanea): Resolver em R a inequagdo —2x —2 <
x2—8x+6 < —6.

Solugdo: Vamos resolver a 12 parte: —2x — 2 < x? — 8x + 6. Precisamos organizar
os termos para chegarmos a uma inequacio do tipo ax?2 + bx + ¢ < 0 e estudar o sinal

Passando tudo para o primeiro membro, encontramos

—2x—2 < x*—8x+6 > —x*+4+8x—2x—6—2 < —x’+6x—8=<0

=1
—x?+6x—8=0 2{[7:6
c=-—8
_=igek 6% — 4. (1) 08
- 2.(—1)

=
_=b +Vb?Z — 4dac
- 2a

—6+V4 —6+2 e
L A
=] ) x” = 4

Como a (in)equacao possui dois zeros reais e a <0, o grafico com o estudo do sinal é

g =

Solugdo 1

Resolvendo a 22 parte x* — 8x + 6 < —6. Passando o -6 para o 12 membro, temos

x2—8x+6 +6 <0 = x*—8x+12 <0

a=1

2_8x+12=0 =>{b=—8=>
c="12
—b+vb2—4ac —(—8)*+./(—8)2—4.1.12
X = =
2a 2l
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MATEMATICA APLICADA AS CIENCIAS AGRARIAS - CONTEXTUALIZACAO - MODELAGEM - TECNOLOGIA

8++16 8+4 = G
x=—=—:>{,, -
2 2 X =2

Como a (in)equacio possui dois zeros reais e ¢ > 0, o grafico com o estudo do sinal

fica assim:
Solugdo 2
+ 4+ 4+ +\2 %  +4+++
\:j-

A solugdo é a intersecao da solucdo de ambas as partes:

2 4
Soluggel ¢—m——r-+-—0 —  —m
2 6
Solugcao2 > e
S @ ®
4 6

[s =f{x e Rl4=< x<6}]

4° exemplo (inequacdo produto): Resolver a inequagdo (2x —6)(x? —

3x —4) = 0.
Solugao: Vamos estudar o sinal de 2x — 6 (12 parte).

6
2 =B =0 = 2x=6:rx=E:> x = 3L

we

0 estudo do sinal de x? — 3x + 4 = 0 (22 parte):

ai= 1

x2—3x+4=0 2{[;:-3 =
g = —

—b+vb2—4ac —(—3)=x./(—3)2—41.(—4)
— — =y

* 2a 2.1

3++v25 3+5 -

X=—7F=—7F">= .

2 % ? == A

Como a (in)equacio possui dois zeros reais e a >0, o grafico com o estudo do sinal,
fica assim:

++++ e et

C
o
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INEQUACOES E FUNCAO MODULAR

Fazendo o jogo de sinais:

Funcioq mmmmmmm=- 3 b+t +++
ungéo 1 P

i +4+ -1 caoons b v+t
Fungéo 2 ° Py

Jogo de sinais

A solucao requer valores positivos (conforme solicitado na questiao), que estio entre
-1 e 3 e maiores que 4. Portanto,

|S =xeR|—-1L<sx=3o0uUx> 4}|.

X%+ x—20
50 exemplo (inequacido quociente): Resolva em R a inequacao W
Solugdo: O estudo do sinalde: x + x — 20 (fungio 1):

x?+x —20=0(a=1,b=1,c=—20).
A=b? —4ac=1%? —-4.1.(—20)=1+80=|4 = 81}
—b+vVA —1+9 ' =
o = = {x 4
2 2

Como a funcao possui dois zeros reais e a >0, o intervalo é negativo para valores entre

-5 e 4 (inclusive) e positivo para os demais intervalos.

O estudo do sinal de —x? + 4 (fungio 2):

Como essa fung¢ao possui dois zeros reais e a <0, o intervalo é positivo para valores

entre -2 e 2 (excluindo -2 e 2, pois estid no denominador) e negativo para os demais
intervalos.

A representacio geral dos intervalos e a solucio é:

-5 4
Funcgéo 1 ++ + - ™" ° s
= 2
Funcio2  — — — — — °o + &+ 6~ T ===
= + + s= T ==
Solucdo @ © © ®
-5 -2 2 4

Solugao:

|S =f{x € Rlx=<—SBou—2<x< 2}|.
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EXERCICIOS 17.2 |

1)Realize o estudo do sinal das fungdes quadraticas a seguir:

a) f(x) = 5x> +2x +1 c) f(x) = —x* +4x+5
b) f(x) = 2x*> —8x +8 d) f(x) = x*
2)Para quais valores de x, f(x) = —2x* + 18x — 28 & maior que zero?

3) Determine os valores de k para que a fungdo quadrética f(x) = x*> — 4x —
k, seja positiva para todo x real.

4)Resolva em R as inequagdes:

a)9 < 3x2 1:)xz— 5x +4
b)4x? + 3x — 1< 0 3x?+4x—4
2)2 >3x + 2 e
D ) f+ PDx +4 < -5
dx(1—x) >5 2_ -
Jell=ug By D= _
el(x—3)(—x2+3x+10)=0 4x"—5x +1

5){UFU-MG) A solugdo da inequacdo simultdneax —1 < —x* — 1 < 2x — 1 é:
a){x ER| —1 < x< 0}
b) {x eR|x = 0}
AxeER|x< 2}
dy{xeR| —2<x< -1}
e){x ER|x>0}

6)(UNESP-SP) O conjunto solugdo da inequagdo (x—2)>< 2x—1,
considerando como universo o conjunto R, esta definido por:
a)l < x <5
b) 3 <«
c) 2 <
d)y1 <
e)2 <

x < 5
< 4
< 4
< 5

R

=

=

7) (UEMS - MS) Pode-se afirmar que o conjunto solugdo da inequagao
(x—3)(x2—7x + 12) <0 é:
a)S={xeR|3 <x< 4}
b)S={x€ R|x< 3oux>4}
A)S={xeR|x<3ex #0}
d)S={xeER|x< 4ex # 3}
e)S={xeR|x> 4}
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17.1.5. Inequacido exponencial

Denomina-se inequagdo exponencial, toda inequagdo que possui uma

expressdo que representa uma fungdo exponencial f: R - R* do tipo a*, com a >0

ea =+ 1.
Exemplos:
° 3x>243 13x+2>i
° (5 =75
e l —x+1 l x“=2x+1
“7 =1 - (3 <(3)

Pare resolver esse tipo de inequacgdo, devemos transformar os dois membros
da inequagdo em poténcias de mesma base (assim como acontece em equacgdes

exponenciais) e posteriormente, aplicar a seguinte propriedade conforme a base a.

e Sea>1, entdo a desigualdade se mantém entre os expoentes:

[a* > a*2 & x; > x,]

e Se(0 < a<1, entdo a desigualdade € invertida entre os expoentes:

[a*r > a™2 & x; < x|

Essa propriedade consiste no fato de que fungbes exponenciais do tipo
f(x) =a* (coma=>0e a # 1), sdo crescentes para a > 1 e decrescentes para 0 <

a < 1, conforme visto na unidade 8 sobre o assunto.

Exemplo: Resolva as inequagdes em R.
a) 3* > 243
Solucgao: Primeiro passo, igualar as bases. Para isso, devemos substituir 243 pelo

seu valor fatorado 3°.

3*>243 53*>35 = [x>35])

Como as bases sdo maiores que 1, a desigualdade se mantém entre os expoentes.

Desse modo,

|5 = {x € R|x>5}|.

b) 7x*=5x+6 =1
Solucgdo: Podemos igualar as bases, substituindo 1 por 7°.
7xZ—5x+6 <1 = 7xZ—5x+6 = 70
Como as bases sdo maiores que 1, a desigualdade se mantém entre os expoentes.
Assim,
x2—5x+6<0 =>(a=1b =—-5ec = 6)
A=b2—4a.c=(—5)2—-41.6=25—-24=|A = 1]
—b+vVA  —(—5)+VI +5+1 {x' e
= = = — .
= Em 2A 2 " =2

xE =
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O estudo do sinal de x2 — 5x + 6 é:

+++\k /++++

Como desejamos valores negativos, a solucao é |S =Jdfx E RIZ=sx= 3}|.

= (5)

Solugao: Igualando as bases, encontramos

3x+2 1
2_

1 3x+2 1 1 3x+2 1 2
— >— = (= >(=
® =z-6 =06
Como as bases estao entre 0 e 1, a desigualdade entre os expoentes ficam invertidas.

0
3x+2<2 =23x<2—-2 =3x=<0 FEEg =[x <0]

[S = {x € R|x<0}]

a@) <@

Solugao: Igualando as bases, dispomos de
1 xi—2x+1 1y~ 2% 2 1 xZ—2x+1

142\ %1
— — ﬁ — f—
@) <6 G =<6
Como as bases estao entre 0 e 1, a desigualdade entre os expoentes ficam invertidas.

—2x—2>x?—2x+1 > -2x—2—x?4+2x—1>0 =>x%?+3<0.

Para qualquer valor x a expressao x? + 3 é sempre positiva, portanto, essa inequag¢ao

nao possui solucio real, isto é, .

€e)9* —43%4+3>0

Solugao: Escrevendo y = 3%, temos

2
9%* —4.3%+3>0 = (gf) —4.3*+3>0 = |[y2 —4y +3 > 0|
X y
y2—4y+3>0 =>(a = 1,b = —4ec = 3)
A=b?—4ac=(—4)>2—413=16—12=[4 = 4]
—btVA —(—DFVE +4+2 (=3
za 21 2 3{3/”:1'

y =

De acordo com o estudo do sinal, a fun¢ao é positiva para y < 1 e y > 3. No entanto, para

’

y =
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3, encontramos:

p=3% =3 = 3% =x=1]
E paray = 1:

=3 =21l=38" =|x=0|

|S = fx e ]Rlx<00ux>1}|.




17.1.6. Inequacio logaritmica

Denomina-se inequacdo logaritmica toda inequagdo que possui uma expressao
que representa uma fungdo logaritmica f: R*— R do tipo f(x) = log,x com a >0 e
a =+ 1.
Exemplos:
e log,(x—1)>1log,5 o logy(5x—4) <logox — loggix+2
e logi1(2x+3) = log, 2 e log x*—3<log, x
3 3

Para resolver uma inequagao logaritmica, reduzimos os dois membros da
inequacdo para logaritmos de mesma base (se for preciso) e, aplicamos a seguinte
propriedade (cuja justificativa é analoga as fungdes exponenciais):

e Sea >1, entdo a desigualdade se mantém entre os logaritmandos:

[loge x1 > log, x, & x> X,]

e Se 0 < a <1, entdo a desigualdade é invertida entre os logaritmandos:

|logux1 >log, x, @ x1 < x2|.

Em todos os casos deve-se sempre verificar a condicdo de existéncia do
logaritmo.

Exemplo: Resolva as inequagdes em R.
a)log,(x — 1) > log. 5

Solugao: Como as bases sdo iguais e a > 1, mantém-se a desigualdade entre os

logaritmandos.
x—1>5=>x>5+1 = [x>6]

Condigdo de existéncia para o logaritmando: Como o logaritmando precisa ser

positivo (f: R*— R), entio
x—1>0 = [x>1]

Um ndmero maior que 6 é um nimero maior que 1. Dessa forma, esta satisfeita a

condicdo de existéncia. A solucdo é, portanto,

[s = {x € R|x> 6}

b)log1(2x +3) = log12
3 3

Solugao: Como as bases sdo iguais e 0 < a <1, inverte-se a desigualdade entre os

logaritmandos.

2
2x+3<5 = 2x<5-3 =>x$E=> x <1}
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Condic¢io de existéncia para o logaritmando:

25 +3>0 = 2> —3 =2|x¥>—=|

Fazendo a intersecéo:

@ e

- @-------

ol L, @l

3
= {x € R|—5<x§1}.

c)logg, 2 <logg, 2(x+8) — loge(x +2)
Solugao: Veja que os logaritmos niao estao na mesma base. Assim, vamos alterar a
base do logaritmo loge (x + 2) para 81.

lo x+2 lo x+2
logo(x +2) = ?Egélg I 9811( L 2.logg,(x +2) =|logg:(x + 2)?|

2
Substituindo na inequacéao, encontramos

logg, 2 <logg:2(x+8) — loge(x +2) =
logg, 2 <logg: 2(x +8) — logs:(x + 2)%.

Aplicando a propriedade do quociente no segundo membro:
2(x+8)
(x +2)2°

Como as bases agora estao iguais e sao maiores que 1, devemos manter a

logg, 2 <loggy

desigualdade entre os logaritmandos e, isso nos da

2%+ 8)

Cx +'2)2

2+4x+4< x+8 = [x243x—4<0|= (a=1b=3ec=—4).
A=b?—4.a.c=3%2—-41.(—4) =9+ 16 =[4 = 25]

—b+\/_ —3+\/_ —3+5 - {x' =

2x+2)2 <2(x+8)=> (x+2)?’< x+8=>

¥ =

+++-|\ /++++

S, ={xeR|—4 < x<1}{

1
4
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Condigdes de existéncia para os logaritmandos é
2x+8)>0 = [x>—4]=E, = {x € R|x>—4).
(x+2)>0 = [x>-2]|=2E, = {x € R|x>—2}.

Fazendo a intersecao, encontramos

—4 1
. © ©
E: o ;
) 5 E
E, :
s ' ©
-2 1

f == & R|—2 <€ o' 1}]

d)log (x*—4) = log, (x—2)
Solug@o: Embora essa inequacio logaritmica ndo esteja na forma f(x) =log, x
podemos também resolvé-la verificando a condicio de existéncia também para a base.

Condig¢bes de existéncia para a base:

x>0ex+1 2|E1 = fx € R|x>0ex¢1}|.

Condig¢6es de existéncia para os logaritmandos:

2—4p0=8 = {x € Rlx< —Zouxd> 2

=250 = [B>2 :>|E3 — [ E]R|x>2}|.

+++-|\ /++++

Como a base é variavel, ha dois casos a considerar.

12 caso: Se a base for maior que 1 (x > 1), devemos manter as desigualdades entre
os logaritmandos:
log, (2% —4) =log, (x—2) = 2°—4 =2 x—2= ¥x?—4— x+Z20=
x2—x—220=> (a=1,b=—1lec=-2).
A=b?—4a.c=(—1)2—41.(-2)=1+8=[4 = 9]
—biﬁ_li\@_li3ﬁ{x'= z
2.9 2 2 " = =1
Fazendo o estudo do sinal de x? — x — 2, temos

il —
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+++-N1 ¢++++

|Slgca50 =f{x € Rlx<—1 oux>2}|.

A solucao é

0 1
E1 S © . ;
—D 2 E !
E © 1y '
2! |
s o
—1 2? i
S1caso © @ :
S: @ ]

2

[S: = {x € RIx> 2}

Uma solugao alternativa para S;:
loge(x®—4) <log.(x—2)=log.(x+2)(x—2) < logy,(x —2)=>
log,(x+2)+ lm < ZW) 3|logx(x +2) > 0|.
Para a base maior que 1:
logy(x+2)=log,1=>x+2=1=[x=—1].
A intersecio dessa soluciao com a condicao de existéncia (x > 2), nos da

|5196aso = fx € R|x>2}|

Observacgio: A solugdo alternativa para S; s6 foi viavel devido ao cancelamento de
expressoes iguais em ambos os membros. Caso nao seja possivel o cancelamento, basta

seguir os mesmos passos da solucao anterior.

22 caso: Se a base for entre zero e um, inverte-se as desigualdades entre os

logaritmandos. Assim, de acordo com a solugao alternativa anterior, temos

logx(x+2)= log,1=>x+2<1=>[x< 1]

A intersecio dessa solugao com a condicio de existéncia (x > 2), nos remete a

|529caso = {x € R|x>2}|

Portanto,

|S:Slgcasouszgcaso = {x € R|x>2}|'
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EXERCICIOS 17.3 _

1)Resolva as inequagdes exponenciais em R:

a)3¥ > 81 g)5%¥+3 > 125
b)2* < v32 h)(0,78)2*"2 = 1
c)4* = 128 [) 2%°-958 % 4

% 1 i x2+1 1-x

= = j) 4 > 32
d)(B) <27 —x%+x 6—3x
e)(i)x _ 81 k) 0,64 < 0,8

5 — 625 I) 4x+1 - 4x—1 < E

1 4
X T

f) 0,001* <75 m) 4% —3.2**1+8<0

2)Resolva as inequagdes logaritmicas em R:
a)log,(2x —3) > log, 5
b)log,(5x +10) > log,(2x — 20)
c)log1(3x +11) > log, 2
2 2

d)log1{x—8) > log1(2x — 10)
3 3

e)log3<log(2x? — 5x)

f) log ,0(x —4) = log, (x> —x—2)
g)log, 1 <logzs(x+4) — logs(x+3)
hilog (x> —11x+20) =1

3)Y(ENEM) A Hydrangea macrophylla € uma planta com flor azul ou cor-de-rosa,
dependendo do pH do solo no qual esta plantada. Em solo acido (ou seja, com pH <
7) a flor é azul, enquanto que em solo alcalino (ou seja, com pH > 7) a flor é rosa.
Considere que a Hydrangeo cor-de-rosa mais valorizada comercialmente numa
determinada regido seja aquela produzida em solo com pH inferior a 8. Sabe-se que
pH = —1log 10x, em que x é a concentragdo de ion hidrogénio (H+).
Para produzir a Hydrangea cor-de-rosa de maior valor comercial, deve-se
preparar o solo de modo que x assuma
a)qualquer valor acima de 1078,
b) qualquer valor positivo inferior a 1077,
c) valores maiores que 7 e menores que 8.
d)valores maiores que 70 e menores que 80.

e)valores maiores que 10~%e menores que 10~7.
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17.2. Médulo e funcdo modular

Antes de iniciarmos os estudos sobre funcées modulares, precisamos entender
o que significa médulo de um ndmero real e suas propriedades.

17.2.1. Médulo de um namero real

Defini¢cdo 17.2.1.1: Dado um numero real x, denomina-se médulo ou valor
absoluto de x, o niumero indicado por |x| dado por:

gl _{x,sexz 0
T l—x,sex <O

Exemplos:
. [2]=2 - [0]=0
. 115/ =15 1_1

* |9| =79
Nesses exemplos, constatamos que o mddulo de um ndmero positivo ou nulo

é o proprio niumero.

Outros exemplos: N SAIBA MAIS!
° |—5| =5

Aplicacoes  interessantes  de

o | V17| =V17 médulo encontramos na férmula da

9 2 distdncia entre ponto e reta, na
* |_ §| =3 formula da drea de um tridngulo, no
e |—0,01| = 0,01 célculo de desvio médio, etc.

4

Nesses outros exemplos, é facil perceber que o médulo de um nimero negativo
é o0 oposto desse numero.
Veja também que o moédulo de um nimero sempre é positivo. Dessa forma:

e |x| =y, ndo apresenta solugao sey < 0.

e |x| =y, apresenta solugdo —x ou x, sey > 0.

17.2.2. Propriedades envolvendo médulos

De acordo com a definicao, podemos anunciar as seguintes propriedades.

Propriedade 1: |x| = 0.
Propriedade 2: |x| =0 = x =0.
Propriedade 3: |x|.|y| = |x.y|-
Propriedade 4: x < |x]|.
Propriedade 5: |x|? = x?%.
Propriedade 6: \/? = |x|.
Propriedade 7: |[x + y| < |x| + |y|.
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Propriedade 8: |x — y| > |x| — |¥].
Propriedade 9: |x| =|alea>0 ©@x=aoux=—a.
Propriedade 10: |x| Zaea>0 ©x>aoux =< —a.

Propriedade 11: [x|<aea>0 & —a<x < a.

Demonstraremos apenas as propriedades 4, 6, 7 e 11, que servirdo como base
para as demais demonstragdes, ficando as demais a cargo do leitor.
Demonstracao da propriedade 4: x < |x]|.

Se x <0, temos x < |x| e se x =0, temos x < |x|, logo x < |x]|.

Demonstracao da propriedade 6: + x* = |x|.
Se x < 0, temos /(—x)(—x) = |x| e se x = 0, temos Vx.x = |x|.

Demonstracgao da propriedade 7: |x + y| < |x| + |¥].
lx+y]?=G&+y)? = |[x+y|[?=x*+2xy +y?
Aplicando a propriedade 4, temos
[x + 317 < |x” + 2|x]|ly| + y]* = [x+y]" < x| +1yD? =[x+ y] < |x] + |yl
Demonstracao da propriedade 11: |[x| < aea>0 © —a<x < a.
Aplicando a propriedade 6, temos
x| caesVx*<saeox’<sd’<0e x*—-a’<0 o -—a<x<a.

e -~ -~
Funcao quadratica

Exemplo: Resolva as equagdes em R.
a)lx| =2
Solugdo: S = {—2,2}.

b) |2x—4| =8

SoluGgao:
2x —4=8,5¢e x>0
sz_4|_8${2x—4=—856x<0
¢ Zx—4=8 = 2x =8 +4 = 2x =12 = x =12 H
e 2x—4=-8 = 2x =—-8+4 = 2x =—4 = x =— =[x = 2]
= {—2,6}.
c) |x+5]=-3x—-11
Solucgao: Inicialmente é preciso que
—-11
=By —11L20=-"8Bx211{x—1) =3x=-—11 = xST.

Resolvendo a equag¢do, encontramos
x+5=—-3x—1,sex=>0

|x+5|:_3x_11:{x+5=—(—3x—1),sex<0
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e x+5=—-3x—11 =2 x+3x =—11 —5 = 4x =—12 = «x W ca’ - O e

4
e x+5=—(-3x—1) 2 x—3x =1 —-5 = —4x =—4 = x =:—i=> =1
Apenas a solucdo x = —4 satisfaz a condic¢io x S_Tll, portanto S = {—4}.
d) |2x+ 8| =|5x— 10|
Solucgao: Para resolver a equacio devemos aplicar a propriedade 8.
2x+8=5x—10,sex =0

|2 +8] = | 5% — 14| =}'{Zx +8=—(5x—10),sex <O
¢ 2x+8=5x—10 = 2x—5c =-10 -8 = 3x =18 > x =22 =[x =6
e 2x+8=—(5x—10) = 2x+5x =+10 —8 = 7x =2 = [x =2|

S = {6 %} Observe que nesse item ndo & preciso verificar a condicado de
Vg positividade, uma vez que ambos os membros estdo em modulo.

e) |[x*+x—4|=2
Solucgao: Aplicando a defini¢do, temos

2+x—4=2,sex=0
2 — 4l =2 {x . > .
[ I - x>+x—4=-2,5ex <0
e x’+x—4=2 = x*+x—4—-2=0 = x*+x—6=0.
2 +x—6=20= (a=1,b=1ec=—6).
A=b?—4.a.c=1>—41.(-6) =1+24=[4 = 25]
—btv A —1++/25 —-1x5 = D
Y= — — ﬁ{"
2.a 2.1 2 x? =3
e x’+x—4=-2 = x*+x—-4+2=0 = x*+x—2=0.
x24x—220>=> (a=1,b=1lec=-2).
A=b%?—4.a.c=12—-41.(-2)=1+8=[4 = 9]
—bd A  —AdT A8 g g
X = = = =>{” 2
Z.a 2.1 2 et = —2
Portanto, S = { —3,—2,1,2}.

209 exemplo (inequagao modular): Determine em R o conjunto solugao da
inequacgdo |x — 3| > 2.
Solugao: Pararesolver uma inequag¢do modular utilizamos as propriedades 10e 11.
Sdo elas:
o x| >aea>0 ©@x>aoux < —a.
e x| <faea>0 o —a<x<a.

Este exemplo é o caso da propriedade 10. Dessa maneira,

|x—3|>2 2x—3>20ux—3<—-2 =[x>50ux<1]

[ = {x ER|x>50ux <1}}

| 224



17.2.3. Fungao modular

Definigdo 17.2.3.1: Denomina-se fung¢do modular uma fungao f:R —
R definida pela lei de associagao f(x) = |x|.
O grafico dessa fungao pode ser construido de duas formas:
e Usando a definicdo de médulo.

%] = x,sex =0
—x,sex <0
Assim, a parte positiva e nula das abscissas (x = 0) é representada pela reta
f(x) = x e a parte negativa (x < 0) é representada pela reta f(x) = — x.

Ver grafico na figura 17.2.3.1.

e Atribuindo valores para x.
E possivel construir o grafico atribuindo valores convenientes para x. A tabela

a seguir, mostra os dados para x ={—2,—1,0,1,2}.

x x| ¥
—2 |—2] 2
1 =T 1 A disposicdo desse pontos e o grafico
esta na figura 17.2.3.2.
|0] 0
[1] 1
2 [2] 2
2 4
2| F@) = 1al fz) = lal
3
flz)=—=s
4 (-Zy 2) 2 (2! 2)
3
2 C1L TN ! 1,2
1
fl@)y==
5 -4 -3 =2 =1 1 2 3 4 5 o v v 0 (0’ 0)1 ? ?
I 1 1
Figura 17.2.3.1 Figura 17.2.3.2
Note que ] conjunto imagem dessa fungao é R*, pois

y assume valores sempre ndo negativos.

Um tipo de fungcdo modular bastante comum é a fungdo escrita na forma
[f(x) = |x+al+b]

O grafico dessa fungdo é semelhante ao da fungdo f(x) = |x|, porém com uma
translagao horizontal e/ou vertical.

225 |



A translagdo horizontal ocorre em a unidades para esquerda do grafico f(x) =

|x|, se a for positivo e a unidades para direita, se a for negativo. Veja na figura

17.2.3.3, alguns exemplos de translagao horizontal.

> - > td 4 ’
- A - 4 L4 L4
- . Y 6 ¢ o ¢
. - -~ 4 s ’
L3 . A ¢ 4 4
A - A v 54 L4 4
) A - Se ¢’ 4
- . ) L 4 4
. A > 49 ’ ¢
“ A3 A3 ¢ S 4 L4
) - A4 R 4 4
“ N » 31 » o
> - ) LA L4
> A Ca h 3 4 4
. . \N24 i
) . .. b 4
(N ’ > ¥
- rd 19 ¢ .
“ ¢ - 4 L4
S S0 Ned
-16-15-14-13-12-11-10 -9 -8 -7 5 -4 -3 -1 W2 3 4 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
7 5 . b — _ £ A
J(x) = |z +5| Iz) =|z+2| f(z) = x| gz)=]|z-1] h(z) = |z — 4]
Figura 17.2.3.3
A translacdo vertical ocorre em b unidades para baixo do grafico f(x) = |x|,

se b for negativo e em b unidades para cima, se b for positivo. Veja na figura

17.2.3.4, alguns exemplos de translagao vertical.

. 4 4 ’
- 91 h(z) = |z|+ 3 27 P P
-
S . 8 o’ P g
\~ \~ " " "
- - 7 L L4 ’
. - ¢ . .
- . La ’ ’
N . ’ . ¢
- ) 6 L4 L4 L4
N N . ’ .
> - > 5 L4 L4 L4
. . N ’ ’ ’
‘\ \\ §‘ 4 " "
~ N S 4 . ’
. . (N . ’
" iR N R R
. 2 . 2 4 4 . — b + 1
. . . ’ ° glz) = |a
- . A
- - 1 ¢
s S e
Y hY ra
3 3 ’
10 -9 -8 -7 -6 - ‘;4 -3 - \‘-1 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14
- ‘1 "
. S| e ’
I(x) |z| — 2 & 5 .
e o
N '1'
41 &
. L4 —
J(x) = || -5 6

Figura 17.2.3.4

Resumindo:

f(x) = |lx+al+b

Translag&o horizontal ’J T_( Translagio vertical
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Exemplo: f(x) = |[x — 4|+ 1

Solugéo: O grifico dessa funcio é semelhante ao da fungio f(x) = |x|, porém com
uma translagao para direita em 4 unidades e uma translacio para cima em 1 unidade.

Outra solugdo (aplicando a defini¢do):

Como o grafico de uma funciao modular tem seu comportamento alterado em torno
do zero, devemos calcular o zero da expressio |x — 4|.

x—4=0 =[x=4]

(x—4)+1=[x—3]sex=4.
—(x—4)+1 =,sex<4.

Veja o grafico dessa fung¢ao na figura 17.2.3.5 e note que D =R e Im(f)= {y €
R|y =1}.

Aplicando a defini¢do: [x — 4| +1 = {

20 exemplo: f(x) = |[x+5|—3

Solugéo: O grafico dessa fungio é semelhante ao da funcio f(x) = |x|, porém com
uma translacao para esquerda em 5 unidades e uma translac¢ao para baixo em 3 unidades.

Calculando o zero da expressao |x + 5|.

x+5=0=> |x= 5|

(x+5)—3 =[x +2]sex=—5.
—(x+5)—3 zsex<—5.

Veja o grafico dessa fung¢ao na figura 17.2.3.6 e note que D =R e Im(f)= {y €
R|y = —3}.

Aplicando a definigdo: |x +5| —3 = {

\ 3
N f(@) = lz—4/+1
“ f(@) =|z+5/-3 ,
3
—z—8 !
2 =%+ 5 r—3
p ke 7 6 5 -4 3 /0 -13\ 1
i g 1{ x4+ 2
710 1 2 3 4 5 6 7 8 ' 3
=i !
1
............ -3
-2
Figura 17.2.3.5 Figura 17.2.3.6

30 exemplo: f(x) = |2x+ 4|+ |x — 3|

Solugao: Para construir esse tipo de grafico, devemos aplicar a definicao nas duas

partes. - - -
Veja que x = —2 € o zero da fungio [2x + 4].

2x +4,sex = —2 &«
—(2x+4),sex < —2

|2x+4|={

=g x—3,sex >3 a0 = rare— 3
= _(x_3)’sex< 3 4’, Serve que x = € 0 Z€ro da runc¢ao |x i
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Ha trés casos a considerar nessa funcao.

20
12 caso: x < —2. f(x) = 2x + 4|+ |z — 3|
Flx)= [2% +2|+ | —38| =—2%+4)—(x—3) = 16
—(2x+4) —(x—3)
—3xz—1 14
—gw—4—m+d = [CBE—1] 12
10
22 caso: —2 < x < 3. 8 E
FO)=[2x+4| 4+ |[x—3|=Rx+4) —(x—3)> G :
2x+4) —=(x=3) i 4 i
2x+4—x+3 = : : i
-4 -3 -IZ -10 1 2 ; 4
392 caso: x = 3. =
Figura 17.2.3.7
f(X)=|2x+4| +|x—3| =(2x+4)+(x—3)= [Bx + 1]

(2x+4) (x—3)

Veja o grafico dessa func¢ao na figura 17.2.3.7.

4° exemplo: f(x) = |2x%? —x — 3|
Solugédo: Calculando os zeros da funcio
2x2—x—3=0= (a=2b=-1ec=-3).
A=b?—4d.ac=(—1)2—42.(-3)=1+24=>[4 = 25|
_b+\/_ —(—1)+\/_ 1kE {x. _ ¥

x= 2
-1
+++-|\ /++++
Parax < —1 ouxZ%,temOSZX —x—3>0:>|f(x) = 2x2—x—3|.
Para—1<x < g, temos
2x2—x—3<0 :,af(x):—(sz—x—S)zlf(x) :—2x2+x+3|.

P

b9 87 %6 5 -4 3 2 -\
9 8 7 6 5 4 3 2 -10 B

4
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Figura 17.2.3.8 \/ Figura 17.23.9

Compare a fungdo modular com a fung¢do quadratica e observe que sdo semelhantes, no
entanto, a parte negativa da fungdo modular € refletida para cima em relacdo ao eixo x.




INEQUACOES E FUNCAO MODULAR

EXERCICIOS 17.4

1)Resolva as equagdes em R.

a)|lx| =10 h)lx+1]=—-2x—5
b)|x| = —8 i) |—2x+4]|=—-3x—-1
c)lx—4[=1 P lx+7=x—1]
d)|x+9|=3 k)|2x — 8| = |x + 12|
e)|2x—8| =12 ) |x*—4x+ 5| =2

f) |3x —6| =18 m) [x*—3x+1|=5
g)|—2x—2| =10 nN)|lx—8|+|x+3|=3

2)Resolva em R as inequagoes.
a)|lx+4| >3 A)lx*—8]l=1
b)lx —5|< 1 d)|x*—x+1|<1

3)Construa os graficos das seguintes fungdes.

a)yf(x) = |lx—4|-1 e)f(x) = |x+ 10|+ |2x — 12|
b)f(x) = [x+7|—8 f) f(x) = |2x — 6] +|3x — 18|
c)f(x) = |2x—8|+5 g f(x) = |x*—8x+ 7|
d)f(x) = lx—1| — x| R fF(x) = |—x%+ 4x — 3|
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TABELAS

Tabela 1: Tabela sobre unidades de medidas

Unidades de comprimento:

Categoria Unidade Simbolo Medida

Quilémetro km 1000 m
Multiplos: Hectémetro hm 100 m
Decametro dam 10m

Unidade fundamental Metro m 1m x10 |=10

Decimetro dm 0,1m
Submultiplos: Centimetro cm 0,01 m
Milimetro mm 0,001 m

Unidades de area:

Categoria Unidade Simbolo | Medida em
Quilémetro quadrado km? 1.000.000 m?
Mdltiplos: Hectdmetro quadrado hm? 10.000 m?
Decametro quadrado dam? 100 m?
Unidade Metro quadrado m? 1 m? x100  [+100
Decimetro quadrado dm? 0,01 m?
Submulltiplos: | Centimetro quadrado cm? 0,0001 m?
Milimetro quadrado mm? 0,000001 m?

Unidades de volume:

Categoria Unidade Simbolo Medida em |
Quilémetro cubico km?® 1.000.000.000 m?
Multiplos: Hectdmetro cubico hm3 1.000.000 m?
Decadmetro clbico dam?® 1000 m?® S0
Unidade Metro cubico m3 1m?
Decimetro cubico dm?3 0,001 m?
Submultiplos: Centimetro cibico cm® 0,000001 m>
Milimetro cubico mm? 0,000000001 m?

Algumas unidades de volume sao relacionadas com as medidas de

capacidade:
Categoria Volume Capacidade
Multiplos 1m? 1000 litros (1000!)
Unidade fundamental 1dm?3 1 litro (1)
Submulltiplos: 1 cm3 1 mililitro (1mi)

Medidas agrarias:

Categoria Unidade Simbolo | Medida em m2
Multiplo: Hectare ha 10.000 m?
Unidade

Are a 100 m?
fundamental
Submultiplo: Centiare ca 1m?




Tabela 2: Tabela trigonométrica

) Rad sen cos tg
*) Rad sen cos tg

0 0,02 0 1 0

1 0,03 0,017452 0,999848 0,017455 51 0.89 0. 777146 062932 1.234897
5 005 | 0034899 | 0.999391 | 0034921 52 0.91 0788011 | 0515661 | 1279942
5 007 | 0052335 | 099863 | 0052408 53 0,93 | 0798636 | 0.601815 | 1,327045
y 009 | 0069755 | 0.997564 | 0.069927 54 0,94 | 0809017 | 0587785 | 1,376382
- 010 | 0087156 | 0996195 | 0.087489 55 0,96 | 0819152 | 0573576 | 1428148
P 012 | 0104528 | 0994522 | 0.105104 56 098 | 0829038 | 0559193 | 1482561
7 014 | 0121869 | 0992546 | 0122785 57 099 | 0838671 | 0544639 | 1539865
s 016 | 0139173 | 0990268 | 0.140541 58 1,01 0,848048 | 0529919 | 1600335
: 017 | 0156434 | 0987688 | 0.158364 50 1,03 | 0857167 | 0515038 | 1664279
10 019 | 0173648 | 0984808 | 0176327 60 1,05 0,866025 05 1732051
0 021 | 0190809 | 0981527 | 019438 61 1,06 0,87462 | 048481 | 1804048
T 025 | 0207912 | 0978148 | 0.212557 62 1,08 0882948 | 0469472 | 1880726
T 024 | 0224951 0.07437 | 0230868 63 1,10 0,891007 | 045399 | 1062611
P 026 | 0241922 | 0970206 | 0249325 64 1,12 0,808794 | 0438371 | 2050304
T 028 | 0258818 | 0965026 | 0.267940 65 113 0,006308 | 0422618 | 2.144507
T 050 | 0275637 | 0961262 | 0.286745 66 115 0,013545 | 0406737 | 2246037
= 031 | 0200372 | 0956305 | 0.308731 67 117 0,920505 | 0,390731 | 2,355652
P 035 | 0300017 | 0951057 | 032492 68 1,19 0,927184 | 0374607 | 2475087
19 035 | 0325568 | 0945519 | 0344328 69 120 093358 | 0.356368 | 2605089
P 037 034202 | 0939593 | 036397 70 1,22 0,939693 | 034202 | 2747477
=1 038 | 0358368 | 093358 | 0,383864 T 124 0,945519 | 0326668 | 2904211
o5 040 | 0374607 | Do27184 | 0404026 72 1,26 0,951057 | 0309017 | 3,077684
= 042 | 0320731 | 0920508 | 0424475 73 1,27 0,956305 | 0.292372 | 3270853
2 044 | 0405737 | 0913545 | 0445220 74 1,29 0,961262 | 0275637 | 3487414
s 045 | 0422618 | 0906308 | 0466308 75 1,31 0,965926 | 0256619 | 3,732051
R o047 | 0438371 | 0898704 | 0487733 76 133 0,970296 | 0241922 | 4,010781
= = 045360 | 0801007 | 0.508525 7 1,34 097437 | 0204951 | 4331478
= 051 | 0460472 | 0.852048 | 0531700 78 1,36 0,078148 | 0207912 | 4.70463
25 0.52 0.48481 087452 | 0554300 79 138 0,981627 | 0.1908090 | 5,144554
= 054 05 0.066025 | 057735 80 140 0,984808 | 0173648 | 5671282
Y 055 | 0515038 | 0657167 | 0600867 81 1,41 0,987688 | 0.156434 | 6313752
32 056 | 0520919 | 0.848048 | 0624869 82 143 0990268 | 01869173 | Hdduds
33 059 | 0544630 | 0838671 | 0648408 83 145 0,092546 | 0,121869 | 8,144346
0 061 | 0550193 | 0.820038 | 0674500 84 147 0,994522 | 0104528 | 9514364
= 083 | 0573576 | 0810152 | 0700208 85 148 0,996195 | 0087156 | 1143005
% 065 | 0567785 | 0.800017 | 0726543 86 1,50 0,997564 | 0.069756 | 14,30067
37 066 | 0601815 | 0798636 | 0.753554 87 152 099863 | 0052336 | 1908114
= 068 | 0615661 | 0788011 | 0.781286 88 1,54 0,999391 | 0034899 | 2863625
5 0.70 0.62032 | 0777145 | 0.800784 89 1,55 0,999848 | 0017452 | 57.28996
40 072 | 0642788 | 0.766044 0,8391 80 157 1 il a

Y 073 | 0656059 075471 | 0,869287 120 209 0.866025 0.5 752051
42 075 | 08669131 | 0743145 | 0900404 150 262 0.5 -0,866025 | .<0;5¢735
43 0,77 0681998 | 0731354 | 0932515 180 314 0 1 0

44 079 | 0694658 | 071934 | 0965689 210 367 -0.5 -0,866026 | 057735
45 002 | 0707107 | 0707107 | 1,03553 240 4.19 -0.866025 0.5 1732051
46 0.80 071934 | 0694658 | 1.072369 270 8.4 = il a

47 082 | 0731354 | 0681998 | 1,110613 300 523 -0.866025 05 -1.732051
48 084 | 0743145 | 0669131 | 1,150368 330 .40 -0.5 0.866026 | 057735
49 0,86 075471 | 0656059 | 1,191754 360 6.28 0 1 0

50 087 | 0766044 | 0842788 | 103553
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GABARITOS E SOLUCOES

GABARITO DOS EXERCICIOS 14.1

1
a) Matriz coluna. e) Matriz triangular superior.
b) Matriz quadrada ou nula. f) Matriz identidade (ou diagonal).
c) Matriz quadrada. g) Matriz linha ou nula.
d) Matriz simétrica. h) Matriz diagonal.
2)
-7 9 —7 7 00
a) [—4 -=2|. by -6 —2|. <c)|o of
-1 -1 1 -3 00
3)
—2 —3 2 0 0 0
aly ol vl gl 9l ol
4)
a)x=1y =3¢z = 1. b)x= 6y =—3ez = 0.
5) Letra e. 7) Letra e.
6) Letra d. 8) Letra e.
GABARITO DOS EXERCICIOS 14.2
1)
a) (3 0). 9) |—10 -5 —15
b) (—1 4. —330 1625 —20
17 2 g) |_1 gl
c) |_5 _1|.
0 6 by -3 -9 1
d) | | -4 -5 2|
—2/5 2/15 5 m g
e) |17].
2)
-1 =2 1 0 —2 =2
a) | 4 —1|' b |y 16l 9 Tl
3)
a)x=—-7ey =-5, b)x=3,y =2,a= leb = 4,
E.U.A=519 2017 = R$ 650.000
4) | Cuba = 288 |. 9) |2018 = R$ 930.000
Brasil = 309 2019 = 1.080.000
5) Letra a. 10)a) ‘1400 1800 1750
6) Letra b. 1450 1600 1700
rTipol Tipo2 Tipo3 b) O elemento c23=1700 representa
15 20 45 a quantidade de fertilizando Z utilizado
7) 375 272;55 15 para plantar o milho, soja e feijio na
15 ! 7.5 i
P 75 10 regiao Q.
11) Letra a.

8)(Dezembru = R$ 144-0)
Janeiro = R$ 1541



GABARITO DOS EXERCICIOS 14.3

1
a)-7 e)-1 i) 0
b) O f)o j) 29/15
c) 2 g) -126 k) x® — 15x
d) -5 h) -60
2)Letrad. 4) 50.
3)Letrad.
5) Letra e. 6)Letra a.
GABARITO DOS EXERCICIOS 14.4
1)
a)-50 d) 1 g)o
b) -200 e)o h) -1
c) -125 f) -2
GABARITO DOS EXERCICIOS 14.5
1)

a) 22 coluna & o dobro da 12.

b) 22 linha é igual a 12 linha mais 2.

c) 12 coluna nula.

d) 32 linha € igual a 12 linha multiplicada por b.
e) 32 linha € igual a 12 linha multiplicada por -1

f) 12 coluna € igual a 22 coluna multiplicada por a.

2) x=43.

3)

a) 10 c) 50
b) 10 d) 100
4) 64 7) 1.
5) Letra d. 8) -2.
6) Letra b.

9)a)-8 b)-80 c¢)14 d)-101 e)-4

10) Resposta pessoal. Dica: crie uma matriz triangular cujos elementos da diagonal principal
sdo 1, 2 e 5 e faca operagdes do escalonamento para modificar as linhas.

GABARITO DOS EXERCICIOS 14.6

1
a) |1 0 | -3 4 -6
1 0,51 |2 -2 3
b) |—3,5 2,5| 11 -1
3 -2 g) Ndo existe inversa.
¢) Nao existe inversa. 1 1 0 —5
0 —1/2 3/2 hy|0 1 1 =5
d)y|o —1/2 —1/2 00 1 -3
1 0 — 0 0 0 1
1 0 0
e)lo 1/3 o
0 0 1/3
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2) a) x # 4. 3) Letra a. 5) Letra e.
b) x # 0. 4) Letra c. 6) Letra e.

Ax#+0e x+5.

3/2 1/2 0 4 —9 -2 1/2 5/2 —1/4
Na)xX =120 1 0. bhX=[o 1 0 agXxX=1\]0 1 o |.
1/2 0 1 4 —8 —4 1/2 172 —172
8) Letra d.
9) Letra e.

GABARITO DOS EXERCICIOS 14.7

1)a)s=(1,5) b)sS=(-1,24)
2)
a)(1, 0) = sistema possivel e determinado.
b)(10, 5) = sistema possivel e determinado.
¢) Sistema impossivel.
d)(1, 1, 1) = sistema possivel e determinado.
e) Sistema impossivel.
f)(3, 2, -4) = sistema possivel e determinado.
g)(1, 1, 1) = sistema possivel e determinado.
5z z
h)(2 + = -1- 5 7Z) = sistema possivel e indeterminado.
i)( —3z, —4z, 7) = sistema possivel e indeterminado.
N0, 0, 0) = sistema possivel e determinado.
k)(1, 1, 1, 1) = sistema possivel e determinado.

|) Sistema possivel e indeterminado.
m) Sistema impossivel.

3) Letra a. 7) Letra c. 9) Primeira viagem: 30

4) Letra d. 8) Letra e. toneladas, caminhdo vazio:
5) Letra b. 15 toneladas.

6) Letra a. 10) R$ 54,00

GABARITO DOS EXERCICIOS 14.8

1)

a) Sistema impossivel: retas paralelas.

b) Sistema possivel e determinado: retas concorrentes.
¢) Sistema possivel e determinado: um ponto (0,-1/5).
d) Sistema impossivel: dois planos paralelos.

e) Sistema possivel e indeterminado: planos coincidentes.
f) Sistema impossivel: trés planos paralelos.

g) Sistema possivel e indeterminado: uma reta.

h) Sistema possivel e determinado: um ponto (-10,1,4).

2)

a) Para a # —1, sistema possivel e determinado.
Aa para sistema possivel e indeterminado.
Para a = —1, sistema impossivel.

b) Para a # 0, sistema possivel e determinado.
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Para a = 0 sistema impossivel.
Para a = 4, sistema possivel e indeterminado.

3)
a) Param # 1, sistema possivel e determinado.
Param =1 en = —1 sistema possivel e indeterminado.
Param =1 en # —1, sistema impossivel.
b) Para n = m sistema possivel e indeterminado.
An, m para sistema possivel e determinado e sistema impossivel.

4) Letra c. 9)Letra c.

5) Letra b. 10) Adubo 1: 12,5 kg
6) Letra a. Adubo 2: 62,5 kg
7)Letra a. Adubo 3: 25 kg
8)Letra a.

GABARITO DOS EXERCICIOS 15.1

1)12 posigdes diferentes. 7)36 combinacbes diferentes.
2)200 casais diferentes. 8)

3)110 formas diferentes. a) 840 formas distintas.
4)256 formas diferentes. b) 343 formas distintas.
5)12 formas diferentes. 9) 6 formas diferentes.

6)42 maneiras distintas. 10) Letra a.

GABARITO DOS EXERCICIOS 15.2

1) 60. 7) 100000 tentativas.

2) 9000. 8) 62° senhas possiveis.

3) 4536. 9) 720 resultados possiveis e 45 jogos.
4) 4.464. 10) 400 maneiras distintas.

5) 41. 11) 175.760.000 placas diferentes.

6) 136.

12) Os modos diferentes que devemos pintar a borda depende das cores do segundo e do quarto
quadrante. Se forem distintas, a borda terd 5 modos diferentes. Se forem iguais, tera 6 formas

diferentes. Eis o impasse. O calculo correto esta no 110 exemplo dessa unidade.

13) Letra b. 17) 630 formas diferentes.

14) Letra d. 18) Pelo P.F.C, o nimero de mapas seria
15) Letra b. 3.2.1.0 = 0. Portanto, ndo é possivel
16) Letra d. colorir o mapa com apenas 3 cores.

GABARITO DOS EXERCICIOS 15.3

1)

a) 24 d) 600 g) 240
b) 362.880 e) 5 h) 7
c) 48 f) 1000
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a)s = {8} Q)
b) S = {7} d)



GABARITO DOS EXERCICIOS 15.4

1)720 7)120
2)90.720 8)362.880
3)10 9)56
4)4 10) a) 720 b) 288
5)48 11)30.240
6)2520 12) Letra d
GABARITO DOS EXERCICIOS 15.5
1)
a)5 d)20 g)70
b)11 e)l h)20
o1 f)21 )a+1
2)s=A{7} 10)Letra a.
3)22.100 11)Letra d.
4)210 12)letra a.
5)66 13)a) (%))  b) R$ 24,50
6)a3524.3 b)45 14)Letra a.
7)(10)- (1) 15)Letra e.
8)55 16)a) 10. b) 31
9)6 17)210 — 1
GABARITO DOS EXERCICIOS 15.6
. 1
)20
2)Nessa hipotese, havera 18 resultados impares e apenas 17 pares.
3)
a)Ndo é um espago equiprovavel. 9 1
b) 1 36 .
6 d) 0 (impossivel)
e) 50%
" 2 iy 1 12 28
) 2) 3 ) 15 ) 57
1 3 13) Letra b.
5)a)g bys 93 14) Letra a.
2 15)I-lLetrab 1II - Letra a.
6) — 1
221 16) —
17 10
7) a) Py b) = c) Py 1
17) =
7 7
8) 12 18) Letra c.
2 19) Letra d.
9z 20) Letra b.
i 1
10) = 21) a) =10 b) 26,84%.
11) Letra b.
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GABARITO DOS EXERCICIOS 15.7

1 1 3 1 b 4 9 q 1
)4- ;a) 52 )13 9 13 )4-
4) Letra c.
) el gyl
) a) o ) =
6)
b 1
a) ) -
7) Ndo ha eventos independentes.
1 4 3
8 _— by — 12 bola 2° bola d) —
) a) T ) e c) | | ) =
B.

9) a)24%  b) 76% c) 24%
10) a) 51,2% b) 0,8% «c) 9,6%

11)Letra c.
12)Letra a.
GABARITO DOS EXERCICIOS 16.1
1) a=14 7) a) -i b)-1 Q)i d)1
2) S={i—i} 8)a)0 b)2i <0 d)o
3) S={-1+i-1-i} 9) Letra a.
4) a) 7 b)6+4i ¢)9 d) 13 + 4i 10)Letra a.
5)a) -5+ Bi b) 41 C) -4 11)Letra b.
6) a) 26 b) -1+43i  ¢) 1000
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GABARITO DOS EXERCICIOS 16.2

3) -1—i
4) Letra a.
5) Letra a.
6) Letra e.
7) Letra a.
8) i

3,1.
9) z= 7 + gl

10)Para multiplos de 4.

GABARITO DOS EXERCICIOS 16.3

1) a) 200 b) % 9]

2)a =6
3) 32

5T 3
4)a) e = 225%°0u Trad by @ = 135°ou Trad

d) 18

5)a)z = 6. (cos% + i.senS—;T) b) z = 72 (cos%T” +i.seni—”)

)z = 1.(C0537—7T +i.sen37ﬂ) c)z = 9.(cos2r +1i. senZn)

6) Letra e.
7) Letra c.
8) Letra b.

GABARITO DOS EXERCICIOS 16.4

1) a) -10vZ + 10v2:  b) 30v3 - 30¢

1 3
o) 1++3i d) 2 + z i
52 5vZ
e) T + Ti f) 3i
2)a) 16V3 + 160 b) -299 - 299V3i ¢) 2711 — 2113
1 1 3
3)a) -64 b) 412 — d)—=-—1
)a) J#2 R )=t
4) Letra e. 8)Letra e.
5)Letra d. 9)Letra c.
6)Letra e. 10)Letra d.
7)Letrad.
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GABARITO DOS EXERCICIOS 16.5

1) {2,-1++3i,-1 —+3i)

2) {1,-1,i,—i}
3) {W.(@ r Ezﬁi),éﬁ.(—g o Qi)}

VI Ve VB 2
4) {= 4 —i—— - =i}

2 2 2 2
5)a) {3 +2i, 3 — 20} b) {=2vZ + V3i, 2VZ — VZi} c)—@——“zot
6) Letra c. 10) Letra b.
7) Letra a. 11) a) (16, 16)  b) 16vZ
8) as 21:00 hs.
9) Letra c.

GABARITO DOS EXERCICIOS 16.6
1)a)-71 b)11
2) a) Gr(p) = 1. Db)Gr(p) =11. c) Gr(p) 4 d) Gr(p)=100.
3ym=3
4)a)x =—2 b) x =100
_ _ 1 J3. _ 1,43,
5 a)x =3 b)x——i—TLex——i+TL
GABARITO DOS EXERCICIOS 16.7
1)
a) xS +x¥+x+2 d)x*—2x-2
b) 9x° + 6x%2 — x e) 12
¢) xt —4x3+3x2 +2x -2
2)
a)Q(x) =x— 2eR(x)=4 ) Q) = *+x*+2x+4eR(x)=6x—6
b)Q(x) = 3x°+x*—4eR(x)=5 d)Q(xy=x*-2x3+2x>—-8x+2e¢
R(x)=—-9x"—7x+1

3) 5x* — 56x" + 129x — 62 8) Letra e.
4H)x® — 5x* + 9x® — 2x* —12x + 15 9) Letrad.
5) Letra b. 10) Letra a.
6) Letra d. 11) Letra c.
7) Letra a. 12) Letra b.

13) Letra c.

GABARITO DOS EXERCICIOS 16.8

1)a)Q(x) = 3x*+3x° +2x+2eR(x) = 1.
b)Q(x) = »*+5x* +21x + 84 e R(x) = 335.
©)0(x) = x*— 10x* — 52x — 268 e R(x) = 1355.

2)a) Q(x) = —7x*+ 22x% — 69x + 207 e R(x) = —610.
b)Q(x) = 5x* — 7x + 14 e R(x) = =32,
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— a4 1.3 22 _S._ 3 PR
Q)Q(x) = x toxtt ot —ex—qp e R(x) 37
3)m = 3. 6) Letra d.
4) Letra c. Na=2,b=-3,c=0ed=23
5) Letra c. 8)Letra d.



9a = loua = 2. 14m=8en=-1

10)Letra c. 15)Letra a.
11)Letra d. 16)Letra e.
12) Q(x) = x> — 5x* + 13x3 — 42x% + 126x¢ 17)Letra e.
R(x) = —2269

13)Q(x) = 2x* +x —%eR(x):_%

GABARITO DOS EXERCICIOS 16.9

1) § ={4-12} 8) Letra d.

2) § ={3{-3i,—-1,-2}. 9) Letra c.

3) §$ ={1+4+2i,1—2i,4i—4;2}. 10) Letra c.
4) 7. 11) Letra c.
5)23. 12) Letra c.
6) Letra e. 13) Letra c.
7)a)f bV cF d)v 14) Letra e.

e)f fHF g)v hv F

GABARITO DOS EXERCICIOS 16.10

)rni+nt+n=-10,nnrnn=—10enrnntnrntnrn=—10

W =

A ntrntntn= -2, rnnnrnn=
nn+nrtnntnntnntrnn=3
nnntnnntnnntrnn=2

2 5) Letra d.
3)a)-5 b)-3 c)2 d)g 6) Letra e,

4) Letra e.

GABARITO DOS EXERCICIOS 16.11

Da)s ={L1+41-1} bBS={2-21-1 S =(2 5,4,—()

2) Letra c. 6) 8

3) Letra b. 7) Letra c.
4) Letra e. 8) Letra d.
5) 21[)0

GABARITO DOS EXERCICIOS 17.1

n
a)sS ={x eR|x <-9} d)S ={x eR|x >13}
b) S ={x eER|x <-4} e)5={xe]]§|x2£
c) S ={x eER|x >-12} f)S={xER|x<1—12}
2)
a)sS ={xeR|-1<x £11}
b)S =f{x ER|x <—-150ux > -2}
3)s ={1}

4)S ={x eR|2<x <3}
5) Duas solugoes.
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6)

a)sS ={x eR|5<x <7} d)S ={x eER|9<x <11}
b)S ={x eR|x <-11loux =9} e)S ={x eR|x = -4}
) § ={x E]R|%Sx <2oux =7} f)$={x eR[-6<x <-5}
g)S ={x eR|x < —4ou 2<x <4}
7)Letrae.
8)Letra c.
9)Letra e.
‘ GABARITO DOS EXERCICIOS 17.2
1
a) f(x) >0,vx eR f)>0,vx eR| —1<x <5.
c)! fx)=0vx ER|x =1ou x =5
b){f(x)>0,Vx ER|x# 2. f(x)<0,vx ER|x <—1lou x >5
f)=0,x=2 {f(x)>0,Vx ER|x#0.
D Vey=10,% = G,

2)S =fx eR|2<x <7}
3)S =fk eR|k <-4}

4

a;S ={x ER|x <—3oux = V3}

b)S={x €R|-1< x <3

¢) 5 =R

45 ={}

e)S ={x eER|x £-20u3<x <5}
HS={xeR| —2<x <goul<x <4}

g)S ={x ER|x <—-3o0u —2<x <-1}

h)S ={x ER|x < -3ous<x <lou3<x <5

5) Letra b. 6) Letra a. 7) Letra d.

GABARITO DOS EXERCICIOS 17.3

1
a)s ={x eER|x >4} g)sS ={x ER|x >0}

_% ) S =fx ER|x <2oux >3}
¢)§ =fx ER|x 23} /) S=fxeRlx <-3oux >3}
d)S =fx eR|x >3} K)S =R
e)s ={x eER|x =4} ) S ={x eR|x <0}
HS=fx €R|x>H m) S={xeR|l<x <2}

2)
a)s ={x eR|x >4} b)S ={x eR|x >10}
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0)S ={x eR|3L <x <-3)
d)S ={x eR|x >8}
e)S ={x eR|x <—loux > 3}

ns={}%
g)S ={x eR|-3 <x <1}
h)S ={x €R|x 2ou x 10}

2
3) Letra e.
GABARITO DOS EXERCICIOS 17.4

1)
a) s ={-10,10} i) s ={-5}
b)s ={1 j)S={—3:}}
c) S ={35} k)S ={—=%,20
d)s ={-12,-6} /))5 =§1 g} }
e) s ={-2,10} ") S = {'_1 9
f) S ={—4,8} A)'s _—{} ]
g)s ={-64} -
h) S = {—4}

2)

a)sS={x¢eR|x>-1oux—7}
b)S ={x eR|4<x<6}

c)S ={x €eR|x £<—-30u x 230u —\7 5x5\/7}

d)S={x€eR|0<x<1}

3)

a)

)

f@) = |o—4-1

12(\4/56789

flz) =[22—8{+5

b)

d)

P S P

1

2.12-11-10-9 -8 — _ Haita ok
12-12-11-10-9 -8 -7 -6 5—432_11/12
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o =
e) 35 f) 22
20
30 18
ot 16
14
20 12
15 10
8
() = |z +10f+ [2x — 12| 6

s 4l f(x) = |2x—6|+|3x— 18|
2

[ 14-12-10 8 -6 -4 -2 2 4 6 8 10 21, 1238 4567891011213
-5

4

9 T h)
: f(x):‘$2—8$+7\
-1
SR i S, P T S Ry W S )
-2 =
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ministrados em engenharia agrondmica e engenharia agricola.

O volume 4 foi elaborado para os componentes de Matematica de nivel
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contundente aos alunos e académicos de cursos afins.






" COMUNICADO
IMPORTANTE

Disite nossas
outras obras
de Ensino,
Pesquisae
Extensao

’

EDIFAP




onm
am
[ [ ]
an
INSTITUTO
FEDERAL

Amapa

INSTITUTO FEDERAL DE EDUCACAO, CIENCIA E
TECNOLOGIA DO AMAPA - IFAP
Rodovia BR 210 KM 3, s/n - Bairro Brasil Novo
CEP: 68.909-398
Email: reitoria@ifap.edu.br
Telefone: (96) 3198-2150
Site: https://ifap.edu.br/

Twitter: @ifap_oficial
Facebook: /institutofederaldoamapa



ISBN: 978-65-89513-34-6

65897513346

9"78

\¢

EDIFAP




	4
	COLEÇÃO AGRÁRIA VOLUME 3_E-BOOK - 14 - 11  - 24
	2

