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PREFÁCIO

Esse livro-texto é uma coletânea de partes dos textos de um 
livro-caderno, objeto de minha dissertação de mestrado (FREIRE, 
2014) publicada em 2014 e de pesquisas de aplicação da Matemá-
tica às ciências agrárias. 

O livro-caderno (FREIRE, 2013) objeto dessa dissertação, foi 
um dos projetos desenvolvidos na escola estadual Esther da Silva 
Virgolino no estado do Amapá e é um dos trabalhos pelo qual tenho 
muito orgulho em ter escrito. Além de ser um material didático gra-
tuito (por isso não foi publicado) em que o aluno não copiava con-
teúdos em seu caderno, oportunizava também a contextualização 
de conteúdos matemáticos e o uso de tecnologias em sala de aula.

É nesse sentido de contextualização e do uso de tecnologias, 
pensando em um livro com viés didático concomitante à modelagem 
matemática, que escrevi essa coletânea.

Quando comecei a lecionar no Instituto Federal do Amapá - 
Campus Agrícola Porto Grande, os problemas didáticos encontrados no 
instituto eram similares aos das escolas estaduais onde lecionava ante-
riormente: os livros didáticos disponibilizados pelo MEC não eram apli-
cáveis à realidade profissional de cada curso, seja técnico ou superior.

E além disso, o único livro de Matemática (FERREIRA, 1999) 
com aplicação às ciências agrárias (inclusive, um excelente livro de 
bibliografia complementar), não possuía todos os conteúdos exigi-
dos nos componentes dos cursos. Lembro, por exemplo, que muitos 
professores que ministravam componentes técnicos nos cursos de 



agronegócio, agropecuária ou agroecologia do campus, reclamavam 
que os alunos, entre outras coisas, não sabiam resolver e nem apli-
car regra de três, conteúdo indispensável para o desenvolvimento 
do componente. Isso me incomodava!

E os alunos em contrapartida, questionavam-me: “Profes-
sor! em que situações de minha vida profissional irei aplicar tal 
conteúdo matemático?”. Respostas improvisadas eram dadas e 
embora razoáveis, não satisfaziam a mim, e talvez, nem à eles. 
Algo faltava!

Resolvi, então, pesquisar sobre abordagens e aplicações ma-
temáticas na área. A contextualização passou a ser, diante desse 
cenário, um dos pilares fundamentais da pesquisa. Mas, não que-
ria fazê-la de qualquer forma. Não poderia ser ingênua ou sem 
sentido, precisava ser técnica, adequada e prática ao curso. Foi aí 
que surgiu uma parceria com os colegas professores da área técni-
ca do Campus (cujos nomes estão nos agradecimentos), que não só 
incentivaram a produção desse material, como também sugeriram 
várias bibliografias, modelos de aplicação, dicas e participação na 
elaboração de conteúdos e exercícios. A contextualização presumi-
damente alcançada com essas características, pode ser apreciada 
em demasia nessa coleção e segue o organograma a seguir.

Uma vez contextualizado os conteúdos, era necessário colo-
car em prática o que havia sido ensinado. Foi então que elaborei 
um projeto de pesquisa: “uso de modelagem matemática no culti-
vo de alface”, que foi realizado no mesmo instituto e campus, sob 
minha orientação, com contribuição inestimável do agrônomo Cle-
ber Machado de Oliveira, e desenvolvido pelos alunos: Cleverton 
França Vaz, João Vitor de Andrade Soares (acadêmicos de enge-
nharia agronômica) e Antônio Sales Maciel (aluno do curso técnico 
em agronegócio).

Nesse projeto, foi possível acompanhar o desenvolvimento da 
alface em doses diferentes de nitrogênio, descobrir qual o modelo 
matemático que se ajusta aos parâmetros de crescimento dessa 
hortaliça e, a partir desse modelo, resultado da regressão (presen-
te nesse livro), identificar qual dose de nitrogênio seria ideal para 
a otimização da produção do cultivo (em termos matemáticos: o 
máximo ou mínimo da função). Ficou evidente, com esse projeto 
e a partir de diversas pesquisas sobre experimentos agrários (li-
vros, revistas científicas, artigos, trabalhos de conclusão de curso, 
dissertações, etc.), a importância da modelagem matemática para 
às ciências agrárias. É o que o leitor também irá encontrar nessa 
coleção segundo o organograma a seguir.
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Contudo, embora os alunos desse projeto tenham posto em 
prática o que aprenderam em sala de aula, como teorias e cálculos 
(à mão), a tecnologia se fez necessária como ferramenta auxiliar de 
confirmação de dados e interpretação de resultados. Na verdade, é 
difícil imaginar algum técnico ou engenheiro da área não utilizando 
tais ferramentas no exercício de sua profissão. É o que também 
propõe essa coleção.

Em todos os volumes da coleção, convenientemente, é ensina-
da, com imagens ilustrativas e passo a passo, a utilização de recur-
sos tecnológicos, como calculadoras científicas, planilhas eletrônicas 
e softwares gráficos, para que o leitor tenha à sua disposição outras 
ferramentas auxiliares de conhecimento.
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Tecnologias na matemática

A calculadora científica sugerida na coleção para uso é a Vinacal 
VN-500MS. No entanto, os comandos utilizados nessa calculadora são 
praticamente os mesmos utilizados em muitas outras calculadoras, 
como a Casio FX-82MS, por exemplo.

Já a planilha eletrônica utilizada no material é da Microsoft 
excel para Mac, versão 16.67. Não obstante, os comandos utilizados 
nesse software são os mesmos para qualquer versão e para qual-
quer sistema operacional, seja o Windows, MacOs ou Linux.

Quanto ao software gráfico foi utilizado o software geogebra 
classic versão 5.0. O geogebra é um software gratuito e de código 
aberto que permite de forma intuitiva a iteração entre diversas fren-
tes matemáticas como geometria, álgebra, além de construção e 
análise de gráficos, entre outros. O download do software, seja para 



computador ou smartphone pode ser feito gratuitamente pelo site 
geogebra.org. Há opção também de utilizar o software on-line (sem 
precisa instalar) no mesmo endereço eletrônico. 

Calculadora vinacal VN-500MS (à esquerda) e 
Planilha excel (à direita)

Geogebraclassic–versão5.0

Em termos de estrutura, a coleção matemática aplicada às 
ciências agrárias é dividida em quatro volumes. Os volumes 1, 2 e 
3 são voltados para o ensino médio técnico em agroecologia, agro-
negócio, agropecuária ou qualquer nível médio técnico em ciências 
agrárias. Já o volume 4 é destinado ao nível superior em engenharia 
agronômica, engenharia agrícola ou qualquer outro nível superior, 
porém as aplicações são destinadas às ciências agrárias.

Cada volume é dividido em unidades, cada unidade em seções 
e cada seção em subseções, de forma sequencial. Por exemplo: 
Unidade 12, seção 12.1 e subseção 12.1.1. Os exercícios são nu-
merados de acordo com a unidade e a ordem do exercício dentro 
dessa unidade. Por exemplo: exercícios 12.1, exercícios 12.2, etc. 
Nos volumes 1, 2 e 3 os exercícios de aplicação estão intercalados 
com os exercícios comuns (de nível médio), enquanto no volume 4, 
os exercícios de aplicação ficam sempre no final da unidade e são 
separados dos demais.

Além dos exercícios elaborados pelo autor com base na con-
textualização, modelagem e tecnologia, há também exercícios se-
lecionados criteriosamente do ENEM, ENADE, outras instituições e 
vestibulares. Todos são selecionados com base no conteúdo das uni-
dades afins e ordenados em ordem de dificuldade.



Na coleção, também é possível encontrar a matemática pura, 
com teoremas (inéditos, inclusive) e demonstrações (algumas iné-
ditas, também), sempre discorridas com cuidados técnicos e forma-
lidades que um bom livro de matemática exige.

Por fim, é uma coleção de livros didáticos elaborados com o 
objetivo de assessorar professores e profissionais da área, e de dar 
um embasamento teórico mais contundente aos alunos e acadêmi-
cos da área. Modestamente, é o que espero!

Francielck Domingos Freire
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23.6.9. Máximos e mínimos de funções de duas variáveis 

Essencialmente, as definições e teoremas envolvendo máximos e mínimos de 
uma função de uma variável também se aplicam às funções com duas variáveis, 
com algumas peculiaridades. Vamos as definições. 

Definição 23.6.9.1: Uma função 𝑓𝑓 de duas variáveis tem um máximo 

relativo (ou máximo local) em (𝑥𝑥., 𝑦𝑦.),	se 𝑓𝑓(𝑥𝑥., 𝑦𝑦.) ≥ 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦) para quaisquer 

pontos (𝑥𝑥, 𝑦𝑦) pertencente a um círculo aberto centrado em (𝑥𝑥., 𝑦𝑦.). Diz-se que 𝑓𝑓 

tem um máximo absoluto (ou máximo global) em (𝑥𝑥., 𝑦𝑦.),	se 𝑓𝑓(𝑥𝑥., 𝑦𝑦.) ≥ 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦) 
para quaisquer pontos (𝑥𝑥, 𝑦𝑦)	do domínio de 𝑓𝑓. 

Definição 23.6.9.2: Uma função 𝑓𝑓 de duas variáveis tem um mínimo 

relativo (ou mínimo local) em (𝑥𝑥., 𝑦𝑦.),	se 𝑓𝑓(𝑥𝑥., 𝑦𝑦.) ≤ 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦) para quaisquer pontos 

(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) pertencente a um círculo aberto centrado em (𝑥𝑥., 𝑦𝑦.). Diz-se que 𝑓𝑓 tem um 

mínimo absoluto (ou mínimo global) em (𝑥𝑥., 𝑦𝑦.),	se 𝑓𝑓(𝑥𝑥., 𝑦𝑦.) ≤ 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦) para 

quaisquer pontos (𝑥𝑥, 𝑦𝑦)	do domínio de 𝑓𝑓. 
Assim, como ocorre com as funções de uma variável, os máximos e mínimos 

relativos ou absolutos de uma função, são denominados apenas de extremos. Ver 
figura 23.6.9.1. 

Nem todas as funções de duas variáveis possuem extremos. Porém, se a função 
for contínua em um conjunto fechado19 e limitado20, a garantia da existência de 
extremos é assegurada pelo teorema a seguir. 

Teorema 23.6.9.1 (teorema do valor extremo21): Se 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦) for contínua 

em um conjunto fechado e limitado D, então 𝑓𝑓 terá um extremo (máximo ou 

mínimo) em D. 

19 Um conjunto de ℝ; é denominado de conjunto fechado se conter todos os pontos de fronteira. Exemplo: O conjunto 𝐷𝐷 =
{(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)|𝑥𝑥!+ 𝑦𝑦² ≤ 𝑟𝑟² é um conjunto fechado, pois contém todos os pontos de fronteira (≤). 
20 Um conjunto de ℝ; é denominado de conjunto limitado quando é finito por extensão. 
21 Também conhecido como teorema de Weierstrass (1815-1897) para funções de duas variáveis. 

Figura 23.6.9.1 - Extremos de uma função de duas variáveis. 
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Ao	final,	devemos	utilizar:	0 ≤ 𝑧𝑧 ≤ 2	(ver	figura).	
Conclusão:	

B B B (𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧.
8'U

√!

(8'U)²

.

8

.
	

Resolva essas integrais triplas de a) e b), e constate o mesmo resultado 
CD
DG

. 

Observação: Não é preciso memorizar os tipos de sólidos, ou ainda, os tipos 
de regiões das projeções. Essas categorizações tem cunho meramente didático e 
servem apenas para que o leitor compreenda a análise que deve ser feita no sólido 
de integração, consoante a ordem de integração escolhida.  

Um caso particular da aplicação de integral tripla pode ser utilizada para cálculo 

de volume de sólidos, para isso basta fazer 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦,𝑧𝑧) = 1. 

Exemplo: Determine o volume do sólido que está abaixo da superfície 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦) =
−𝑥𝑥8 + 𝑦𝑦8 + 25, acima do plano 𝑥𝑥𝑥𝑥 e limitada pelo cilindro 𝑦𝑦8 + 𝑥𝑥8 = 25.

Solução:  

A	 região	 do	 espaço	 é	 𝐵𝐵 = {(𝑥𝑥,𝑦𝑦,𝑧𝑧) ∈ ℝ$| − 5 ≤ 𝑥𝑥 ≤

5,−–25 − 𝑥𝑥² ≤ 𝑦𝑦 ≤ –25 − 𝑥𝑥², 0 ≤ 𝑧𝑧 ≤ −𝑥𝑥8 + 𝑦𝑦8 + 25}.  
Logo:	

~𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦,𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑉𝑉 = B B B 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦,𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑧𝑧𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
["(!,?)

[2(!,?)

Z"(!)

Z2(!)

>

@š

	

~𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦,𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑉𝑉 = B B B 1.𝑑𝑑𝑧𝑧𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
'!")?")8;

.

N8;'!²

'N8;'!²

;

';š

	

~𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦,𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑉𝑉 = B B −𝑥𝑥8 + 𝑦𝑦8 + 25
N8;'!²

'N8;'!²

;

';š

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑	

Aplicando	as	 coordenadas	polares:	 	 0 ≤ 𝑟𝑟	 ≤ 5,	0 ≤ 𝜃𝜃 ≤ 2𝜋𝜋,	𝑥𝑥 = 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜃𝜃	 e	𝑦𝑦 = 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜃𝜃,	
temos: 

𝑉𝑉 = { { D−(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜃𝜃)2 + (𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜃𝜃)2 + 25F. 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟
5

0
𝑑𝑑𝜃𝜃

2𝜋𝜋

0
⇒	

𝑉𝑉 = B B (25 − 𝑟𝑟8𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝜃𝜃)𝑟𝑟. 𝑑𝑑𝑑𝑑
;

.
𝑑𝑑𝜃𝜃

8#

.
= B B (25𝑟𝑟 − 𝑟𝑟$𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝜃𝜃)𝑑𝑑𝑑𝑑

;

.
𝑑𝑑𝜃𝜃 ⇒

8#

.
	

𝑉𝑉 = B y
25𝑟𝑟8

2
−

𝑟𝑟7𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝜃𝜃
4

zå
.

;

𝑑𝑑𝜃𝜃 = B ?
625
2

−
625. 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝜃𝜃
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SOBRE O AUTOR

SOBRE A OBRA

Matemática Aplicada às Ciências Agrárias é uma coleção com quatro livros  
(didáticos) voltados para os cursos de ciências agrárias. 

Os volumes 1, 2 e 3 são destinados ao nível médio técnico da área de 
ciências agrárias, como agroecologia, agropecuária e agronegócio, e também 
para os componentes de conhecimentos matemáticos básicos de nível superior, 
ministrados em engenharia agronômica e engenharia agrícola.  

O volume 4 foi elaborado para os componentes de Matemática de nível 
superior em qualquer área, porém aplicações em engenharia agronômica e 
engenharia agrícola.  

Em todos os volumes, os conteúdos são abordados com Matemática pura, 
exatamente como se ensina no ensino médio e no nível superior, porém acom-
panhados de contextualização, modelagem, uso de tecnologias e aplicação às 
ciências agrárias.  

Todos os exercícios possuem questões elaboradas pelo autor visando uma 
melhor assimilação do conteúdo, além de questões selecionadas criteriosamente 
do ENEM, ENADE, vestibulares e outras instituições. 

É uma coleção de livros (didáticos) elaborada com intuito de assessorar 
professores e profissionais da área, e de dar um embasamento teórico mais 
contundente aos alunos e acadêmicos de cursos afins. 
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