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PREFACIO

Esse livro-texto € uma coletanea de partes dos textos de um
livro-caderno, objeto de minha dissertacao de mestrado (FREIRE,
2014) publicada em 2014 e de pesquisas de aplicacdo da Matema-
tica as ciéncias agrarias.

O livro-caderno (FREIRE, 2013) objeto dessa dissertacao, foi
um dos projetos desenvolvidos na escola estadual Esther da Silva
Virgolino no estado do Amapa e é um dos trabalhos pelo qual tenho
muito orgulho em ter escrito. Além de ser um material didatico gra-
tuito (por isso nao foi publicado) em que o aluno ndo copiava con-
teldos em seu caderno, oportunizava também a contextualizagdo
de conteldos matematicos e o uso de tecnologias em sala de aula.

E nesse sentido de contextualizacdo e do uso de tecnologias,
pensando em um livro com viés didatico concomitante a modelagem
matematica, que escrevi essa coletanea.

Quando comecei a lecionar no Instituto Federal do Amapa -
Campus Agricola Porto Grande, os problemas didaticos encontrados no
instituto eram similares aos das escolas estaduais onde lecionava ante-
riormente: os livros didaticos disponibilizados pelo MEC ndo eram apli-
caveis a realidade profissional de cada curso, seja técnico ou superior.

E além disso, o Unico livro de Matematica (FERREIRA, 1999)
com aplicacdo as ciéncias agrarias (inclusive, um excelente livro de
bibliografia complementar), ndo possuia todos os contelidos exigi-
dos nos componentes dos cursos. Lembro, por exemplo, que muitos
professores que ministravam componentes técnicos nos cursos de



agronegdcio, agropecuaria ou agroecologia do campus, reclamavam
gue os alunos, entre outras coisas, nao sabiam resolver e nem apli-
car regra de trés, conteldo indispensavel para o desenvolvimento
do componente. Isso me incomodaval!

E os alunos em contrapartida, questionavam-me: “Profes-
sor! em que situagdes de minha vida profissional irei aplicar tal
conteldo matematico?”. Respostas improvisadas eram dadas e
embora razoaveis, ndo satisfaziam a mim, e talvez, nem a eles.
Algo faltava!

Resolvi, entdo, pesquisar sobre abordagens e aplicacbes ma-
tematicas na area. A contextualizacdo passou a ser, diante desse
cenario, um dos pilares fundamentais da pesquisa. Mas, nao que-
ria fazé-la de qualquer forma. Ndo poderia ser ingénua ou sem
sentido, precisava ser técnica, adequada e pratica ao curso. Foi ai
gue surgiu uma parceria com os colegas professores da area técni-
ca do Campus (cujos nomes estdo nos agradecimentos), que nao sé
incentivaram a producdo desse material, como também sugeriram
varias bibliografias, modelos de aplicacdo, dicas e participacdao na
elaboracdo de conteldos e exercicios. A contextualizagdo presumi-
damente alcancada com essas caracteristicas, pode ser apreciada
em demasia nessa colegcdo e segue 0 organograma a seguir.

Uma vez contextualizado os conteldos, era necessario colo-
car em pratica o que havia sido ensinado. Foi entdo que elaborei
um projeto de pesquisa: “uso de modelagem matematica no culti-
vo de alface”, que foi realizado no mesmo instituto e campus, sob
minha orientacdo, com contribuicdo inestimavel do agrénomo Cle-
ber Machado de Oliveira, e desenvolvido pelos alunos: Cleverton
Franga Vaz, Jodo Vitor de Andrade Soares (académicos de enge-
nharia agronémica) e Antonio Sales Maciel (aluno do curso técnico
em agronegocio).

Nesse projeto, foi possivel acompanhar o desenvolvimento da
alface em doses diferentes de nitrogénio, descobrir qual o modelo
matematico que se ajusta aos parametros de crescimento dessa
hortalica e, a partir desse modelo, resultado da regressao (presen-
te nesse livro), identificar qual dose de nitrogénio seria ideal para
a otimizacao da producdo do cultivo (em termos matematicos: o
maximo ou minimo da funcdo). Ficou evidente, com esse projeto
e a partir de diversas pesquisas sobre experimentos agrarios (li-
vros, revistas cientificas, artigos, trabalhos de conclusdo de curso,
dissertagbes, etc.), a importancia da modelagem matematica para
as ciéncias agrarias. E o que o leitor também ird encontrar nessa
colegao segundo o organograma a seguir.



Modelagem Matematica

Formular Obter interpretar

Problemas do Modelo Conclusoes Previsdes/Projecoes
mundo relal matemético matemadticas sobre o problemas

V\

Testar

Contudo, embora os alunos desse projeto tenham posto em
pratica o que aprenderam em sala de aula, como teorias e calculos
(a mao), a tecnologia se fez necessaria como ferramenta auxiliar de
confirmacdo de dados e interpretacdo de resultados. Na verdade, é
dificil imaginar algum técnico ou engenheiro da area nao utilizando
tais ferramentas no exercicio de sua profissdao. E o que também
propoe essa colegao.

Em todos os volumes da colegdo, convenientemente, é ensina-
da, com imagens ilustrativas e passo a passo, a utilizacdo de recur-
sos tecnoldgicos, como calculadoras cientificas, planilhas eletrénicas
e softwares graficos, para que o leitor tenha a sua disposigdo outras
ferramentas auxiliares de conhecimento.

Tecnologias na matematica

Utilizar Obter interpretar

Problemas do Tecnologias Modelo Previsdes/Projecoes
mundo relal matemético sobre o problemas

V\

Testar

A calculadora cientifica sugerida na colegdo para uso é a Vinacal
VN-500MS. No entanto, os comandos utilizados nessa calculadora sao
praticamente os mesmos utilizados em muitas outras calculadoras,
como a Casio FX-82MS, por exemplo.

Ja a planilha eletronica utilizada no material é da Microsoft
excel para Mac, versdo 16.67. Ndo obstante, os comandos utilizados
nesse software sdo os mesmos para qualquer versao e para qual-
quer sistema operacional, seja o Windows, MacOs ou Linux.

Quanto ao software grafico foi utilizado o software geogebra
classic versdo 5.0. O geogebra é um software gratuito e de cédigo
aberto que permite de forma intuitiva a iteracao entre diversas fren-
tes matematicas como geometria, algebra, além de construcgdo e
analise de graficos, entre outros. O download do software, seja para



computador ou smartphone pode ser feito gratuitamente pelo site
geogebra.org. Ha opcdao também de utilizar o software on-line (sem

precisa instalar) no mesmo enderego eletrénico.

Calculadora vinacal VN-500MS (a esquerda) e
Planilha excel (a direita)
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Em termos de estrutura, a colecdo matematica aplicada as
ciéncias agrarias é dividida em quatro volumes. Os volumes 1, 2 e
3 sdo voltados para o ensino médio técnico em agroecologia, agro-
negocio, agropecuaria ou qualquer nivel médio técnico em ciéncias
agrarias. Ja o volume 4 é destinado ao nivel superior em engenharia
agron6mica, engenharia agricola ou qualquer outro nivel superior,
porém as aplicagbes sao destinadas as ciéncias agrarias.

Cada volume é dividido em unidades, cada unidade em secbes
e cada secao em subsecdes, de forma sequencial. Por exemplo:
Unidade 12, secdo 12.1 e subsecdo 12.1.1. Os exercicios sdao nu-
merados de acordo com a unidade e a ordem do exercicio dentro
dessa unidade. Por exemplo: exercicios 12.1, exercicios 12.2, etc.
Nos volumes 1, 2 e 3 os exercicios de aplicacao estao intercalados
com os exercicios comuns (de nivel médio), enquanto no volume 4,
os exercicios de aplicacdao ficam sempre no final da unidade e sdo
separados dos demais.

Além dos exercicios elaborados pelo autor com base na con-
textualizagdo, modelagem e tecnologia, ha também exercicios se-
lecionados criteriosamente do ENEM, ENADE, outras instituicdes e
vestibulares. Todos sao selecionados com base no contelido das uni-
dades afins e ordenados em ordem de dificuldade.



Na colegdo, também é possivel encontrar a matematica pura,
com teoremas (inéditos, inclusive) e demonstracbes (algumas iné-
ditas, também), sempre discorridas com cuidados técnicos e forma-
lidades que um bom livro de matematica exige.

Por fim, € uma colegdo de livros didaticos elaborados com o
objetivo de assessorar professores e profissionais da area, e de dar
um embasamento tedrico mais contundente aos alunos e académi-
cos da area. Modestamente, é o que espero!

Francielck Domingos Freire



SUMARIO

< T I I ) 25
18.1. Nocao intuitiva de IMite ...ovviiiii e 25
18.1.1. DefiniGa0 de lHMILE ...ueeieie ittt e e e e e e e aaans 28
EXERCICIOS 18.1 1iiiiiiiiiiieeeeee e e e e e ettt et e e e e e e e e e e e e e e e e bbbttt e e e eaeeeeeeeeeens 32
18.2. Propriedades do limite de uma fuNGE0 .......oeieiiiiiiiiiiiii e 33
18.3. Limite da fungao polinomial .....ceiuiiiiiiiii e 35
EXERCICIOS 18.2 11vtiiitiiieiiuiiie e sttt e e ettt e e ettt e e ettt e e et e e e st e e e et e e e e nnaa e e antaaaeans 36
18.4. Limite da fuNGa0 racional ....ciiiiiiiii i s 37
18.4.1. Limite da fungdo racional envolvendo polinGmios ........ccccvuviiiniiiiieniiiineannn, 37
EXERCICIOS 18.3 1iiiiiiiiiiieeeiee e e i e e ettt e et e e e e e e e e e e e e e e e et bbbt rrreaeaeeeeeeeeeens 39
18.4.2. Limite da fungdo racional envolvendo radicais ........c.ccooviiiiiiiiniiiiii e, 40
EXERCICIOS 18.4 ..uuuvviiiiiieeee e i ieititieee e e e e e e et ettt e e e e e e e ettt a e e e e e e e s e e eabaaareeeeeeaeeas 43
18.4.3. Limite infinito da fungao racional ..........c.oeiiiiiiiiii e 44
EXERCICIOS 18.5 ..uuuttiiieiieeeeiiiiittiteeeee e e e s s eeitbaaaee e e e e e s e s aabbbaaaeeeeeessessbbaaaeeeaeeaaans 47
18.5. Limites NO iNfiNItO .ovieiii e 48
EXERCICIOS 18.6 ..vvviiiiiiieeeeeeeeeeeeecitttt ettt et e e e e e e e e e e e e e e e e e e e et bbbttt bt reaeaeeeeeeeaeens 53
18.6. Limites fuNdamentais ...ieieiieiie i 54
18.6.1. Limites trigonOmMELIiCOS 1uviuiii ittt v e e e e e e e aeees 54
EXERCICIOS 18.7 wvvveeiuiiieeiitite e sttt e e sttt e e et e e e et e e et e e e st e e e sntn e e e s nnaaeeannaaaeans 58
18.6.2. Limites das fungdes exponencial € 10garitmica .......ccovviviiiviii i, 59
EXERCICIOS 18.8 1uvveeiutiiieeiitiie e sttt e e sttt e e ettt e e e et e e et a e e st a e e e anbe e e e s naaaeaannnaaeans 62
18.7. Limite de fungdes definidas Por Partes ......vviiiiiiiiiiiiiii e 63
EXERCICIOS 18.9 1uvviiiuiiiieeiiiite e sttt e e ettt e e ettt e e ettt e e et e e e st e e e et e e e e nana e e antnaaeans 64
18.8. ContinUIdade ....viviiiii e 66
EXERCICIOS 18.10 11iiuvviieiuiiieeiuiieeesiteeeestteeestee e e st e e e enta e e e etta e e s taa e e sntae e e snaneeenneeas 69
EXERCICIOS DE APLICACAO 18.11 1iuuuiiiiiiiiiiieeeeeeeeeeeeeesseseesisssssssssessesseeeeeeeeens 71
19. DERIVADA ...cuiuicusureausessusasassssassssssssssassssasassssasassasssssssssssanassssasnssnsnssnsnnanse 77
19.1. Derivada de Uma fUNGE0 .....ouuieiiieit ettt e e e e e e e e naans 77
EXERCICIOS 191 1oiiiiiiiiiiee e e e e e e e ettt e e e e e e e e e e e e e e e e e et a bt e e e eaeeeeeeeeeeas 79
19.2. Interpretagdo geométrica da derivada ......couvevieiiiiiiiii e 80
19.3. Diferenciabilidade e continuidade .........c.ccviiiiiiii 82
EXERCICIOS 19.2 11vtiiiiiiieeiiieie e ettt e e sttt e et e e e et e e et e e e st e e e anta e e e e nnaa e e entaaaeans 87
B R W] o Tt To T L= V7 [ - TR P 89
19.4.1. Derivada da fungao CONSEANtE .....cuivieieii i 89
I M 1< o V7Y b= T F= I o o) o ol - S 89
19.4.3. Derivada da fungao €XponencCial ..........oeieiiiiiiiiiiii e 90
19.4.4. Derivada da fUNGE0 SENO ..iiviuiiiiii it et e e aees 90
19.4.5. Derivada da fUNGE0 COSSENO ...ueueuiuiiiniianee et et eeae et e et e e e e e e e eaaaeaens 91
19.4.6. Derivada de fungoes [0garitMiCas ...o.vvieviereiriii i rere e eneeees 91
19.4.7. Derivada de fungdo acompanhada de constante ...........ccooeeiiiiiiiiieiieninenen. 92
EXERCICIOS 19.3 1iiiiiiiiiiiie e e e e e e e ee ettt et e e e e e e e e e e e e e e ettt reaeaeeeeeeeeeeas 93
19.5. Regras d€ deriVAGE0 . .uuuueieat ittt e et et et e et e et e e e e e e e e e e eaanenaenenns 94

19.5.1. Derivada da soma € da diferenga ......coooeiiiiiiiiiiiiiic i i aaeas 94



19.5.2. Derivada do Produlio . ...cieiiieiiii i 94

19.5.3. Derivada da poténcia de Uma fUNGE0 ......vvviiviiiiiiiiiii e 95
19.5.4. Derivada do QUOCIENEE ...civiiiiiii e 96
EXERCICIOS 19.4 1..vviiiiiiiii ettt ettt ettt e et e et a e nnee e 98
19.5.5. Regra da cadeia (derivagao de uma fungao composta) .....cocvvvveivinvienninnnnnene. 99
EXERCICIOS 19.5 1uitiieiiiie e ettt ettt et e et e et e et e e e s e e taa e e nnaae s 102
19.5.6. Derivada da fuNGA0 INVEISA ...cvviririiieieiiieieeeeeeae e s eenraer e eeeeneaeenaeaenees 102
19.6. DErivadas SUCESSIVAS ...ucuuriuiuiniieiaiaee e steaeae e e aaeeae e raanee e e raeaeeaaanans 104
19.7. Derivada impPlCita .oueee e 105
EXERCICIOS 19.6 1.uvviieiiiie e ettt ettt ettt et e et e et e e e e e e taa e et 107
19.8. Tabela de derivadas DASICAS .....uvuiuiriiiiiiiie e 108
20. A DERIVADA EM GRAFICOS E APLICAC()ES .............................................. 113
20.1. Crescimento € deCreSCIMENTO «.ouiuiuiiee ittt re et nenenas 113
20.2. Concavidade € ponto de iNfleX@0 ....ovvvieirieieiiiii e eee e aeees 117
EXERCICIOS 20,1 1iitiieiiiie ettt ettt et e et e e e s e et e e e nnaae s 124
20.3. Extremos (Maximos € MINIMOS) ..uuuiuiiiritiiitntetetrenetrnetrereaaereneaeareenens 125
20.4. Pontos notaveis de uma fungdo N0 geogebra .......coevvveiiiiii i, 137
EXERCICIOS 20.2 1.ttt ettt e e e e ettt e e e e e e e e et e e e eeeeeenaees 138
20.5. Aplicages de deriVada .......cuieiieii e 140
20.5.1. Problemas de OtimMIiZaGA0 ....vvieieiriiiiiiiiei e e e e e e e ae e e 140
EXERCICIOS 20.3 1uiviieiiiie ettt ettt s et e et e et e e e e e nan e e nnaae s 142
20.5.2. A derivada como taxa de variagdo de uma fuNGa0 ......ccevvvviiiiiiiiiiieieieeenes 144
20.5.3. A derivada e as taxas de variagdo de uma fungao polinomial ........................ 147
20.5.4. Taxa relaCioNadas ....ooceeiiieieieiii et e 151
EXERCICIOS 20,4 1..uvviiiiiiie ettt ettt ettt e e et e e taa e e nnane s 153
20.5.5. Regra de L'HOSPItAl vuuvvueuieieitiiieie ettt et e et e et e e e e eaees 155
EXERCICIOS 20.5 1..uttiieiiiie e ettt ettte ettt ettt et e et e et e e e st e e e taaeennanee s 158
EXERCICIOS DE APLICACAO 20D e 159
21. INTEGRAL ..cciuciiueminesmnnsrnsssnssssssasssassssssssnssanssasssssssanssanssnnsssnssnnssnnssnnssnnsns 169
21.1. Conceito de integral ....c.vuiiiiiii e 169
21.2. Integral definida .....ooieiiiii e 172
21.2.1. Propriedades de integral definida .........cooiiiiiiiiiii e 179
EXERCICIOS 21,1 iiiiiiiiiie et e ettt e e e e ettt e e e e e e e e e ee e e e eeeeeeenaees 181
21.2.2. Area @Ntre FUNGBES .vvvvveeeeee e e s e eeecietiee et e e e e e e e e e et e e e e e e e e e e e e ranaeaeeeas 182
EXERCICIOS 21.2 ittt ettt e e e e ettt e e e e e e e et seeeeeeeenaees 185
21.3. Integral indefinida .....coeoeieieii e 187
21.3.1. Tabela de iNtegrais DASICAS . .uvuvviriiiit it aaaans 188
21.4. TECNICAS A INLEGIrAGA0 tvuvunenieit e te et e et e et e e et e e e e e e e eaeens 189
21.4.1. Integragao PoOr SUDSEIEUIGA0 .uvuvuieiiiiieei et e e e e eeaas 189
EXERCICIOS 21.3 1iiitiieiiiiie e ettt ettt s et e et e et e e e s e e tna e e nnaee s 191
21.4.2. INTEGraGao POF PAITES t.vuiueueneeeeeeaerererereaerersrererernrnrnananeneneeneneenanenenens 192
EXERCICIOS 21,4 1uviiieiiiie ettt ettt e et e e et e e tae e e nnaae s 198
21.4.3. Integrais trigONOMELIICAS . .uviviieit it ie et e e e e e enanaans 199
EXERCICIOS 21.5 1uitiieiiiiie e ettt ettee ettt et e et e e st e et e e e s e e taa e e nnane s 202

21.4.4. Integracao por substituicdo trigonoMEtrica ........oovviviiiiiiiiii s 203



EXERCICIOS 21.6 ..uiviiiiiiiieeee e e e e ettt e e e e e e e e ettt e e e e e e e e e e e e et baaaeaeeeas 209

21.4.5. Integragao de fungdes racionais por fragdes parciais ..........ceveveieiininininenen. 210
2 (=12 (@ (1 (0 1T W 214
21.5. Comprimento de CUrVa (OU @rCO) ..uuuvuiniuiniieieieeeeee e e e ae e ee e e e e aeneneenes 215
(=12 (@ (1 (0 1T T < T 217
21.6. VOIUME dE SOIIAOS ..vvninieiiiii et e e e e 218
21.6.1. Volume de sélidos por fatiamento .....occvuviieiiiiiiiiin e 218
21.6.2. Volume de sélidos de revolugdo (método dos diSCOS) ......covvvenirrininrininnanennen 220
(=12 (@ (1 (01T T T 224
21.6.3. Volume por camadas CilindriCas ........vveieiiniiiiiie e 226
(=l (0 (0 13 s I 229
21.7. INtEGraiS IMPIrOPIIAS tuuvuruit ettt euetret et et st ettt e et et e e ra e e rarenen 230
2 (=l (0 (0 13 T 234
21.8. Integragdo NUMENICa @proXimada ......veeeeuiiiiniiie e e e e 235
21.8.1. Regra do PONLO MEIO .uvuviiiiiiii it e e e e 235
21.8.2. ReGra dO traPBZI0 . vuiviiuiiit it 236
21.8.3. REGra de SIMIPSON ..uviiiieieiit ettt et e et e e st st e e e e aeananes 237
21.8.4. POliNOMIO A€ TAYIOr «.vvuieiieii ettt e e 238
21.9. Célculo de integrais utilizando 0 ge0gEDra .......vvvvviiiiiiiii s 240
EXERCICIOS 21,12 1.uiiiiiiieiiie ettt ettt tae et e et a e e 243
21.10. Aplicagies de iNtEIral .....vuvieieie it eens 245
21.10.1. Centro de gravidade (CeNtroide) ........ovieieiniiii e 245
21.10.2. Energia e trabalho .......cccoiiiiiii 247
21.10.3. Lei de resfriamento de NeWLON ......ovieieieiiiii e 249
21.10.4. Teorema do valor médio para as integrais (TVMI) .....cccovviiiiiiiiiiiiniienenenennn, 250
21.10.5. Aplicagdo em matematica finanCeira .......oocovuviiiiiiiiiiin e 252
21.10.6. Custo de armazenamento ....ouieeieiiiieiie i 253
EXERCICIOS DE APLICAGAO 21.13 1.iiiiiiiiiiiiiieeieee e s eeeititteee e e e e e e e e e eeeiavaaneneeeee e e 255
22. GEOMETRIA ANALITICA ESPACIAL .....ccuummerrrrrrsssssnnnesessessssssnsensseesssssnnnes 263
22.1. Representagdo em um espaco tridimensional ........c.cooviiiiiiiiiiiiin e 263
22.2. Distancia entre doisS PONtOS NO ESPAGCO «..uvvreuieririiitrietreneeneneenrereeereneenrneenaes 265
PAP2NC T o [N F-Tor-To We [N U T g o b= I =TS) =1 - TR 266
22.4. PONEO MEAIO +.euitiitiiii ettt ettt e e e e e 267
22.5. Baricentro de Um tri@NGUIO ....iuiuiiiiieiii e 267
EXERCICIOS 22,1 1iiiviieiitiie ettt ettt ettt ettt e et e e e e e nan e e nnteee s 268
B30 T <) 0Tl g T 3 =T=] 0Tl o 269
22.6.1. Produto VEOrial . ... 270
22.6.2. Relagao entre o produto vetorial € 0 produto interno ........cocvevviviiniiennnnenne. 273
EXERCICIOS 22.2 1ttiieiiiiie ettt ettt ettt e et e et e e e nnaae s 276
22.6.3. Produto misto de VELOIES ...cviuiii it e e 278
EXERCICIOS 22.3 1iiiieiiiie ettt ettt ettt e et e e e e tae e et 281
22.7. EQUAGA0 da reta NO ©SPAGO «.vuueuenenerertrnantnreaeaessanansraraeaesnenenraraeaernrnrnenenenes 282
22.8. Distancia de PONTO € FELA ..uuvuieiiiie et e e 283
EXERCICIOS 22.4 ..vvvvvviieiiieiiieiti e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e aeeeeeaaeeeaeeeeeaeeeaeeeranens 284
I e I (o [T Tor=To e [o J o] F= T o [o T PP 285

22.10. ANGUIO €Ntre doiS PIANOS ......ceeeieieeeeeeeee e e e e e eeeeeeees 288



22.11. Distancia entre dois Planos ..uueiuiiieiiie e 289

22.12. Distancia entre ponto € PIAN0 .. ..iueeiiirriiiiee e 290
EXERCICIOS 22.5 1 ittt ettt e e e e e ettt e e e e e e e e e et eeeeeeeeenaeas 291
22.13. Objetos matematicos N0 geogebra 3D ......cvvvvuiiuiiniiiiiiee e e 292
22.13.1. Ponto N0 espago N0 geogebra .......ccvviiiiiiiii 292
22.13.2. Vetor N0 eSpago NO GEOGEDIA ..u.uiuiuiieie ittt eeeaens 293
22.13.3. Reta no eSpago N0 geogebra .....c.vvveiiiiiiiii i 294
22.13.4. Plano N0 €SPag0o NO gEOGEDIA ...cuiuiiiiiiiiiieie it eeaes 295
22.13.5. ESferano ge0gebra . .ouv i 296
23. FUNC("')ES DE VARIAS VARIAVEIS (DERIVADAS PARCIAIS) .cvverueransannansas 301
23.1. Grafico de fungdes cOmM dUAS VArIAVEIS ....vu.vuiririiiiniiieenir e ee e e e 301
23.1.1. Grafico de uma SUPErfiCie Plana .....vuveviiiei i 301
23.1.2. Grafico de superficies CiliNAriCas .. ....vvuiieiiiiir e 304
23.1.3. Grafico de superficies QUAAICAS ....vuvuirieriii i e eaae e 305
23.1.4. Gréafico de superficies gerais (Uso do geogebra) .......cccovviviiiiiiiiiiiiiiiieens 308
EXERCICIOS 23,1 1 iiiiiiieiie ettt ettt e e e e ettt e e e e e e e e e aa e e e eeeeeenaees 308
23.2. Curvas de nivel (0U d& CONLOIMO) tuuiuuiuiiet ittt e ea e 309
23.3. Curvas de Nivel N0 gEOGEDIA ...iuiviuiiiiii i 310
23.4. Dominio de uma fungdo de duas ou Mais Varidveis ........c.cvevvviiiniiiiiiiinnennnes 312
23.5. Limite e continuidade de fungdes de duas ou mais variaveis ..........ccccevevevnnnnn. 314
23.5.1. Limite de fungdes de duas ou Mais VaridVveis ........cocovevieriieienininiineaanenns 314
23.5.2. Continuidade de fungdes de duas ou Mais Varidveis ........cevvveveviineiinenennnnnes 317
EXERCICIOS 23.2 1iviie ittt ettt ettt et e et e e e e et a e e nnaae s 319
23.6. Derivadas PArCi@iS .. ...uuueeiuieiiiiiitie ittt 321
23.6.1. Interpretagdo geométrica das derivadas parciais ........ccocovverviiiinennininnennnnen. 325
23.6.2. Reta tangente a superficie (visualizacdo no geogebra) ........cooveveveviiiinnnnnnn. 326
23.6.3. Derivadas parciais de 0rdens SUPEIOIES .......ouivieieininiiiiieeeaeeiereaeeeeaeanes 329
EXERCICIOS 23.3 1. iiiiiiietiee et e et e ettt e e e e ettt e e e e e e e e e ee b e e e eeeeeeenaees 331
23.6.4. Plano tangente @ Uma SUPEIfICIE ...uvuiuieiiiiiii et 333
23.6.5. Aproximacao linear e diferencial de uma fungao .........cevvveviiiiiiiiiiinieeenes 335
23.6.6. REgra da Cad@ia ..ouviiiiiiii i e 339
23.6.7. Diferenciabilidade e continuidade ........c.coviiiiiiiiii 340
EXERCICIOS 2314 1.ttt ettt ettt e e 340
23.6.8. Derivadas direcionais e vetor gradiente ..........ccvoviiiiiiiiii e 342
EXERCICIOS 23.5 . .iiuiviiiiiiieeee e e e e e e e e ettt e e e e e e e e e e e et a e e e e e e e e e s e e e eanaabaaneeeeens 347
23.6.9. Maximos e minimos de fungdes de duas Variaveis .....c..ouvvveveiiiiiiiiiieninnninnnns 348
EXERCICIOS 2316 .uveeteieiiieeuieeaieeeaiteeanteeaseeeasteeanteeamteeanteeanaeeaneeeanneeeneeeanneeanees 357
23.6.10. Multiplicadores de Lagrange ........vieieiieiiiiiii e e e 358
EXERCICIOS 23.7 ettt et ettt e e e e e ettt e e e e e e e et e eeeeeaeeenaees 361
EXERCICIOS DE APLICACAOD 23.8 ..uvvvvviiiiieieeeeeeeeeeeeeeeeeiisissssseasseeseseeeeeeaeeasseaiinns 361
24. INTEGRAIS MULTIPLAS ....uuuiiiiiiisrierieesssssssssssssssssssssssssmssmmemiessesssssssnnnsnsns 367
24.1. INtegrais AUPIAS ...vuieiiie i 367

24.1.1. Integrais duplas sobre retdngulos .......o.vvviiiiiiii i 367



24.1.2. INtegraiS iteradas .....oovveiiiii i 369

EXERCICIOS 24.1 ..ottt eee ettt e e e e e e e ettt e e e e e e e e s e e e b b areeeeeas 374
24.1.3. Integrais duplas em regifes geraiS ......cuiiiiiiiiriiiiiiiii e 376
24.1.4. Propriedades das integrais duplas ........ccvviiiiiiiiiiii 381
EXERCICIOS 24.2 1.uviieiiiiiite e e ettt e e e ettt e e e ettt e e e s enttt e e e e e et e e e e s ansaaaeeesnnaaeaeeas 383
24.1.5. Integrais duplas em coordenadas polares ......c.ccvviiiiiiiiiiii i e 384
= et (o1 (01Tl i T 392
24.1.6. Integrais duplas no calculo de drea de superficie ......ccovviiieiiiniiineie, 394
EXERCICIOS 24.4 1.uviieiiiiiieieeeiiieee e e e eittae e e e sttt e e e e e ettt e e e e s snntaeaeeaanstaaaaeennnaaneeens 396
24.2. INtegrais triPIas ..o 397
24.2.1. Integrais triplas em caixas retangulares ........ccccvviiiiiiiiiiiii i 398
24.2.2. Integrais triplas €m sOlidOS EraiS ....vuiviiiiiiiiiii e 399
EXERCICIOS 24.5 1.uviieiiiiiiteeeeeitieeeeesestteeeeaasstteaaeeaantteaaeessnssaeaeesanssaaaeeesnnnaneeens 405
24.2.3. Integrais triplas com coordenadas CilindriCas ... ...ovvvvvrviniiiiiiiiirnieeeenen, 406
24.2.4. Integrais triplas com coordenadas eSfEriCas ......vvverririiiiiiiiir i rreaeenenns 408
EXERCICIOS 24.6 ....viviiiiieieeeee ettt e e e e e e e e e e e e e e raaneeee s 411
EXERCICIOS DE APLICAGAOD 24.7 ..vvvvvvviiiieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeiastasaaseanseeeeeeeeaeesenesiians 412
25. ALGEBRA LINEAR ...ccettriiiiirsnneeersrsssssssnssssssssssssssssnsssssssssssnnsssssssssssnnnnssees 417
DA T B o ] o 1o 1 PR 417
25.2. ESPAGOS VELOMIAIS . tuviuiitiiiiaiiiiiiii ittt st s 418
EXERCICIOS 25,1 1vvvtieiiutiiiteeesttieeeeesssiseeeeasssssssaeesssssssseesssssseeeesasssnsseessnsnnenennns 421
25.3. Subespago Vetorial ....covieieiii e 422
AT B @lo] aaY o] 1o =Tor=To J 11 =T (N PP 425
25.5. ESpacgos € subespagos gerados ..uuuuirieieiieiiiiiiiiie ettt 426
EXERCICIOS 25.2 1.vviie ittt ettt ettt et et e et e e et e e s e e e snane e 429
25.6. Dependéncia e independéncia liN@ar ........cuuvvieiiiiiiiiiii e 431
EXERCICIOS 25.3 ..iiiitiiiiiiieeeee e e e e e ee ettt e e e e e e e e e e s e et b bt a e e e e e e e e e e s seenasasbaareeeeeas 437
25.7. BaSE € AIMENSE0 . 1uiuieitititit ittt e et et e e e e e e et e et e e e e e e aeeens 438
EXERCICIOS 25.4 1.ttt ettt ettt ettt e et e et e e taa e e snane s 445
25.8. Coordenadas e mudanGga de base ........oviuiiiiiiiiiiii e 447
ASTE S T R o] /e [T o T T = 13 PP 447
25.8.2. MUAANGA A DaSE ...uiiiiii i e 449
EXERCICIOS 25.5 1.uitiieiiiie e ettt e e ettt ettt ettt et e et e et e e et e e e s e e s nae e e nnaee e 454
25.9. TransformagBes HNEAIES ... . cuiu e et e e e a e 456
25.9.1. NUCIEO € IMAGEIM ..ttt ettt e e et et e e e e aeeneaanns 459
EXERCICIOS 25.6 ....uvviiiiiieeeeeeee e e e eeeiitttaee e e e e e e e e e s e et bt ae e e e e e e e e s s e e eeasaabaaneeeeens 464
25.9.2. Matriz de uma transformagao linear ..........oooviiiiiiiiiiiii e 467
AT G TR @ o 1= =T o] il 11 1= PP 473
EXERCICIOS 25.7 11vtteeeiutieiseeeeittieeeesssstteeeeassssssaaeaaansssaseessnssneeeesanssneaeesassneneesns 476
25.9.4. Autovalores € aULOVELOIrES ..ot 479
25.9.5. PolinOMIO CAraCteriStiICO vuuvuviieitiinei et e e ans 480

25.9.6. Diagonalizagao de OPEeradores .........oueuiuieieieieieeieeee e e ree e eaens 482



EXERCICIOS 25.8 ....uiviiiiiieieeeeee e e e ee ettt e e e e e e e e e ettt e e e e e e e e e e e e e e eaaaabaaaeeeeens 485

25.10. Espaco com produto iNEEIMO ....iiiiii i 488
25.10.1. Angulo entre vetores e ortogonalidade ............cocevvevivieieiiiiieiieeeeeeeeeeeeee 491
25.10.2. Ortogonalizacdo de Gram-Shemidt .......cceoviiiiiiiiiii e 496
EXERCICIOS 25.9 11uvtieiiuiiiitee e ettt e e e s esttee e e e e sntte e e e e s antaaa e e e s snanaeeesansaaaaeessnnaeeaeens 496
25.11. Programacao linear (desigualdades lineares) .....c.oovevivieiiiiiiiiiiiiiiii e, 499
25.11.1. Desigualdades lINEAreS .......vvvirieieiiiiii it neees 499
25.11.2. Sistema de desigualdades liN@AreS ........c.coiiiiiiiiiiiiiii e 500
25.11.3. ProgramagGa lIN@ar .. ...uuieieieeie e e e r e e e e e e e e e 502
EXERCICIOS DE APLICACAO 2 T O 504
REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS .......cccovmeerrrssssssnnsesssssssssnssssssssssnnnsssssssssnnsnes 509
LYY= 7 517
GABARITOS E SOLUGOES ...cceemmuunnnriisisrerrrrensnnnnssssssssssssssesmmssssnsssssssssssssssssnnns 521

SOBRE O AUTOR .uiuiueamemesssussmssssasesssa s ssssssssssssasassssssassssssssssssssasasasassnsnnnnnnns 563






CAPITULO

13






LIMITE

18. LIMITE

Nesta unidade daremos inicio a um dos tdépicos mais importantes e também
basilar do calculo diferencial e integral: limite. Esse conceito matematico surgiu
inicialmente de ideias abstratas e até mesmo paradoxais (como o paradoxo de
Zendo?!, por exemplo) relacionadas a concepcdo de que se pode, mesmo no campo
abstrato, proceder com operagdes matematicas indefinidamente. A essa concepgao,
ainda vaga e incerta na época, conceituou-se de infinito. No entanto, ao longo dos
anos, com longas discussdes e estudos sobre esse conceito, varias teorias surgiram
de forma mais sdélida e contundente, relacionadas principalmente as fungdes, como
continuidade, retas tangentes, maximo e minimos, cdlculos de area, etc., conforme

veremos ao longo desse volume.

18.1. Nocao intuitiva de limite

Na figura seguinte, um quadrado de lado vZ cm, foi dividido ao meio por uma
de suas diagonais. Como a drea do quadrado é VZ x V2 = 2cm? e a area dos dois
tridngulos formados sdo iguais, cada triAngulo mede 1cm? (metade). Em seguida,
um desses tridngulos foi dividido ao meio, resultando em novos tridngulos de area
1/2cm?. Dividindo mais uma vez, um desses novos tridngulos e também ao meio,

obtemos dois outros tridngulos de 1/4cm?. Repetindo esse processo (dividindo

sempre um dos novos triAngulos ao meio), teremos areas sequencialmente iguais
111 1 1

al . em cm?, conforme a ilustragdo a seguir.

! Zendo foi um filésofo grego da antiguidade autor de um dos paradoxos mais conhecidos da Matematica: Aquiles e a tartaruga.
Conta-se que a tartaruga tem sempre uma vantagem pré-definida a frente de Aquiles (o soldado). Por exemplo, 1/10. A cada 1/10
do intervalo percorrido por Aquiles até alcancar a tartaruga, sera acrescido ao deslocamento da tartaruga, indefinidamente. Esse
contexto supde que Aquiles jamais alcancard a tartaruga.



A seguir, estd a soma parcial das dreas desses novos tridngulos:

« 1+3=15 « 1+2+5+5=1875

. 1+§ +r=175 e 1+3+3+5+20=19375
e 14gt ptoetastag= 1984375

- 1+3+25+  Togrosg = 1,99999904.

E possivel perceber que, na medida em que dividimos novos tridngulos e
somamos suas areas as somas parciais, o resultado sera sempre um valor muito
préoximo a 2 ou tdo proximo quanto se deseje (para isso, basta repetir o quanto
quiser esse processo), mas nunca sera superior a 2, pois essa é drea do quadrado.
Assim, dizemos que o limite dessa soma, quando o nimero de divisGes em novos
tridngulos tende ao infinito, & igual a 2.

Podemos ainda, de forma contrdria e equivalente, afirmar que quando essa
soma tende a 2, o limite do nimero de divisdes em novos tridangulos é o infinito.

Outro exemplo de limite, agora no campo aritmético e ndo mais geométrico,
sdo as dizimas periédicas. Sabemos por exemplo, que 0,22222... pode ser

2
representado pela fragdao geratriz o pois

2
0,2 + 0,02 + 0,002 + 0,0002 + 0,00002...= S (certifique-se na calculadora).

Nesse caso, na medida em que acrescentamos parcelas a essa soma, o seu
2
resultado vai se tornando muito préximo de ;, e cada vez mais préximo ainda,

quando aumentamos essas parcelas. Nessa conjuntura, dizemos que o limite dessa

2
soma, quando a quantidade de parcelas tende ao infinito é o E equivalentemente,

2
podemos também dizer que quando essa soma tende a o o limite da quantidade

de parcelas € o infinito.

Essa nogdo intuitiva de limite, que envolve proximidade ou tendéncia seja a
um numero ou ao infinito, aplica-se também a fung¢Bes. Esse é inclusive, o nosso
foco de estudo.

3x
2x—1"
Vamos inicialmente atribuir valores para x, aumentando-o progressivamente e

Exemplo: Seja a fungdo f: {R—{1/2}} — R definida por f(x) =

analisar o que ocorre com f(x). Os valores de x escolhidos estdao na tabela a seguir,

use uma calculadora para acompanhar entender os resultados.

x 10 1000 100000 10000000
f(x) 1,57894737 1,50075038 1,50000750 1,50000008
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E facil perceber que a fungdo f(x) se aproxima de 1,5 na medida em que os
valores de x aumentam consideravelmente (tendem ao infinito). Assim, dizemos

que o limite de f(x), quando x tende ao infinito é 1,5. Escreve-se assim:

li 3 \_1s
xl—ZTOE’ (Zx—l)_ .

quando x tende ao infinito é 1,5.”

E |é-se assim: “o limite de 1
e

Estudaremos em detalhes esse tipo de limite, com x tendendo ao infinito, em
limites no infinito na segao 18.5.

Agora, considerando a mesma fungdo, vamos ver o que acontece com o seu
valor, quando x se aproxima de 1 pela esquerda (ou seja, numeros estritamente
menores que 1) e quandox se aproxima de 1 pela direita (isto é, numeros
estritamente maiores que 1). Veja os valores na tabela abaixo e confirme as
informagdes utilizando uma calculadora.

x se aproximando de 1 pela esquerda (x < 1) se aproximando de 1 pela direita (x > 1)

X
<
<

% 0,9 0,99 0,999 0,999999 i 1,0000001| 1,0001 1,01 1,1
f(x) | 3,375 | 3,030612245 | 3,003006012 | 3,000003 | 3 2,9999997| 2,9997 | 2,970588 | 2,75

> <&

f(x) se aproximando de 3 - f(x) se aproximando de 3

Ao aproximar os valores de x tanto pela esquerda, como pela direita, a fungao
f(x) se aproxima de 3. Isso pode ser comprovado também pelo grafico da fungao
na figura 18.1.1.

Nesse caso, escreve-se: y
. P e
3x
E lé-se: “o limite de = quando x tende a
esquerda de 1 é igual a 3”.
Escreve-se ainda:
i 3x
B e a
E |é-se: “o limite de quando x tende a direita

xX—1

— ] - x

de 1 é igual a 3”. Figura 18.1.1

Observacdo quanto a notagdo: Em limites, utilizamos as expressées x — at
e x —» a~ para representar x tendendo a a pela direita e x tendendo a a pela
esquerda, respectivamente. Ambos os limites s3ao denominados de limites
laterais.

Diante dessa nogao intuitiva podemos anunciar a definicao precisa de limite.
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18.1.1. Definicdao de limite

Imaginemos uma funcgdo f(x) em que os valores de x se aproximam mais e
mais de um nuimero a (real) de qualquer um dos dois lados (esquerda ou direita).
Em um determinando instante, x estara dentro de um intervalo [xy,x;] € o valor de
f(x) estara entre L — € e L+ € (ver figura 18.1.1.1). Assim,

L—e<f(x)< L+e =|lf(x)—L|l<el

Tomando um valor § ainda mais préximo de a,

y
ou seja, menor que x; —a e a — xo, conforme a figura

18.1.1.1, tem-se que x assume valores entre a — 6 e L+€\ f(=)

a+ 6, mas nao igual a a. E de forma equivalente, I—e o

essa condicdo pode ser assim expressa:

a—6<x< a+6=20<|x—al <l

(
'
1
1
1
1

g a q
De acordo com esses parametros, a definicdo L W

matematica pode ser escrita conforme a seguir. -
Figura 18.1.1.1

Definigdo 18.1.1.1 (Definigdo de limite):

il_)ng fD)=Le (Ve>0,36>010< |x—al<déd =>|f(x)-Ll<e

Leitura: “O limite de f(x) quando x tende a a é igual a L, se e somente se, para
todo € > 0, existir § >0, tal que, se 0 < |x—a| < §, entdo |f(x) —L| <e”. Onde €:
épsilon e §: delta. -

Analisando a definicgdo acima, concluimos que \) SAIBA MAIS!

quanto menor for §, mais proximo a fungao f(x) sera Essa definigdo é

de L. Isso quer dizer que, é possivel tornar f(x) tdo atribuida ao matemdtico
préximo de L quanto se queira, desde que se tome x | @emdo Karl Weierstrass
(1815-1897), conhecida como
limite  bilateral “épsilon-

O que ndo estd explicito na definicdo 18.1.1.1 é | delta”. Sua aplicacdo formal
sobre quais condigdes o limite L de uma fungdo | € ut’["{‘_“[e na dém"’?”mﬂio
de [limites, serd vista em

exemplos mais adiantes.
precisamos dos dois seguintes teoremas. 7

suficientemente préximo de a.

existe (ou ndo), ou ainda, se ele é Unico. Para isso,

Teorema 18.1.1.1 (limites laterais): Temos )lclll;l, f(x) =L se, e somente se,
existirem lim+ fx) e xliT; f(x) e ambos forem iguais a L.
X8 —

Demonstracgao:
Sabemos que a expressdo 0 < |x —a| < 6 da definicdo 18.1.1.1 é equivalente a
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—Sf<x—a<0ouO0<x—a<d. Entdo, a definigdo de limite pode ser expressa de

duas formas:

Ve>0,36>0| -6 <x—a<0 =|f(x)—L|<e xlircfgf(x)=L

{ e ou seja, e .

Ve>0,36>010<x—a<d = |f(x)—L|<e lim+f(x)=L
x—a

Teorema 18.1.1.2 (unicidade de limite): Se Iim f(x) =14 e lim f(x) =L,,
x—a x—a

entdao L, =1L,.
Demonstracao: Vamos supor que L, #L, eque e=|L; —L;|>0.

Se lim f(x)=1L, = |Elé‘1>0|0<|x—a| <8 =1fG)—Ll<3
) a0

Se lim f(x) =Ly = |352 >010<|x—al <& = |f(x)— Lol <§|
b e T

Seja § = min{8,, 8,}. Assimdé=<4,,§<8, ese0<|x—a|< 8§ entdo:

lf) =Ll <3 e If(x)— L2l <5

Por fim, e =|L; — Lyl = Ly + f(x) = () = Lal<|L; — FQOI+1La — F(OI<Z+Z =
e=|L;—L;|<e. Absurdo! Logo, L, = L,.

Isso significa que, se existe lim f(x) = L, entdo ele é Unico.
x—=a

Em outras palavras, para o limite de uma fungdo existir é preciso que os limites
laterais sejam iguais ao mesmo valor L e uma vez encontrado esse I, ele & Unico.

3x
2x—1/"

Exemplo: Calcule o limite de lim1 (
x— z
Solucao: Construindo uma tabela com valores préximos e maiores que 0,5 com a

ajuda de uma calculadora, encontramos:

X 051 0,50001 0,500000001 | 0,50000000001
ftx) 76,5 75001.5 750000022,7 [74999993795,97

1
Analisando os resultados de f(x), concluimos que quando x se aproxima de ™ pela

direita, a funcao assume valores elevados e positivos, ou seja, a func¢io esta tendendo ao

mais infinito (+o0) e escrevemos:

li e ¥+
—_—] =+ oo,

lEx =1

X*)z

Agora, construindo uma nova tabela, porém com valores préoximos e menores que 0,5,

encontramos utilizando uma calculadora:

2% 0,49 0,499 0,49999 0,4999999
F(x)| =735 -748,5 -74998,5 -74999993792,97

1
Conclusio: Quando x se aproxima de = pela esquerda, a funcio f(x) assume valores
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muito pequenos (negativos), e assim, dizemos que a funcio estid tendendo ao menos

i (725)-
MmAge—1)= >
2,

infinito (-o0) e escrevemos:

x>
Como os limites laterais (a direita e a esquerda) dessa funcdo sao diferentes, o limite

bilateral lin} (zj—fl) ndo existe. Essa conclusiao é assegurada pelo grafico da funcao
x— =
2
3% .
Fl)y= 5,—7 due estana figura 18.1.1.2.

y| i .
; \) SAIBA MAIS!
1

Assintota V°'1i°*"">i Assintota wvertical é wma reta de

1 . _ g
: equagio x = a, pelo gqual o [imite
! lim, f(x) = £ acontece.
: - at
i
11
E : 7
i

Figura 18.1.1.2

O leitor deve ter percebido que nos trés exemplos anteriores utilizou-se a
s 3x % . .
mesma a fungao f(x) = 55—+ POrém, com x se aproximando de valores diferentes.

Reveja os resultados:

li 3 Y =15 ||iim —2— =3|e |1 SL T

x%(Zx—l)_' il 2 —1 exTiL(Zx—l)_ '
2

O objetivo era mostrar que o valor do limite e sua existéncia, depende ndo so

da funcdo, mas também do valor pelo qual x se aproxima.
x*— 4
290 exemplo: Calcule o limite de lim (—)
x52 \x — 2
Solucgdo: Construindo uma tabela com a ajuda de uma calculadora e utilizando

valores de x proximos de 2, pela direita, encontramos:

% 2,01 2,002 2,0001 2,00000001
) 4,01 4,002 4,0001 4,00000001

Agora, com valores de x préximos de 2, pela esquerda:

x 1,99 1,9998 1,99999 1,99999999
%) 3,99 3,9998 3,99999 3,99999999

E perceptivel que o limite dessa fungio é igual a 4, com x tendendo a 2, tanto pela

esquerda como pela direita. Logo,
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xZ— 4
lim{——)=4.
x—2 \x — 2

O grafico dessa funcao na figura 18.1.1.3, explica esse valor.

Observacdo: Nio é preciso necessariamente que a funcido esteja definida em

a para que lim f(x) exista. Pois, o resultado L do limite é proveniente de x t3o
xXx—a

préoximo quanto se deseje de a e ndo igual a a. Ay
O 20 exemplo anterior retrata muito bem essa 2?4
observagdo. Note no grafico da figura 18.1.1.3, que 4)-=----= flz) = -9

2_
afuncao f(x) = % ndo esta definida para x = 2 (no

ponto ©® do grafico ), no entanto, o valor de f(x) /
quando x se aproxima a esquerda ou a direita de 2,

N e ————

conforme ja constatamos, é 4.

Figura 18.1.1.3

A construgdo de tabelas e analise de aproximacfes, servem apenas para
conjecturar o valor do limite de uma fungdo. Nos exemplos a seguir, usaremos a
definicao de limite (18.1.1.1) para demonstrar de forma irrefutavel a existéncia de
um § > 0,dado ¢ >0, tal que, se 0 < |x—a| < §, entdo |f(x) —L| <e.

30 exemplo: Use a definigdo para provar que lin%(3x —1)=5.
b

Solugao: Dados f(x) = 3x—1,L = 5 e a = 2. Pela definigao devemos mostrar
que, dado um nimero € > 0, podemos encontrar um nimero 8 > 0, tal que
(3—1) —5 <€,5€0<|x—2 < §|(1).
fx) L a

€
Bx—6|l<xe =23.|Jxyr—2|g€e = |x—2|<§ (2).

Analisando (1) e (2), concluimos que a comprovacio é assegurada para § = % Isto é,

dado € > 0 existe um & > 0. Por conseguinte, ’lcll'rzl(3x — 1) =I5, <( S S ]

confirme esse limite.

P € . ~ A -
Convém esclarecer que o valor § = 3 encontrado acima, ndo € Unico. Quaisquer

€ € € ¥ R -
outros valores menores de § como s To etc., também satisfazem a desigualdade

da definicao.

3
< X" —X TS
4° exemplo: Vamos calcular o llTTll (m) e usar a definigcao para demonstrar.
xX— -

Solugéao:
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x se aproximando de 1 pela esquerda (x < 1) _xse aproximando de 1 pela direita (x > 1)

x 0,99 0,999 | 0,9999 | 0,999999 1 | 1,0000001 | 1,0001 1,001 1,01
f(x) 10,39402| 0,3994 (0,39994 | 0,3999994 |04 | 0,40000006 | 0,40006 | 0,4006 | 0,40602
f(x) se aproximando de 0.4 ‘?(x) se aproximando de 0,4

o,
De acordo com a tabela, podemos conjecturar que o lin% (H) = 0,4. Vamos agora,
x— ]

3_
demonstrar utilizando a defini¢do. Dados: f(x) = (%),L = Q04éedad = 1.

B
Uma funcéo simplificada de e Fodenigs.  swaiesar
Sae=—h (x — 1), pois este ndo
¢é zero, e sim, um valor
x(x* — 1) — x(x + D (e=1) - x(x +1) tio préximo de zero
5(x— 1) 5 (%-==1) 5 quanto se deseje.
Entio,
¥(x + 1)
T_OA < €, se0<|lx—1]l<6 =
= @
S
oix4+1)y 2 x* =2
%)—§| <e = T| <e = [[(x+2)(x—1)| < 5¢] (1).

Devemos limitar (x + 2). Supondoqued <1 = |x—1|<1= [-1<x—1< 1]

Somando 3 em ambos os membros dessa desigualdades:

2<x+2<4=|x+2| <4 =]|(x+2)(x—1)| < 46|(2).

De (1) e (2), concluimos que 46 < 5e = § < %e e 8§ < 1. E por conseguinte, tomando

; 5 ! x%—x %
6 = min (1,7€), temos pl{lf} (5x—5) =0,4. Perceba que fungio f(x) =% nio esth
definida parax = 1,no entanto,olirrlt filx)

existe e como constatamos € 0,4.

EXERCICIOS 18.1

1) Caso existam, calcule os limites a seguir.
a)ylim (2x+1) : 13 )
L d)lim ~—13
2 =

b)l ( 5 ) x—0

im (x*—3x+1

il e)lim 9)
lim (== ) a3 a3

C) x—7 \x—7

=5

2) Demonstre os seguintes limites usando a definigdo.

a) lim (—x+5)=3 ) lim (x2—1)=8
x—2 x—3
. - — 2z
b) }l{zlv}} (—3x+10) 2 dTm (x 16) _ 0
x—0 a4
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18.2. Propriedades do limite de uma funcgao

Recorrer a tabelas para conjecturar o valor de um limite e, em seguida, utilizar
a definicdo 18.1.1.1 para demonstra-lo, pode ser um processo dispendioso. Por isso,
precisamos de algumas ferramentas que facilitem os calculos e encontrem uma
solugcdo com mais brevidade. Dentre essas ferramentas, estdo as propriedades do
limite de uma funcéao.

Como as demonstracdes dessas propriedades sdao demasiadamente longas e
ndo apresenta nenhum teor didatico relevante aos nossos estudos, elas serdo
apresentadas sem demonstracdo?. Sdo elas:

Propriedade 1: Sec € R e f uma fungdo definida por f(x) = ¢, para

todo x real, entdo lim ¢ = c.
X—>a

“O limite de uma fun¢io constante é a propria constante.”

Exemplos: a) lim —3 = —3. b) lim 11 = 11.
x—1 Ae—y—ifr

Propriedade 2: Sece R e 5{1_1’1'11 f(x) =1L, entdo
chl_?;tl Gaf (G = C',l,l_?}, e = @:lb.

“O limite do produto de uma constante por uma fungao ¢ o produto dessa constante pelo limite da fungdo.”

Exemplo: Se ii_r)rzl(zx + 1) =5, entdo para calcular 9151_1)1% 7.(2x+ 1) =5, basta fazer

lim7.2x+1) =7. lim(2x+ 1) = 7.5 = 35.
x—2 x—2

5

Propriedade 3: Se il_?)‘)"l.l f&x)=Le ;lcl:»"fz gx) =M, entdo
Lim F+g)x) =L+ M.

“O limite da soma ¢é a soma dos limites.”

Exemplo: Se linﬁlz(—?)x2 +2)=—-1e lin%(Sx) =5, entdo
x— x—

lim(—3x%2 +5x +2) = lim(—3x?+2) + lim(5x) = —1+ 5 = 4.
x—. x—1 Fe—=d.

Essa propriedade pode ser estendida a soma de trés ou mais de funcgdes
(quantidade finita).

2 Caso seja de interesse do leitor, as demonstracdes dessas propriedades podem ser apreciadas em (IEZZI, 1993).
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Propriedade 4:Se Jltl_ﬂ f&x)=Le ;l;l-r.'}; g(x) =M, entéo
im (f-g)x) =L-M.

Exemplo: Se lirr31(—x +5)=2e lin%(Zx — 1) =5, entao
X X~

lim|[(—x% 4-5) — (2x —1)] = lim(—x+5)— Im(@2x—1)=2—5=—3.
x—3 x—3 x—3

Propriedade 5: Se chl_rbrzl fx)=Le chl_zr}l gx) =M, entdo
Lim (f.g)(x) = L.M.

S

Exemplo: Se lim1(2x2 —1)=1e liml(—6x) = 6, entdo
x—— x——

Lim (2x* = 1).(—6x) = [xlirlll(sz = 1)] ' [xl_i:rfl(—6x)] =1.6=6.

Essa propriedade pode ser estendida ao produto de trés ou mais funcodes
(quantidade finita).

Propriedade 6: Se ch% fx)=Le chz_r'r‘zl gx) =M # 0, entéo

tim (5)@ = 5

Exemplo: Se lirré(—Sx +2)=2e lin%(4x — 1) =—1, entdo
Xx— X
— B D lim(—3x + 2) )
lim( )=x_f° =—=-2.
x—-0\ 4x—1 ll‘n’(l).(4x —1) -1
X =

L™ (n e N)".

Propriedade 7: Se lim f(x) = L, ent&o Lim JAd €3

3,
Exemplo: Se lim(x% — 23) = 2, entdo lim(x? — 23)% = ( im(x*—23)) =23=8.
x—5 x—5 x—5

Propriedade 8: Se Jl‘l_‘fra f(x) =L, entdo

Lim VFOG)=YL (L>0en€Noul<0enimpar).




Exemplo: Se lim (x*—12) = 4, entdo
x—=—4

Lim, Var—12 =2 lim (x*—12) = V4 =2.
x—— a—r—

Todas essas propriedades se aplicam também aos limites laterais (a esquerda
ou a direita), ou seja, sdo validas para x — atou x - a~. Como também, podem ser
concomitantemente aplicadas. Veja um exemplo a seguir.

Exemplo: Se lirroz(xz +2)=2, ling(xz —4x+1)=1e lirrol(x + 1) =1, entdo
xX— xX— A=k

G+ 1) =

x—0 (1)

. 2 : 2

iTE)L(x +2) .il_‘l)?g.(x 4x + 1) _ 2 _v
ling(x + 1) 1 ’
x—

X0

,\](x2+2).(x2—4x+1) \/ (x? +2). (x2 — 4x + 1)
lim = [ =

18.3. Limite da funcao polinomial

A seguir estd um dos mais importantes teoremas envolvendo limite, que
aplicado juntamente com as propriedades ja vistas, tornam-se excelentes
ferramentas para a solucdo de limites envolvendo fungdes polinomiais.

Teorema 18.3.1 (limite da funcdo polinomial): O limite da funcao
polinomial f(x) =ag+ a;x + a,x? + azx> + -+ a,x™ com x tentendo a a, é igual a
f(a), isto é

Constate a importancia
desse teorema, aplicando-o nos
exemplos e exercicios anteriores
que envolvem fungdes polinomiais
¢ confirme os resultados.

Lim f(x) = f(a).

Demonstragao:

limf(x) =limag + a;x + ax? + azx® + -+ a,x™
x—ra X=>Q

Aplicando a propriedade 3, dispomos de
limf(x) =limag+lima;x + lima,x? + -+ lima,x™.
x—a x—a x—a x—a x—a

Aplicando a propriedade 1, temos
limf(x) =limag + a,.limx+ a,.limx?+ ...+ a,.limx™.
X=>a x—a X=all x>k =Ll
Por fim, aplicando a propriedade 7 e sabendo que limx = a, concluimos que
XL
lim f(x) = ag + a,a + axa? + aza® + -+ a,a™ = f(a).
x—a
Esse teorema nos diz que para calcular o limite de uma fungdao polinomial
f(x) com x tendendo a a, basta substituir x por a na fungdo.

Exemplo: Calcule os limites das fungdes polinomiais a seguir.
a)lim(—3x%2 +x—1)
X2

Soluc&o: lim(—3x*+x—1) =-3.2+2—-1=—-34+1=-12+1 =[=11].
=
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b) lin}(xz +5x—2)(x*+ 1)
Solugéo:iiﬁng(xz +5x —2) .xlir{z(xg +1)= (12+51—-2)(1* +1) =
=(1+5-2)(1+1)=4.2=[8]

. x3—3x2+x—1
o) lim| ————

o3 0) 2x+5
Solucgao:
”m(x3—3x2+x—1) _Um(P-3xf+x—1) 35-302+0-1 [
x>0 2B iizré(Zx +5) 20+5
3 =
Solugao:

xlirsra(xs‘ matc]

- =
xli@(?;x —13)

” P e I xS g @
st 3@ — 18 Jaii3%—13

s 5% ..8 al125 +3 8128 5.
\/3.5—13_\}15—13_\} 2 64 =[4]

Observacao: Como as propriedades podem ser simultaneamente aplicadas e

em conjunto com o teorema 18.3.1, bastava apenas substituir o valor de x por a
em todos os exemplos anteriores, sem a necessidade de aplicar as propriedades
passo a passo. E o processo em que denominamos de substituicio direta de x
por a no célculo de limites. Lembrando ainda, que essa substituigdo direta aplica-

se somente, até o presente momento, a fungdes com polindmios em sua
composigao.

EXERCICIOS 18.2 |

1) Calcule os limites:

a)lim(x —4)

(_xso_x49_x48+5)
b) lim (2x — 5)

i)lim
)x~>0+ %2042

== 2 2
L PDiim s il)
c) lims(x2 —25) x—=2 N X
x—— 2 3
7 3 _ ; X —1)
) Jig, (=* — 100) L=

e)leilrlL(xz + 2=~ B)n* 4+ 2) D 1 3 x*+2x"—3x—3
b RN oo

flim(2x% — 4x — D (x + 1)

¥z m)”ma—"—xz—x%
1 (2x2—7x—1) x—8 v5x’+4
imy———
g)Hs x+3 n) lim N=10x2+20x+1 (n € N)
h) 1 2x3—3x242x—11 x—0T V5x+4
J e 9x218x—7
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18.4. Limite da funcdo racional

Seja a fungdo racional f(x) = Ex% e a um numero real qualquer. Ha trés casos
a considerar, quanto ao le pLx) Sao eles:

a q(x)

e 1° caso: Se g(a) # 0, entdo lim
X—

p{x) _ pla) _
L a0~ qlay — T (@

Essa afirmacgdo € assegurada pela propriedade 6 e pelo teorema 18.3.1.

Esse caso ja foi visto nos exemplos e nos exercicios 18.2 anteriores, sua
solugao é simples, basta fazer a substituigdo direta.

® 20 caso: Se g{(a) =0 e p(a) =0, tem-se uma indeterminagdo do tipo 0/0.
Estudaremos esse caso nos itens 18.4.1 e 18.4.2 a seguir.

® 3° caso: Se g(a) = 0, mas p(a) # 0, entdo lim f(x) pode ndo existir, ser +oo
x—a

(mais infinito) ou ser -oo (menos infinito), conforme estudaremos na subsegao
18.4.3 mais adiante.

18.4.1. Limite da fung&do racional envolvendo polinémios

Nesta subsegdo, estudaremos o 29 caso em que o limite de lim
X—a

uma indeterminagdo da forma 0/0, isto é, quando o valor numérico dos polindmios
p(a) e g(a) resultam em zero na substituicdo direta.

p(x)
(

resulta em
x)

O teorema 16.2.4.2 (teorema de D’Alembert), que estd no volume 1 dessa
colegdo, nos assegura que se um polindmio possui um valor numérico nulo para x =
a, entdo esse polindmio é divisivel por x — a. Entdo, nesse caso, p(x) e q(x) serdo
divisiveis por x — a, 0 que nos permite escrevé-los como p'(x)(x —a) e ¢'(x)(x — a),
respectivamente. Como consequéncia disso,

opx) . px=a) . p'x)
lim =lim —/—————==1lim ——.
x—a q(x) x—a g (x)(M) x—a q (x)

Onde p'(x) e qg'(x) sdo os quocientes resultantes da divisdo de p(x) e g(x) por

x —a, nessa ordem.

Esse procedimento, de cancelar® (x — a) por (x — a), pode resolver o problema
da indeterminagdo, uma vez que o binémio (x —a) que anulava o polindmio, é
eliminado. Caso a indeterminacgdo persista, basta aplicar o procedimento mais uma
vez.

E os Galcuis B, 2D
xemplo: acuexl_‘f;rSl 7%—10/"

3 O ato de cancelar (x —a) por (x — a) ¢ valida em termos de limites, pois (x — a) com x tendendo a a, nfio é zero e sim um
numero tdo proximo de zero quanto se deseje.
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Solucao: Vamos verificar se x = 5 anula os polinémios.

lifix® — 25 2. 9%

S o]

lim2x — 10 25—10 0O
x—5

0
(indeterminagﬁo do tipo 6)

Segundo o teorema de D’Alembert os dois polindmios em questdo sdo divisiveis por
x —5. Com efeito, x> — 25 = (x + 5)(x —5) e 2x — 10 = 2(x — 5). Reescrevendo o limite,

encontramos

) (x2—25) . (x+5)=5) . (x+5) (5+05)
lim|———=lim ———————=Ilim = =
2o =40

5i:
x5 2 (H) x—5 2 2

x—5

Observe que o cancelamento de (x — 5) com (x — 5) resolveu a indeterminacéo.

2_ W
29 exemplo: Calcule o limite de lin‘% (M)
b sz

x*—16

Solugao: Vamos verificar se x = 4 anula os polinémios.

{6x2—21x—12 = 64° —214—12 = 96— 84— 12 = 0.

x> —16 = 4% —16 = 0.

Temos uma indeterminacéo 0/0, entdo os dois polindmios sdo divisiveis por x — 4.

Caso o produto notavel que resulta no polindmio nio esteja evidente, podemos
utilizar trés métodos (conforme a unidade 16 - volume 3) para encontra-lo: o método de
descartes, o método da chave ou o algoritmo de Briot-Ruffini. Pela praticidade e
simplicidade, em todos os exemplos, utilizaremos o algoritmo de Briot-Ruffini (consulte a
subsecdo 16.2.4 do volume 3).

4 | 6 -l <18

6x? —21x — 12 = (6x + 3)(x — 4).
6x+3

0 outro polinédmio x* — 16, podemos escrever como (x + 4)(x — 4). Dessa forma,

6x* —21x—12\ _ . (6x+3)(x—4) _,  6x+3_64+3
— I =lim = lim = =|—}
x*—16 =4 (x+ D) (x—4) x4 x+4 4+4 8

lim
x—4

3_,2_
392 exemplo: Calcule o limite de lim (Zxx—4x+3)

X1 2x°—4x+2
Solucgao: Verificando se x = 1 anula os polindmios.
{2x3—x2—4x+3 = 21°-1"-414+3=2-1-4+3=0.
2x* —4x+2 = 21°-41+2=2-4+2=0.

Indeterminacéo 0/0, portanto, os dois polinémios sdo divisiveis por x - 1. Aplicando

o algoritmo de Briot-Ruffini, temos:

1|2 =f =4 | =3 2x¥—x? =l 4 3 = (2% Fx — ) — 1)
2 1 —3 0
2x*+x—3
1 |2 -7 | 0 — 2x* —4x+2 = 2x—2)(x—1).
2 —2 0
2x—2
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lim
1=

(2x3—x2—4x+3>_(2x2+x—3)(4e11)_2x2+x—3 2:1%41 =3 -

2% —4x + 2 (Zx — 23Ty = Ex—2 21—2 B
Ainda hd uma indeterminacéo. Aplicando o algoritmo de Briot-Ruffini novamente em
2x?% + x — 3, encontramos (2x + 3)(x — 1) e 2x —2 = 2(x — 1). Logo,
(2x3—x2—4x+3)_2x2+x—3_(2x+3)(x;—/t)_2x+3_2.1+3_
2

li e= = -
e\ 2% —ax+2 2% — 2 2(x—=1) 2 p)

Sl

—ah
4° exemplo: Calcule o limite de lim ( - )
x—a xX—

Solugdo: Observe que x = a anula os dois polindmios, assim de acordo com o

algoritmo de Briot-Ruffini, dispomos de:

alt 0 0 0 0 .. 0 |-a
l\l a a® > a*..a"=4o
S
~"
3 x®—a® (x4 a.x" 2 +a.x"3+ad x "t +at. x5+ et ) (x—a)
im =
x4, X —iL x=10
xn ik an
lim. ———— = a% L a2 gta® Sg® a?* fapt, @24, gl

x—-ad X —l

gt —pt
Iim ——— = g"1 4 g™t £ g" ! 4 a" 14 a" 14, +a" ! =[n.a™1]

x—=a X —0a
n vezes

EXERCICIOS 18.3 |

1) Calcule os limites:

2 3
i xc—1 - x°+1
< N, ( x+1 ) Dty (Xz—l)
4

4x*—1 s x —81)

Ax’—1 ! (
b)um(2 _1) G

i Kylim (x4—3x2—3x+2)

o) it 4x%—9 XD x2—3x+2

M.\ Zx+3

Pl 2 1y tim ( x3+125 )
d)lim (x2—6x+9) x5\ +62x+5

st | x—3 m) l (x +1)
2 x+1
e) lim (M} -
e, X+ 1 ; l)

- 5 n);lcl_?%( x3—2x*

: 11x™—2x—9 —3x24+3x—1
Olim | ————— A —ox—hax—L
)x_)l( x2—2x+1 ) ] (3x 8x2+7x—2)

2
; —3x°—x+14 0) lim ( 2x%+3x2—1 )
g)xz_)n% 2 _BxiB a1 \5X3+12x7+9x+2
3_1 )llm( X —3X2+4 )
h)lm}( 1) 4 x—=2 \xt—4x34+5x2 —4x+4
i
Yl 2x4—5x3+3x2+x—1
x—>1\ xt—8x3+18x2—16x+5
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2) Calcule os limites:

x2_p? i xT—1
d)lim
tim (5=5) e
) x3—g3 l xn—1
ot (3=2) i (G
n
. (xt—a? f)lim it
o () s

18.4.2. Limite da fungdo racional envolvendo radicais

j4€3)
q(x)

indeterminagao na forma 0/0,

Quando a fungdo racional f(x) = possuir radicais (V) seja em p(x) e/ou

g(x) e houver uma € preciso racionalizar ou
“desracionalizar” a funcdo para obter o limite. Para aplicar esse processo é preciso

ter em mente 0s seguintes produtos notaveis:
(a+b).(a—b) = (Produto da soma pela diferenga);
(a+b)a®—ab+b*) = (soma de dois cubos);
(a—Db)a®+ab+b*) = (diferenca de dois cubos).

Assim, quando a fungao racional apresentar raiz quadrada, devemos pensar ho
produto notdvel I e caso apresente raiz cubica, devemos pensar nos produtos
notaveis II ou III.

e J7+x — 3
Solugao: Substituindo x por 2: = 7+ _43 ?} — ?} = (indeterminacdo do tipo 0/0).

(a+b)(a—b) = az — b2,

devemos multiplicar o numerador e o denominador da func¢édo por+7 + x + 3, ouseja, pelo

Segundo o produto notivel I Nesse entendimento,

conjugado de v7 + x — 3 (mesma expressdo com sinal do meio trocado), pois

(\/7+x—3).(\/7+x+3)=7+x—9 = e 2L
== =T e

a 2
Assim,
lim(—\/74——3):“1?1(\/7+x—3.\/7+x+3):_ ( x—2 ):>
x>z \ 2x—4 x>2 \ 2x—4 7+x+3 x>z \2x — 4(V7 +x + 3)
ltm( x=2 ): 1 _ 1 e L_m(\/7+x—3):i.
x52 \2(e—=2)(V7 + x + 3) 2W7F2+3) 2(/943) |2 2x — 4 12

Outra solug¢do: Esse método consiste em utilizar uma incégnita auxiliar. Fazendo

FEi=p =dFEI=y = Fra=giay=pe |
Sex —» 2,entdoy - V7 +x =+7 + 2 = 3. Nesse sentido,
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INTEGRAL

li N7+x—3 i ( Y—3 I ( =3
B Sl | | e = _dlh— R A——
LR e — S 2(y2—7)—4) b 2y2—14—4)

= im (5r=1) = 1 (55r—) = G rmo=n) =12 Gorm) =

” V7¥x-3 e ( i T N V7Fx—3\ 1
B\ " zx—a )" yA 2(y+3)) 12T [\ T 2zx—a )T 1z[
V3x+ —2)
o
29 exemplo: lzm (m—B

SBIFT—2 . JA—2
10.1—1-3 ~ v9-3

Como o numerador e o denominador apresentam raizes quadradas, devemos
multiplicar a func¢do (em cima e embaixo) por v3x +1+ 2 e também por v10x—1+ 3

(conjugados respectivos das expressdes). Da seguinte forma:

Solugao: Substituindo x por 1: =% (indeterminacao).

i (\/Sx—i— —2)(\/3x+1+2)(\/10x—1+3) s (3x—|—1— )(Vle—l—l—?;)
im
-1 \NHORETSS VM3x L4 2 N = 3 x—1 \ NI AMN3x 1 2
. (3x—3)(\/10x—1+3) ) (3(394))(\/103(—1—0—3)
im = =
x>1 \10x —10/\ Bx + 1+ 2 10(x—1) /\ V3x + 1+ 2
. (3)(\/1035—1-1—3) (3)(\/10.1—1+3) (3)<x/§+3) (3)(6) 9
lm —_— _———m—— — —_— —_— = —_— —_— - —_— — = | —l
w21 \I0/ N /B3 1T+ 2 10/\ V31 +1+2 10/\V4 + 2 10/\4 20
3° exemplo: lim (3‘/%_3)
plo: ‘% V3x—9
35
Solugéo: Substituindo x por 27: L N =%(indeterminagéo).

J327-9 J/81-9
Como (a — b)(a® + ab + b?) = a® — b* (produto notavel II), podemos fazer a = Vx
e b=3, e em seguida multiplicar o numerador e o denominador da funcdo por

(a® + ab + b?), ou seja, por (Vx2 + Vx.3 + 32) = (VxZ + 3. VX + 9). Assim:

2

a b b2
) (3\/;_3) y -3 | = +33\/_+9
im |———|= lim J
*-527 \sf3% — 8 x=27 \ \/B3x —9 VxZ+3.4x+9

_‘13_3 b3
3 Iz
lim LV = =|lim x e

x| |
x—-27 | (V3x—9)(VxZ+3.Vx+9) x—27 (VB— 9)( 2 3\/__'_9)

Ainda ha indeterminag¢do 0/0 (verifique!). Multiplicando pelo conjugado de v/3x —

que neste caso é v3x + 9, obtemos:

- B x—27 (m+9) _ ( (x —27).(V3x +9) )
TG\ (VB - (Vxz + 3.V +9) \Wax +9/) | *27 \Bx —B1)(VZ +3.Vx +9)
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”m( (x=27).(v3x +9) )=lim( G/3x +9) )
27 \3(x—27) (Va2 +3.Vx+9)/ 27 \3(VaxZ+3.Vx+9)
:”[_m( V3x+9 ): V32749 B VBI+9 _
=27 \3(VxZ2+3.VYx+9)/ 3(V27Z2+3.V27+9) 3(V729+3.V27+9)
18 18 18 [z . Vx—3 2
3(9+3.3+9)=3(27)=ﬁ= = (m)zi

. Vit +ax+4—v2x*+x
4° exemplo: i 3
x——1 Vax?+8x+3+1
Yxlt+ax+4—/2x"+x _ 1-1 _ 0

Solucgao: Substituindo x por-1: = =—
YA 8x+3+1 —1+1 0

De acordo a expressao do numerador, devemos multiplicar a fun¢do, tanto em cima

como embaixo, por v x% + 4x + 4 ++/2x% + x.
Vx? +4x +4 —V2x2 +x (\/x2+4x+4+\/2x2+x)

VaxZ18x+3+1 VxZ f4x +4+V2x2 +x
% A+ A— (227 + %) —x>+3x+4

VaxZ+8x+3+1 | Vax2+8x+3+1|
Quanto ao denominador, como (a + b)(a® — ab + b?) = a® + b® (produto notavel II),

podemos fazera = V4x>+8x+3eb=1e,em seguida, multiplicar a funcdo também em
cima e embaixo, por {(a®— ab + b?), isto &, por (3\/(4x2 +8x+3)2— V42 +8x+ 3.1+

12). Da seguinte forma:
74 2 5 3 =
—x2+3x+4 (J(4x +8x +3)2 — Vax +8x+3+1)_
VaxZ+Bx+3+1 \/(ax?+8x +3)2— Vax? +8x+3+1

—x2+3x+4.(i/(4x2+8x+3)2— 3\/4x2+8x+3+1)
4x>+8x+3+1 B

—x*+3x+4
m.(i/(4x2 + 8x + 3)2 — 3\/4x2 +8xi+ 3 1) (1)

—x?43x+4

Nesse ponto, apenas a expressdo —5——— resulta em 0/0 ao substituir x por -1.
4x*+8x+4

Vamos aplicar entfo, o algoritmo de Briot-Ruffini:
-1 {1 3.4 —x?+3x+4 = (—x+Dx+ 1.

_14/
N W

=d

-1 | 4 8 |4 4x>+8x+4 = (Ax+4)(x+ 1).
4 4;‘/
4x+-4

Substituindo em (1), encontramos




(—x +4) (x4 (3\/(4x2 +8x+3)2— Vax*+8x +3+ 1)
(4x + D(e+T) VP +ax+ 44202 +x .
Agora, apenas a expressio (4x + 4) anula ao substituir x por-1. Vamos deixa-la como

esta e substituir x por -1 nas demais expressdes.

5
li =
lim . (1) = lim( 2 ): ol (8x+8) “
x=-1 \ (4x +4)"\2 xs—1 \8x + 8 . 5 '
lim ( ) = +oo
x—>—1+ \8x + 8

\/x2+4x+4—\]2x2+x N
nao existe.

Dessa forma, limm =
=, J4x2+8x+3+1

EXERCICIOS 18.4

1) Calcule os limites:

o ryE—1 3x+7—4
a) lim i o ol i
) X—l) P frm (\/10x+6—6)
b) lim (—”4”_2) o “m( JERE )
X0 * 25 \J2x—1—3
c) lim (—“‘“L’C_S) ; 3x+9—V2x+9
x—5 2x—10 p) 9[611% ]
d) lim (—m) ) lim (\/4x+1— 5x—1)
X g and V2x—J3x—2
i 1+x—vV1—x
e) ,{%( X ) ) b \/x2+4-x—4—\/x2—2x+2
r im
(AT ox—7T—Ax x-1 B4 faatipt
o e i3
x—1 2x—2
Y Tim (7\/4x—15—\/9x+13) &) 1 \/x2+4x+4—\j—x2_2x
9) Lt x—4 Wil V2x—1—Jax*—3
J1+x—x2—\/2x—1 3
j . VxX—2
b ( P O Lim (TS)
li Vo—x?—J7—x uy Tim (\/3x—9)
¥ Bl =g — =27 \ 3/x—3
3
i i (\/x+2—\/3x—2) v) lim v—3x+5+1
] x—2 x?—4 x—=2 3\@—2
o i (2 52) w) lim (3“ _"+9_2)
x— — X i S— o —
=1\ 3/8x—2
; x%—2x+1 3
D lm [ x215x—242
JTx—6—{x"—3x+3 x) lim [ =
\/7 ot J8x2—16x+3—3
X+ 4x+4—4
m) li - i Tx—1
) xlg% ( V2x?—4x Y) Jl(l_T)”} ( ~—1 )
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18.4.3. Limite infinito da fungao racional

Finalizamos com os limites de fungdes racionais com a forma lim px) em que
x—a q{x)
g(a) =0 e p(a) # 0. Para este caso, trés situag8es podem ocorrer.

12 situagao: o limp(x)

ndo existe.
x—a q(x)

: x+1
Exemplo: chzf% (m :
Solugao:

e Quando x se aproxima (tanto quanto se deseje) de valores menores que 2, ou
seja, pela esquerda, a expressio x — 2 sera negativa e tio préxima de zero (= —0) quanto

a imaginarmos. Enquanto, a expressido x + 1 sera proxima de 3 (positiva). Desse modo
i (x +1 =R
im =——= —00.

ESE IR e 2) = —0

e Quando x se aproxima (tanto quanto se queira) de valores maiores que 2 (ou a

direita), a expressio x — 2 sera positiva e tdo proxima de zero quanto se imagine (= 40).

E a expressdo x + 1 sera préxima de 3 (= +3). Assim,

i Hitr 1 = 43 5
=— = 400,
P 3 (x—Z) =10

g x x+1 = i
Nessa analise, o lim (== ) nao existe.
o2 \x—2

Veja no grafico dessa fung¢do na figura 18.4.3.1, que quando essa se aproxima de 2

pela esquerda e pela direita, o grafico segue para o —oo e o +o0, respectivamente.

22 situagao: o limwz +o0
x—a q(x)
Exemplo: [im (L)
=T \(x—1)2

Solugao: Quando x se aproxima de 1 pela esquerda, a expressio (x — 1)? sera
positiva e préxima de zero. Enquanto a expressiio x sera muito préxima de 1. O mesmo

ocorre, quando x se aproxima de 1 pela direita. Dessa maneira

i X - x =+1 2
—_— ] = = — o0
ey ((x — 1)2) o1 ((x - 1)2) =40 '
Perceba pelo grafico dessa func¢io na figura 18.4.3.2, que a func¢io segue para o +oo

ao se aproximar tanto pela esquerda quanto pela direita de 1.
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Figura 18.4.3.1 Figura 18.4.3.2

32 situagao: o limM =—00
x—a q(X)

, -1
Exemplo: lim
P x—3 ((x—3)2)

Solugdo: Quando x se aproxima de 3 pela esquerda, a expressdo (x —3)?% sera

positiva e tdo proxima de zero quanto desejarmos. Como o numerador é negativo, o limite
dessa fungao sera o menos infinito (-o0). 0 mesmo ocorre quando x se aproxima de 3 pela

direita. Dessa forma, a funcdo segue para menos infinito tanto a esquerda quanto a direita

dex = 3,isto é
li e ]
i ((x—g)Z)‘xi’an— ((x—3>2>‘_°°'

0 grafico dessa funcdo na figura 18.4.3.3 justifica

I

I

1

I

I

I

I

o I
esse limite. T
I

I

I

I

I

I

I

1

,

Figura 18433

Caso o limite de duas fungdes f(x) e g(x) tenham com resultado +o ou —oo,

algumas propriedades sdo validas. Veja a sequir.

Propriedades dos limites infinitos: Dados lim f(x) e limg(x) temos que,
xX—a x—->a
Se limf(x) =+ e limg(x) = +o0, entdo lim(f + g)(x) = +o;
x—a Xx=5q x-=a
Se limf(x) = — e limg(x) = —o, entdo lim(f + g)(x) = —o;
x—a x—-a x—-a
Se limf(x) =40 e limg(x) =40, entdo lim(f.g)(x) = 4o0;
x—a x—a x—a

Selimf(x)=—-w e limg(x) =+, entdo lim(f.g)(x) = —x; 45



Se limf(x) = —o elimg(x)=—co, entdo lim(f.g)(x) = +o0;
x—a x—a x—a

Se lsz(x) = 400, entdo lim——=0;

x—a [(xX)

Se lsz(x) =0, entao f{l_T)Zl |f(x)| = +co

Observacgao: Ndo devemos conceber a ideia de infinito como um ndmero e
sim como algo que pode ser aumentado ou diminuido, continuado ou estendido,
tanto quanto se deseje. Portanto, nada podemos afirmar, antecipadamente, sobre

+co

o resultado das expressdes +w +(—x), T € +oox 0.
T oo

Exemplo: Sejam os limites | lim %) e|lim nz).

x—0 x—0 \—Xx
A soma sera lim —E 5L = |lim i) (3)
0
; 5 3 .
Sen=1= lim (—2) =+, lim =}=—w e a soma (3) sera +w;
x—0 x—0
Sen=5=>= lzm (—) =+, lmg, =)=—w e a soma (3) serd indeterminada 0/0;
x—
Sen=6 = i’f& (F) = +oo, ;lfl?% =}=—w e a soma (3) serd —oo.
Portanto, nada podemos afirmar sobre +w +(—w).
. 5 . 5
lim (—2) lim (—4)
o 0 . S +c0
20 exemplo: Os limites 220X/ o 22T X

teoricamente significam —,
. ( 1 ) . ( 1 ) .
iim 7 lim =
x—0 \—Xx x—0 \—Xx

porém apresentam resultados diferentes. Veja:

5
o | 2 Vb 2 F Y
LU U W - v
{5
5
y por 3 _ 5 —x*\ 5
um | 2 | =t (G ) ===~

O caso +wx0,fica para o leitor elaborar um exemplo.

+ oo

Concluimos entdo, que as expressdes +ow +{—w), 1— e oo x 0 sdo também
oo

indeterminagdes, assim como 0/0. QOutras indeterminacfes em forma de poténcia

como 0°, +=° e 1 serdo estudadas na subsegdo 20.5.5 (Regra de L'Hospital).
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| EXERCICIOS 18.5 ||

1) Calcule os limites:

1 ' . —~x
a) li = i) lim (—— ; 1
)x_l]gﬁ x) o3t (6—2x r) alc% ((x_4)2
; 1 ; i
b) lim (3) ki (5=55) : 7x—1
s) xllmz (2—2
> — 2K
oy tm (1) Dl (=) 2
) ) lim (9x —13x—2)
dy lim (Zx—l m) xiz(;v;+ (m) x>0 x2
x%l*’ - ’ Y i (x—B )
. x u im
e) llm (Zx 1 n) xilg,]%7 (m) x——1 \|x+1]
) x , 2x%+5x—3
f tm (2= 0) lim (7=5) ) i‘l’}( 1) )
1— 2 . 1 —
o o (% ot () (R0
X
1—2x
h) tim (2 L [ 1=3x+12]
x—4T (x—4-)2 x) lim 3
1-2 - =25 X sy
i) lim
x—2
2) Para que valor(es) real(is) de n temos:
— : 1
a) DZCT} (1—nx) ) xlirorg (x_n) = 400
- _ i 1y _
tp () = Dty () = 2

3) Marque V para verdadeiro e F para falso, nas seguintes afirmagdes:
a)( ) Selimf(x)=+w e limg(x) =—w, entdo lim(f + g)(x) =0;
x—a x—a x—a

b) () Se linf(x) =+ e limg(x) = —o, entdo im(f —g)(x) =0;
c) () Selimf(x)=—co elimg(x) =+, entdo lim(f. g)(x) = —co
d) () Selimf(x)=—e e limg(x) = —w, entdo lim(f. g)(x) = —e
e) () Selimf(x)=—-o e limg(x) =0, entdo Lim(f. g)(x) =0;

() Selimflx)=—cw elimg(x) =0, entdo lim(f. g)(x) =+ ;

9) ( ) Se ltm f(x) =+, entdio i‘lﬁf(x) 0;

h) ( ) Se ltmf(x)— 0, entdo )lcsz(x) +o ;

) () Se limf() =+ e limg(x) = —, entdo lim 583 ——
) () Selinf()=+w e limg(x) = +w , entdo lim 583 =

k) ( ) Selimf(x)=+w en>0, entdo limn. f(x) =+ .
x—a xX—a
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18.5. Limites no infinito

Nesta segao, resolveremos limites em que x - 4+ ou x - —co, chamados de
limites no infinito. Para resolver esses limites, usaremos basicamente trés
teoremas. Os dois primeiros sdo Obvios e ndo precisam de demonstragdo, e o
terceiro é aplicado para fungdes polinomiais.

£ p . - s 5 : 1
Teorema 18.5.1: Se n € um nUumero inteiro e positivo, entdo: lim — =0

X +o0 X
i x+1
Exemplo: Vamos calcular lim —-.
x—+oo X
Solugao:
%41 % . 1 1
lim (_): lim (—+—)= lim (1+—)= lim 14+ lim —=1.
x——oo X me—s—0o" \ ¢ pe X—>—i00 X X—>— 00 x—>—oo X

1 0
Essa informacéo é ratificada pelo grafico da funcido na figura 18.5.1 e sua assintota

horizontalem y = 1.

) SAIBA MAIS!

Assitntota horizontal é uma reta

Asiniyts horisputal de equagcdo y = b, onde o grifico da
___________ Pl e e P W B Sungdo se aproxima (mas mnunca
intersecta) quando x tende ao infinito,
ou seja, quando im, f(x)=b

4

acontece.

Figura 18.5.1

Teorema 18.5.2: Se n € um numero inteiro e positivo, entdo

I. lim x™ = +oo.
X—+oo

II. lim x™ =

X——o0

+oo sen for par
—oo sen for impar’

Exemplo: Analisemos as fungdes f(x) = x? e f(x) = x3 no infinito.

lim x? =+

f)=x*=7" (ver figura 18.5.2).
lim x° =400
X——00
lim x3 = +o0

[ =x3= 7" (ver figura 18.5.3).
LT =
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fla) =2

f(z) =a®

Figura 18.5.2 Figura 18.5.3

Teorema 18.5.3 (limite no infinito da funcao polinomial): O limite no
infinito da fungdo polinomial f(x) = ag + a1x + azx? + azx® + -+ a,x™ é 0o mesmo

limite correspondente ao seu termo de maior grau, isto é

e lim (ag +a;x + ayx® + azx® + -+ a,x™) =| lim a,x
Xx—+o0 X——+o0

e lim (ag + a;x + ax® + azx® + -+ a,x") =| lim a
X——c0 X——00

Demonstragdo: Pondo em evidéncia a,,x™ na fungdo polinomial, temos

; Ao aq Az a3
lim a,x" + x + x? + x2+4+1 =
x—>+00 A X" a,xm A, x™ Q™
b sl
0 0 0 0
lim a,x"(0+0+0+0+---+1) = lim a,x"
X——+00 x—+o00

Esse teorema e 0os passos de sua demonstragdo nos mostram duas maneiras
de resolver limite no infinito de uma fungdo polinomial: usando o termo de maior
grau e ignorando os outros termos ou colocando o termo de maior grau em
evidéncia para, em seguida, aplicar o teorema 18.5.1. Como a primeira alternativa

é consequéncia da segunda, essa serd a mais utilizada.
1° modelo de exemplos:

e lim (7x*> —2x+1) = lim 7x* = +o.

x—>+oo x—+o0
. 5 ) 5 Foram utilizados
o lim (—x*+11x—1) = lim —x* = —oo, somente 0s termos
x—+00 x—+oo

de maior grau e
desprezados ~ os
demais termos da
fungio.

e Ilim (9x* +x®—3x2 4+ 1) = lim 9x* = +oo.

x——oo x——oo

o lim (2x3 —x?>+8x—9) = lim 2x% = —co.
Xx——o0

X—>—0oo
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2° modelo de exemplos:
Ax— 11) _

Foram utilizados
somente os termos
de maior grau e

x4)+oo ( 2x+1
desprezados  os
demais termos da

o lim (.762—:3—96-0-5): [im(x)— (—)—0
x——oo \2X*—6x+4 xo—co \2 x50 \2 fungfio.

3_
e Ilim (11x2—x+1) = lim (11 )= lim (1—1136)= lim —11x =+ co.
xX— —00 —

x—>—oo \ —x“—13x x——oo \ —x* x>—oo

- lim (g—z)z titn. 2 — 2.

X—+oo X—>+oo

32 modelo de exemplos (indeterminagao do tipo tw x0):

. 2 1 g 2 _ :
. lim ((Sx —23 (_Zx—l)) = lim (8x*—2). lim_ (2 )ooxov
Utilizando somente os termos de maior grau, temos

1l i,
; 2 3 =i 5 2 ; - ; z
xljﬂo(Sx 2).xlj% (—Zx — 1) xlj’i’;(Bx ).xliﬁo (_29() +c0 % 0.« Indeterminacio!

Vamos unir os produtos e verificar se a indeterminacéo persiste.

i 8x?
[ <z e — i — [ —
Jim ((8x ) (Zx)) Jim ( Zx) Jim (4x) =[==]

. lm ((Sx + 3 (ﬁ)) = lim (5% +3). lim

x>+ X—>+00 x40 \3x%—2

)=wxm

Utilizando somente os termos de maior grau e unindo os termos, obtemos
, . x = g 567\ |5
J (E01g) )= Jom (e )= [)
+
4° modelo de exemplos (indeterminacgao do tipo :L—):

(M) _ (xﬁmwﬂxz—lOX) oo

=2 < inacio!
| T = Indeterminac¢ao
x—+co

e Ilim

x—>4co

+

Vamos colocar x> do numerador e o ¥ do denominador, respectivamente, em

evidéncia, da seguinte maneira

, 10 ~
o xZ (2 _T) - x2(2 = 0) Vim \/—le \/E Aterzlc;ao!!!
xiTm 1 . Xif—rlm x(1+0) xi+m : \/x_= x|

X (1 CE E)
3 . V2x*-10x i
Veja no grafico da funcao g1 Da figura 18.5.4, a assintota horizontal em /2.
x

Outra solucio seria utilizar somente o termo de maior grau do numerador e do

denominador como de praxe. Veja a seguir.
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X x— X

( T2 - (\/Elxl)z %= N2 se x =0

= i .
@=—\/§sex<0

J2x2—10x
Desse modo, Iim | ———
aeesilion a1
i J2x2—10x
im | —————

a7 x+1

=+2 e caso o limite a ser calculado fosse

seu valor seria obviamente —/2.

Veja a assintota horizontal nessa fun¢do em —/2 na figura 18.5.4.

) x*—8x2+2 +co
e lim =

—_—| = < Indeterminacio!
x—=+0co 3x2—x+1 + oo ¢

Vamos colocar x* do numerador e o x*> do denominador, respectivamente, em

evidéncia, dispomos de

8 2
Jx4 (1_x_2+x_4 = lim —x4(1—0+0) = lim =, = lim i =l
x—+oo X—+oo x—+co

x2(3—0+4+0) A2 Boc® 3

xlf;’-;—noo 2 (3_%4_%)

Outra solucdo, utilizando somente os termos de maior grau de cada polinémio:

” VEYY ” x*\ 1
xiTaa 3x2 _xijzloo 3x2 _§

Interessante observar que se o limite fosse x - —oo0, 0 resultado seria o mesmo. Veja:

i Sy, g !
AT ) T\ B | T

Isso é corroborado pelo grafico da func¢édo na figura 18.5.5.

5% modelo de exemplos (indeterminacao do tipo +w — w):

e lim (\/x2 — b 2 — x) =(+) — (+«) < Indeterminagio!

X—+oo

Para obtermos o limite nesse modelo é preciso multiplicar o numerador e o

denominador pelo conjugado da expressio, nesse caso, por v x* — 5x + 2 + x.

= x?—5x+2+x x? —5x +2 —x* —5x+2
lim (x/x —5x+2—x). = =
i Vvx?—5x+2+x Vx?—5x+2+4+x x*—5x+2+x

lim (\/x2—5x+2—x)= lim ( -l i )

Hrorcko0 IOFONY T —5x+ 2+ x

O limite ficou de acordo com 32 modelo. Vamos colocar x* do denominador e o x do

numerador, respectivamente, em evidéncia. Caso o leitor prefira, alternativamente, pode
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escolher os termos de maior grau de cada polinémio. -
Atencidol!!!

x(-5+2) NEL) VE* = |2

lim = lim =
e fxz (1—%+%)+x e x2(1—2+%)+x

—8x
[ =
y ( x(=5+0) ):liT(_Sx)z dim (55) sew=0
x—+co

o\ T x| + x ) —5x '
(1 —0+0) +ax lim (—)sex<0
X—o—os \—X X
y —5x i 'H -5 | -5 i == > _—5
dm (o) = (1) = 1= = i, (V=5 v 2 —x) =
—5x +oo

Observacio: Caso o limite fosse lim
x——00 \—X+X

, teriamos uma indeterminacio 3
+oo—oo

Porém, lim (\/ x2—5x+2— x) = 400 — (—00) = 400 + co = +c0, Essa informacao pode ser
X——00

averiguada no grafico da funcao que esta na figura 18.5.6.

Yy Yy
V222 — 10 Vet =822 12
@ = fa) = YO BT A2
3aZ—x+4+1
Assintotas horizontais
V2
------------------------------------------ Assintota horizontal
— \
N LY AR ) B i 11 oo
—/2 \1 z
3
Figura 18.5.4 Figura 18.5.5
Yy

flz)=+/(z2-52+2)—=

Assintota horizontal

. x
--------------- 1 -_-—5---?;:-—“_-‘---—--
2
Figura 18.5.6
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1)Calcule os limites.
a) llm( 5x+1)

x>+ 0o

b) lim (x*—6x+ 3)

x—+oo

c) lim (—7x3 —12x? +15)

xX——o0o

d) lim 2 (12x* — 10x® — 13x +2)

e) lim (V—12x5+2x—1

x—+oo
—6x—13
f) x—>+00 5x+10
. 5—4
a) Lo (7—8x

x——oco

h) tim (————)

x40 \—x2—4x—8
i lim (—x — )

j)  lim

(
((
o (

x2—1)2—(x2+1)2)

(2x+1)2
(11x 4) )

2)Calcule os limites.

a) lim (\/x —x+2—x)

X— 0o
by lim (VxZ2 —7x+1+x)
X—>—co
Va2 fmx +n—
) xl_t)m)o( xZ+mx +n—x)
VaAx? — 3% — 1 —
d) xll'>71<l>o( 4x 3x Zx)
e) lim (V—x+5—v—x—5)
xX——co

f)  lim (Vx> —4 —/x"+2)

xX——co

EXERCICIOS 18.6 |

s) lim

u) lim

xore ( 16xt—7

3
. 3 XAVE
%) SR (2r+4)
()
y) lim =

g) lim (Yx+1—+Vx—1)
X—>+oo
x+Jx?+x—2
h) lim | —m———
rome jx?—x+34+x
. JI9x*—6x+16—3x
iy lim

ares x—\]x2+3x—1

3
L J27x®—x’+x—8—3x
i lim

xotos x—\]x2+5x
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18.6. Limites fundamentais

Os limites que vamos estudar nesta segdo sao fundamentais ndo apenas para
a andlise e desenvolvimento de outros limites, mas também como base para o
estudo do calculo diferencial e integral.

Antes dos limites fundamentais propriamente ditos, precisamos de um
importante teorema.

Teorema 18.6.1 (Teorema do confronto ou teorema do sanduiche): Se
limg(x) =limh(x) =L ese f étal que g(x) < f(x) < h(x) para todo intervalo x €] —
x— X—yCL

{a}, em que I € intervalo aberto que contém a, entdo lim f(x) = L.
x—a
Demonstracdo: Se limg(x) =limh(x) =L, entdo para todo € > 0, existem
X=-5a X=—a

8, >0 e §, > 0 tais que

<0lx—al<é; = |lgx)—Ll<e = |L—E<g(x)< L—l—el.

<Olx—a|<é,= |h(x)—L|l<e = |L—e<h(x)< L+e|+

Sendo § = min{§,,6,}, temos ve > 0 um § > 0, tal que

<0Olx—al<d =2L—c<gx)=f)shx)<L+e= |f(x)—L|<e =>.

Esse teorema serve como recurso para varias demonstracdes envolvendo
limites.

18.6.1. Limites trigonométricos

Teorema 18.6.1.1 (limite trigonométrico fundamental):

. senx
lim =
x—0 X

Demonstracdo: Pela imagem do primeiro quadrante do ciclo trigonométrico
na figura 18.6.1.1, podemos ver que sen x < x < tgx.

Invertendo essa desigualdade, temos A
1 1 1 cosx _1 _ 1 y
e <— < = = .
senx " x senx senx x sen x /
CcoSsx
|—4
Multiplicando tudo por sen x, encontramos | ---------
sen x 1 tgw
cosx < &
senx
o xT

Aplicando o limite a direita, obtemos -
Figura 18.6.1.1
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sen x . ] sen x
llm cosx < le < lim 1 =|1< lim 1]
x—=0 x x—0%t x—=0%t
Aplicando agora, o limite a esquerda:
. . sen (—x) . ] sen x
lim cos(—x) < lim ———< lim1 = |1< lim 1.
x—0" x—0" —_X x—0— x—0"
’ = sen x
Pelo teorema do confronto, concluimos que llrrol = 1
X=>
Essa informacdo ¢é ratificada pelo grafico da T
funcdo que esta na figura 18.6.1.2. s
Podemos generalizar esse teorema para uma
. . 2 - senx
funcdo f(x) qualquer, e ndo somente x, conforme o f(@) =

corolario a seguir.

Corolario 18.6.1.1: Se lim() f(x) =0, entao
x—

eSS L

x—0 f(x)

Figura 18.6.1.2

Demonstracao: Denominando y = f(x), se lXi% f(x) =0, entao y — 0. Logo,

seny sen [f(x)]
lim = lim ————=
y—0 y x—0 f(x)
Teorema 18.6.1.2:
lim sen x = sen a lim cos x = cos a lim tgx=tga
x—a x—a x—a

Demonstracao:

Da trigonometria temos que:

senx —sena = 2.sen

_a).COS(x;_a)

Multiplicando por (x; , obtemos

2.sen (x ; a).cos (x =

—Ssena = ) s
2] (59

sen (259)
senx —sena =—————+—>= (x—a COS( )(x—a)
2
Aplicando o limite de x — a em ambos os membros, encontramos
sen (559 xva
lim [sen x —sen a] = m x—a ( ).(x—a) =
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x—a
] ' sen ( > ) ) 5
lim [senx —senal = lim|——————=| .lim cos(

x—a x—a (x —a x—a
2

a).(x—a)] =0=

1 {pelo corolario 18.6.1.1)

lim[senx —sena]=0 =|limsenx =sena |
X—a x—a

A demonstragdo de lim cos x = cos a € analoga. Quanto a tangente, podemos
X—a

fazer:

limsenx
senx M _sena

limtg x = == = =tg a.
xoa cosx limcosx cosa
x—a

A seguir estdo algumas identidades trigonométricas que, além dos teoremas e
o corolario, podem ser Uteis no desenvolvimento de limites trigonométricos.

Tabela 18.6.1.1 (identidades trigonométricas):

1. |cos?x + sen®x = 1| 5 Cosx:sen<x+£)
' 2
2. |cos2x = cos®x — sen?x]|
T
6. |senx = cos (x — —)
3. [sen2x = 2.senx.cosx| 2
_ 2itgx
4. |[tg2x = T—tg%x

7. sen(g) =4+ 1=cosx| |1 _ cosx = 2.sen? (%)

XY _ 1+cosx _ 2(£
8. |cos (2) =+ /—2 = |1 4+ cosx = 2.cos 2)

x\ 1—cosx l—cosx |, ,rx
2 |tg (E) - i\/ Trcosx| — |Ttcosx Lg (2)

10.|cosx —cosa = —2.s5en (%) .sen (x;—a)
As demonstracdes dessas
xX—a X+ : s : i
ll.[senx —sena = 2.sen (T) .COS (T identidades  trigonométricas
estdo naunidade 11 (volume 2)
12.|cosx + cosa = 2.sen (%) .sen (x;_a) dessa colegio.
x+a X—a
13.|sen x +sena = 2.sen (T) .COS (T

sen(x—a)

1.ty 2 —1ga = cOSX.cosa

15.[cos(x + a) = cos x.cos a — sen x.sen df

16, |cos(x— a) =cosx.cosd-+ senx.sen a|

17. |sen(x+ a)=senx.cosa-+ cosx.sen a|
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18. |sen(x— a)=senx.cosd— cos Xx.sen a|

tg x+tg a
1—tgx. tga

tg x—tg a

19. |tg(x+ a) = 1+tgx. tga

20. [tg(x— a) =

Exemplos:

a) Ii sen 4x
im———
x—0 7x
le(sen 4x)
Solugéo: Aplicando o limite do quociente &=2———— = e indeterminacéo.

lim(7x)
x—0
Pararesolver essa indeterminagdo, iremos utilizar o corolario 18.6.1.1. Nesse sentido,
vamos multiplicar o denominador e o numerador por 4, com intuito de obtermos um

denominador igual ao arco do seno. Da seguinte maneira:

sen 4x 4 . sendx 4 . sendx 4 4

im——.—= AT O R R i W

x¥—0 Tx 4 xlj% 4x 7 xlir(% 4x 7 7|
1

bylim 1l—cosx

x0 X.Senx
Solugdo: Observe que hé indeterminacgio 0/0 e o limite trigonométrico

fundamental ndo envolve cosseno. Nesse caso, é vidvel utilizar a identidade trigonométrica

x ; ; o g
711 — cosx = 2.sen” (7) com o intuito de substituir cosseno por seno. Da seguinte

maneira:

1 —cosx . l.mz.senz (%) = li % ﬂ =

im =i = .
x>0 X,Senx x>0 Xx.Senx x50  X.Senx x/4
.sen ( ) sen? (E) = sen (x) L
2 2 2 = T 2
lzm —_— = -Serw =
230 X x~>0 X senx xﬁﬂ —
5) .senx 5 2 %

lim

x—0

senx

en@\| 12 B
X

7 B

1
Uma solucdo alternativa seria multiplicar o numerador e o denominador pelo

conjugado do numerador, isto é, por 1 + cosx. Do seguinte modo:

1—cosx (1+cosx) . 1—cos?x sen’x

lim im =lim =
x-0 x.senx (1+cosx) x-0x.senx.(1+ cosx) x—0 x.senx.{1+ cosx)

1
i SETE 1 P TR 1 1
% x A+cosx) 98 «x xLO(1+cosx) 1+1° |2
I 1—2cosx
< it T—3x
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Solugao: Observe que ha indeterminacdo 0/0 e o artificio para esse caso, consiste

1
em substituir 2 bor cos(%) e aplicar a identidade trigonométrica 10:

= x+a x—a
cosx —cosa = —2.sen (T) .sen (T) L
T 3
T o 5 X
1 - 2 —2.sen(32 ).sen(32 )
2(7— cOSX) 2(cos§— cosx)
lim = Ll = lim =
pai  gr— B P T — 3x s 7L T — 3x
3 3 3
T+ BX T — 3% 2 T+ 3x — B
2(—2.sen( = ).sen( G )) g(—Z.sen( = ).sen( res ))
lim = lim =
- = 3% P o — 3%
2 6

Sen(n—?:x
" 6 2 i T+ 3x " T+ 3x
g (-2 ()) = oy 22 sen ()
1.
-2 T+ 3x -2 21 1—2cosx —/3
lim — sen( ) =lim — sen(—) lim =
,Hg 3 ,H% 3 3 ws'C T 3% 3

EXERCICIOS 18.7

1)Calcule os limites.

. Ssen9x . . tgx+senx
a)lim i) Lim “LET2CX
x—0 X x—0 senx
. sen8x Vi—senx—J1+senx
bYlim i) Li
M=o D tim Zx
sen ax
2 . 1+tgx—V1—sen x
D Lo
d) limt‘g—x . sen x—cosx
x—0 X I) lLT,;.[L 1—tgx
i tg 3x k]
e) xl;rfol 2 i (cos ;c—:[os n)
s tg ax X—7T =
f) gflrol bx nylim sen x—sen
Q) limz 2cosx X L=
T—x
0 * Gjtmmn (sen x)
. tgx+senx XoW
h) lim =<
x—0 xX
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18.6.2. Limites das fungdes exponencial e logaritmica

A seguir, apresentaremos as propriedades dos limites envolvendo fungoes
exponenciais e logaritmicas. Como essas propriedades sdo intuitivas e faceis de
compreender, ndao apresentaremos as demonstragoes.

SejaaeRel<a+#1, tem-se:

lim a* = 1 lim a* = a lim A WL WA £

lxiztnl (lo.ga x)=0 lxlﬁ’lb (lo.ga x) = logg b

lim (loga f(x)) = loga (Lim £ ()
Sea>1:

lim a* = + lim a*=0

x—+00 xX—>—00

Jim (loggx) = + oo xlyga(loga x)=—00
Seo0<a<11:

lim a* =0 lim a* = 4o
x>+ o0 XxX—>—00
Jim (loggx) = —o xlir(v)g(loga x) =+

Vimos na unidade sobre os logaritmos naturais (segao 9.5 - volume 1) que a

1 n
expressao (1+;) quando n tende ao 4o possui como limite o valor

[e =2,7182818284 ...], ou seja,

1 n
lim (1+—) = e.
n—+coo n

Agora, vamos demonstrar que essa mesma expressao quando n tende ao —
também tem como limite o mesmo valor e.
Fazendo n = —(x+ 1), temos x = —n+1 e se n— —oo, entdo x— +owo,

substituindo, encontramos
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—(x+1)

B Ny —t B (=2 Y
dm (140) = um (1t —s) = im () =
(x+1)

. x+1 . x+1\* x+1 . 1y 1
lim ( > = lim ( ) ( ): lim (1+—) .(1+—) =e.1= e.
xX—+oo X xX—+ 00 X . o xX—+co n n

e 1

Veja no grafico da figura 18.6.2.1 que a funcdo tem como limite o valor e tanto

para x —» +0 como para x —» —0,

Qutra expressao com n tendendo a zero,

com o mesmo limite e, pode ser encontrada

Q . P - 1
usando uma incdégnita auxiliar: x=_. Dessa

forma, se n » +o, entdo x — 0. Substituindo:
e =2,7182818284

1\" ol
lim (1 + —) = | lim(1+ x)x =e.
n x—0

n—+co

T

12 -10 -8 -6 -4 -20 2 4 6 8 10 12 14

Agora, vamos a outra importante

expressdo de limite fundamental. Figura 18.6.2.1

SejaaeReO<a=#1,fazendoa*—1=k=>a*=k+ 1, temos:

In(k + 1)
na*=nk+1)= x.lna=Ink+1) =x=T.
. a*—
Substituindo em lim , obtemos
x—0
" ax—l_l_ k - 5 k.lna — 5 Ina
T xSk r D B+ D NGk rD
na k
i Ina _ Ina _Ina ]
K28 nCk + D7k limin(k+ DK~ Ine e
Logo,
x _
lim =Ina. -
x—0 e '2 Y
1.8
1.6
Como exemplo, veja no grafico da funcgdo i:
2%—1 1
fx) = , que esta na figura 18.6.2.2, que o 0.8
- / In2 % 0.693147
2% ki
lim =1In2 = 0,693147. o2 z
x—0 =2 -1 - 1 2 3 4 5
Figura 18.6.2.2

Exemplos:
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a) im3* =3% =27,
x—3

X

A
b) lir+n 2 = 2%%° = 4oco,
X—>1+00
L x2—4
¢) lim (—) x=2
x—2 \€
N N e RN e I pere
(e) . (e) - (e) a (e) i

d)iii?g(logz %) = gcil?g(logZS) =8
213x—4
e)lim (logS%)

x—1

+ 4 = I
lim (logs %) = linll(logs(_x +4)) = linll(logs(l +4)) = linll(logs 5) =[1]
— x— x— x—>

A

a bx
£ lim 1+—)
x—+oo X

4o &1 B
Fazendo o = . Se x — +o0 entdo, y = 40, caso a > 0. Se x — +oo,

entio y — —oo, caso a < 0. Mas isso tanto faz, pois ambos os limites sdo iguais a e.

Substituindo no limite, obtemos

ba
a~bx 1y 2oy 18
Jim (1+3) 7 = um (142) = um (1+3) | <[22
e
. 2 3x+2
g)xliTm x—1
x + 2\ 3% 2* TP
3 X427 ox + 2\? g ez 2 x4+ 23? _ 1k =
ltm( ) ( ) = lim .llm( ) = | lim =
x4+ \x — 1 x — 1 xo+eo \ X —1 xo+eo\x — 1 X400 1_1
% 1 %
27 1° : 23 1?
. Tas) xﬁi”m(1+i) FT o e
xﬂ?& 18> - 1\ - e 1 =le I ::!il
(1-%) Jim (1-3)
2%_pd
h)lim( )
roa \ X—a
a¥*—1

Sabendo que lim = Ina efazendo y = x — a, temos que, se x = a, entioy —

x—0

0e , substituindo no limite, obtemos
2 e=gs 2yta _pa 2720 = 2% —7]
131 (_) — (—) — tim (—) — tim( 22. &Y | =z

Y gl Y

in2

61



| EXERCICIOS 18.8 ||

62

1)Calcule os limites:
a)lim2*
x—1

b)lim e*
x—2
) 1\*
e )

1 X
dy I (—)
LR

2
e) lim e~

x——o

2
f) lim e *

x——o

g) lim 3C—**+1)

x—1

h)tim 5(235:—_318)

x*—5x+4

Iy Lim (%)W

x—1
(x2—16
j) lim 2\vx—2
x4

2)Calcule os limites:

) 1 2x
a) lim 1+;)

x>+

) 3 Bx
b) lim 1+;)

x——on
2x
c) lim (1 —l)
x—+oo X,
3 2x
d) lim (1 ——)
x——00 X.
. x+13\3%
e)xl_f’?m x—1
_ 2x
0 im (=2

x—+oo x+2
x—1 x+3
g) lim

x—+oo x+3

. Ax—1N\*
h) lim ( 1)

x——oo 3x+

k) tim (1
) M (logs )
)] lin%(lnxz)
m) i 4 x
) xjﬂ)o( 89,5 )
tim (1
n) lim (logsx)
o) lim (log x)
x—07*
p) im (log, , x)
. 4—x?
@ tim|tog, (5]

1 [l (x2+x—12]
N lm|logm\ "33

o tim [tn (E)]

ex_ea
n)lim )
xoa N X—a

i In(1+5x)
oilgs [ L]
x—0 X



18.7. Limite de funcdes definidas por partes

Para calcular o limite de fungdes definidas por partes, € necessario analisar os
limites laterais para verificar a sua existéncia.

x+3 sex <0

Exemplo: Vamos calcular )lcl_rjgf(x) em que f(x) = {2 etpttely

Solugao:
Yy
lim f(x)=2e lim f(x) =x+3=0+4+3=3. I
x—0t x=0"
Como lim f(x) # lim f(x), olim f(x) nio existe.
x—0% x—0" x—0

= 3
Veja no grafico dessa funcao, na figura 18.7.1, como 7(=) 7 flz)=2

de fato a funcao se aproxima de valores diferentes pela

T
esquerda e pela direita de zero. / 0
Figura 18.7.1
x*—6 sex<3
20 exemplo: Calcule o lim f(x) em que f(x) = 4J0 sex =73.
x=0 2x —3 sex >3
Solugao:
lim f(x) =2x—3=23—-3=6—3=3. Ly
x—3t
xli‘r?r'l_f(x)zxz—6=32—6=9—6=3. Fly = 20 —3

Como lim f(x) = lim f(x),olimf(x) = 3.
x—37T x—3~ x—3

FE importante observar no grafico dessa fun¢io, na
figura 18.7.2, que o valor 0 da funcido para x = 3, nao _

interfere no valor pela qual a fun¢do se aproxima a

esquerda e a direita de 3.

Figura 18.7.2

L r2x—2]
o] - L
39 exemplo: Calcule )lcl‘ﬁil( Z-1 )"

Solugdo: A funcio |2x — 2| pode ser escrita de forma equivalente como

2x —2 >1 Msex>1 #53x>1
= e (x + 1D (E—1) =T JEED -
=2 —2) — 2 (=) —i ’
= S i — & il
Py 56 %651 (x+1)(H)sex<1 (x+1)sex<
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2 2

Como xlij{im = m =1 é diferente de
lim re& = S =1 entio: lim(lzx &l nio \
A Ger D T A+ " il e R —11 1

1

existe. !

Observe no grafico dessa funcdo na figura 18.7.3, /
que a funcdo se aproxima de valores diferentes a /
esquerda e a direita de 1.

Figura 18.7.3

1/(x—2) sex<?2
4° exemplo: Dada a fungdo f(x) = {x2+1 se2 < x < 3, calcule liﬂzlf(x),
3x 41 sex =3 =
limf(x) e lim f(x).
x—3 x>2,5
Solugao: Como os limites laterais ILm Flx) = lzm = 2) = —oo e lun F o) =

lir;_ (x? + 1) = 5 sio diferentes, entido o lng.f(x) nio existe.
x— x—
O lim f(x) = lim (x*+ 1) =10 é igual ao lim f(x) = lim (3x+ 1) = 10, assim o
xH>3— x5>3— x >3+ x—>3+
i f (x) =10.
x-+3

(o] li72n Fibtxd = li72n (x*+1)=25+1=6,25+1= 7,25.
x—2,5 x 2,5

Ii EXERCICIOS 18.9

Dadas as fungdes f(x), calcule os limites indicados.

1) £(x) _{ x+1sex <2

se x = 2
a) li12n+ f(x) b) li7;1_ f(x) c) lirrzlf(x)
—2x 45 sex >3
2) FOO = Jpe 16 sex=35
a) ligl+ F(x) b) liT’;‘IL F(x) c) lin’BLf(x)

x—5 sex>5
3)f(x)—{ 2x se x <5

a) lirsn+f(x) b) ligl_f(x) c) lingf(x)
2x —5 sex > 2

4)f(x) ={4 sex =2

—3x+8 sex<?2
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a) lir{gf(x) b) liTzn, FGo)

x*—5x+6 sex>3
5)f(x)={3 sex =3
—x+ 3 sex < 3
a) lirggf(x) b) lirgf(x)
x> —4x+11/4 sex>1/2
6) f(x) :{1 sex=1/2
4x” sex <1/2
a) lim F(x) b) liTlrg F(x)
xa% Xy
x*+3x2+3x+1 sex < —1
7)f(x):{0 sex=—1
x*t —2x% + 4x% — 3x— 10 sex > —1
a) liirhf(x) b) lizrif F(x)
8)f(x) =2
a) li'rggrf(x) b) liT())fof(x)
o) /) = 27
a) li@f(x) b) livgg ()
0 (x) = 2x2—x—%
T e
a) li7n+f(x) b) liv%i_f(x)
2
Xz xoF

—2x—1 sex<-—1
11) f(x) ={2/(x2+1) se—1<x<1

3x—2 sex>1
a) lingf(x) b) li@lf(x)
1/(x—1) sex <0
12) f(x) ={4/x2 se 0<x<2
3x—5 sex =2
a) lL"I”% Ji €3] b) lirrll F(x)

o) limfG)

¢ Limjy(x)

o) Limf(x)

o) lim £(x)

¢) lim fx)

c) lirrst ()

c) lin% ()

oz

¢) limf(x)

o) Lim ()
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18.8. Continuidade

O conceito de continuidade de uma funcdo é simples e incontroverso, mas é
fundamental para o desenvolvimento do calculo diferencial e integral. Ao longo
deste curso, veremos que muitas teorias, teoremas e propriedades s6 se aplicam
quando as fungbes envolvidas sdo continuas, o que destaca a importancia desse
conceito.

Definigdo 18.8.1 (Continuidade em um ponto): Dizemos que uma fungao
f é continua em um ponto a, se as trés condigGes a seguir estiverem satisfeitas:
1-Existe f(a);
2-Existe lim f(x);
xX—=a
3-lim f(x) = f(a).
x—a
O bem da verdade, é suficiente observar apenas a terceira condigdo, pois ao
afirmar que lim f(x) = f(a), subentende-se que ambos existem (implicando nas
X—a

duas primeiras condigfes). Assim, podemos simplesmente dizer que uma fungado é
continua quando lim f(x) = f(a).
x—=a

(VY

Quando essa Ultima igualdade ndo é verdadeira, dizemos que a fungdo
descontinua em a. Alguns exemplos de descontinuidade estdo a seguir.
x2—9
x—3
Portanto, a fungdo é descontinua em x = 3 (ver figura 18.8.1).

3x+1 sex>2

s A fungao g(x) = {xz co 3 el B

e A fungdo f(x) =

ndo esta definida para x = 3, ou seja, ndo existe f(3).

esta definida para x = 2, pois g(2) = 4.
Porém, lirzn+ gx)=32+1=7e ligl_ g(x) =22 =4, o que implica que o lirrzlg(x) ndo
x— x— s,

existe e, portanto, a fungdo é descontinua em x = 2 (ver figura 18.8.2).

10

8

9

©
N A O ®

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
i
1
3

3 21| 12 456 7 8 910

Figura 18.8.1 Figura 18.8.2

e A fungao h(x) =

o] ndo esta definida para x = 1, e além disso, lin} h(x) nao
e

existe. Assim, a fungdo é descontinua em x = 1 (ver grafico 18.8.3).
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A ideia de descontinuidade de uma funcdo em a, pode ser verificada por
“quebras” ou “buracos” na fungdo em a, e claro, a continuidade em a, é a negagao
disso. A fungao I(x) = 2x®* —5x — 1, por exemplo, é continua em qualquer ponto do
dominio, pois esta definida para qualquer valor de a e qualquer que seja a, tem-se

limI(x) = I(a). O gréfico dessa fungdo esta na figura 18.8.4.
x>0

I(wx) = 2x%—5x —[1

|
[
°
o i
N
w
IS
w
o
|
w
|
N
|
M
"
N
w

Figura 18.8.3 Figura 18.8.4

Definicao 18.8.2 (Continuidade em um intervalo): Dizemos que uma
funcdo f é continua em um intervalo fechado [g, b], se as trés condices a seguir
estiverem satisfeitas:

1- f é continua no intervalo aberto (a,b), ou seja, sendo ¢ um ponto qualquer

do intervalo (a, b), tem-se sempre lim f(x) = f(c);
X
2-f é continua a direita de a, ou seja, lim f(x) = f(a);
x—a
3-f é continua a esquerda de b, ou seja, liT— f(x) = f(b).
S

Exemplo: Vamos verificar se a fungédo f(x) = ﬁ é continua nos seguintes
intervalos.
a)[2,4]

Solugao:

1- Sendo ¢ um ponto qualquer do intervalo (2,4), temos: llmxx T cil = f(c), para

¢ #+ 1 (fora do intervalo);

X 2
Sl e S
R e e e A,

i a3

Portanto, a fun¢ao f(x) é continua no intervalo [2,4].

b)[0,2]

Solugéao:
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1-Sendo ¢ um ponto qualquer do intervalo (0,2),
¢

. X
temos: lim—— =

s = f(c), para ¢ #*1. Como a

o
~

funcio nio estid definida para c¢=1, o limf(x)
xX—C

0

diferente de f(c¢) para ¢ = 1. Portanto, a funcio f(x)

descontinua no intervalo [0,2].

Verifique no grafico dessa funcao, na figura 18.8.5,

a continuidade e descontinuidade nos intervalos [2,4] e

T o

[0,2], respectivamente. -
Figura 18.8.5

A grosso modo, a continuidade de uma fungao em um intervalo consiste na
ideia de se tragar a fungdo no intervalo sem interrupcoes ou "saltos" (sem tirar a
ponta da caneta do papel). A descontinuidade ocorre quando isso ndo é possivel.

A seguir estdo um teorema e um corolario, que sio consequéncias de funcdes
continuas em um intervalo.

Teorema 18.8.1 (Teorema do valor intermediario ou teorema de
Bolzano?): Se f for uma fungdo continua no intervalo [a, 5] e kK um ndmero qualquer
entre f(a) e f(b), inclusive, entdo existe no minimo um ndmero x no intervalo [a, b],
tal que f(x) =k.

Demonstracao: Imaginemos uma reta paralela !
ao eixo das abscissas de fungao g(x) =ke¢€ [705) M ——
[f(a), f(b)]. Em razao da continuidade da fungdo f no
intervalo [a, b], tal reta ird intersectar a fungdo f em
ao menos um ponto, e assim, k tera ao menos um El--em———
correspondente em x no intervalo [a,b], em que fla)y =
Flx) = k. -

Um caso particular desse teorema € o coroldrio seguinte.
Corolario 18.8.1: Se f for uma fungédo continua no intervalo [@,b] e se f(a) e

f(b), forem diferentes de zero com sinais opostos, entdo existe no minimo uma

solugdo para equacgdo f(x) = 0 no intervalo [a,b].
Exemplo: Seja fungdo I(x) = 2x3—5x—1 ja Iz) =22 521
estudada anteriormente. Ja sabemos que ela é 2
continua em qualquer intervalo. Como A= (_1,47,0[\5
I(-1)=2(-1)2*—-5(-1)—-1= —2+5—-1=2,
I(D)=213-51—-1=2—-5—1=—4, 2

sao diferentes de zero e possui sinais opostos,

= (-0.2,0)/C= (1.67,0)
3 2[4 6\ 1 3 3

-4
concluimos que existe um valor de x € [—1,1], tal que

* Bernard Bolzano (1781-1848)
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f(x) =0. Veja o grafico dessa fungdo e seus respectivos zeros (raizes A, B e C),
dentre eles, o ponto B € [—1,1].

Diante do exposto e das definigdes de continuidade, podemos anunciar as
seguintes propriedades.

Propriedades de fungdes continuas:

1- Os polinémios sdo continuos em R.

2- Todas fung8es racionais, exponenciais, logaritmicas, trigonométricas,
trigonométricas inversas e fungdes raizes, sdo continuas em seu dominio.

3- N&o se discute continuidade de fungdes em pontos que ndo pertencem ao
dominio da fungdo.

4- Se k é uma constante e f e g sdo fungdes continuas em x = a, entdo f + g,

f—g, k- fef-gsdo fungdes continuas em x =a.

EXERCICIOS 18.10

1)Verifique se a fungdes a seguir sdo continuas na abscissa especificada.
a)f(x)= 2 em x =0;
b)f(x)= x?—4 emx=2;

c)f(x):%emxzo;

d) f(x) = x_:;S emx=>5;

e)f(x)=Temx= &

—1 sex>0
f) flx) = 1 e w=0 em x =0;

2x%2—8
g)fx) = { x—3 Sex*2 em x = 2;
7 se x=2

2x°—8
h)f(x) = { =2 Se*¥*2  emx=2;
8 se x =2
x?—6x+5
I)f(x)={ -1 S¢*¥F1l  emx=1;
4 se x =
xZ—6x+5 1
j)f(x)Z{ X1 g X 7 emx=1,
x— se x=1
3 2
. ={x —2x%—x+2 sex>—1 - _1-
WACY 2x%2—x—3 se x<-—1 em x !
x*—5x+6 sex>3
D fx)=143 sex =3 em x = 3;
—x+3 sex <3
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x> —3x7—3x+1 sex <—1
m) f(x)=130 sex=—-1 emx=—1;
x*—2x3 +4x%2 —3x—10 sex >—1

senx

n)f(x)z{ X s w0 emx =0;
1 se x=0
x_

O)f(x):{ x sex #0 em x=0;
In2 se x =0

X

p)f(x)z{ x Sex*0 em x = 0.
1 se x=0

2)Determine o valor de a € R para que as fungdes a seguir sejam continuas na
abscissa especificada.

a*—1 0

a) f(x)z{ x S F em x =0;
in10 se x=0
x?—2x

b) fx)= {—x_z sex + 2 emx=2;
2a se x =2
10— x? sex > —3

<) flx)= % ce x < —3 em x = —3;
1

d) f(x)= g €M x =a.

3)Verifique se as fungdes sdo continuas ou descontinuas nos respectivos
intervalos a seguir.

a)flx) =
b)f(x) = =5 em [~1,1];

c) flx) = ZxTxx—l em [0,2];

1 .
=5 em [1,3];

d)f () = 52— em [-2,-1];
e)f(x)= V16 —x? em [—4,4].
0 ) = == em [46];

4)Use o teorema de Bolzano e o coroldrio 18.1.1 para mostrar que as fungdes
a seguir assumem um valor nulo no intervalo mencionado.

a)f(x) = x*—3x—10 em [2,3];
b)f(x) = x*—-9x2+5x—8 em [8,9];

c) flx) = 5x—2x.}—_1 em [—%,O].
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I] EXERCICIOS DE APLICACAO 18.11 |

1)Um experimento com a cultura do girassol realizado em casa de vegetagao,
no Instituto de Ciéncias Agrarias e Tecnoldgicas — ICAT da Universidade Federal de
Mato grosso, Campus de Rondonépolis — MT, visando correlacionar a umidade do
solo com o potencial matricial do sclo, obteve a seguinte curva caracteristica

ajustada ao modelo de Van Genuchten:

6 = 0,468 Onde: 8 é a umidade do solo (dado
T [1+(0,0573.]ypm|)0:3545]0,5724 em cm® ¢m?®) e ym é o potencial
matricial (dado em cm c.a)

0.468

“:EJ 0.3%6

Calcule: t
% 0.324

a) lim 0O; 2
Ppm—0t g el
% 0.179

by lim o. £

Prm—>too S o107 — =

3750 7500 11250 15000
Potencial Matricial (c.c.a)

Fonte adaptada: (FONTENELLI, 2014)

2)Um botanico registrou a altura (em cm) de uma planta ao longos dos meses
e encontrou o seguinte modelo matematico para sua altura em fungdo do tempo:

f() = 221:% (com t em meses). Calcule lim f(x) e explique seu significado.
x—+00

3) A densidade de semeadura da soja € um dos fatores primordiais para atingir
altas produtividades e a rentabilidade desejada. A formula a seguir calcula a taxa

de semeadura a partir do numero de plantas e o poder germinativo das sementes:

P x100 Onde: N é o namero de sementes por metro, P o nimero de
- G plantas por metro linear e G a poder de germinacdo das
sementes (em %).

Fonte adaptada: (MENDES, 2019)

Supondo um ndmero de 10 plantas por metro linear, explique porque ndo cabe

calcular lim N e o que significa tecnicamente a expressao lim N.
G—+oo G—>100"
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4)Em um determinado experimento, observou-se que a relagdo entre duas

k

grandezas analisadas correspondia a uma fungao racional na forma f(x) = <

Considerando os valores na tabela a seguir:

x 10 20 30 40
f(x) 3 1,5 1 0,75
Calcule:

a) O valor de k;
b) liT fF{x).
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DERIVADA

19. DERIVADA

Desenvolvido quase simultaneamente por Isaac Newton (1643-1727) e
Gottfried Leibniz (1646-1716), em trabalhos independentes, o calculo diferencial e
integral teve seus conceitos iniciais vinculados aos estudos de taxas de variagao de
funcdes (diferencial ou derivada) e areas entre curvas de funcdes (a integral).
Trata-se de um ramo da matematica imprescindivel em diversas ciéncias, como
fisica, quimica, engenharia, economia, entre outras, além é claro, das ciéncias
agrarias, como veremos ao longo deste volume. O calculo diferencial (ou derivada)
sera estudado nesta unidade e na unidade 20, enquanto o calculo integral sera
abordado na unidade 21.

19.1. Derivada de uma fungao

Definigdo 19.1.1: Seja f uma fungao definida em um intervalo I e seja Xy, um
ponto pertencente a esse intervalo, denomina-se derivada de f em X, o valor da
expressao:

i f) — f(xo)

X—>Xxg X — X

Quando esse limite existir e for finito, dizemos que f é derivavel (ou
diferenciavel) em x,.

As notacOes mais utilizadas para representar uma derivada no ponto de
abscissa x, sdo:

’ — fx) = f(x) f'(x) é a notagio de Lagrange
f'(xo) —%QTT o (1736-1813).
0 — Ao
d x) — f(x d
—f: li'mM - d—f ¢ a notagdo de Leibniz
dx xom  x—x (1646-1716).
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Podemos também calcular a derivada em X, substituindo a expressdo Ax = x —
Xo por 4x — 0, da seguinte forma

f(xo + Ax) — f(x0)
Ax :

[ (xo) = lim

Exemplo: Calcular a derivada da fungdo f(x) = 7x em xg = 2.

Solucgao:
. e Rx 1A ; . 7(@e—2)
FO=tm e SO =7

af
a ! P 3 s
Dessa forma, [f'(2) = 7|, ou se preferir e =

Outra solugdo:

f(xo +4x) — f(xg) posn w2 HAR)—(2)
Ax —~ f(z)_alalclno Ax

7(2 + Ax) — 14 14+ 7.Ax — 14 7
= dim,

) ) ) A% :
Fal= Alalcr—r»lo Ax Alyg—vo Ax :Alfino Ve = =7

Fxa) = fim,

29 exemplo: Calcular a derivada da fungdo f(x) = 4x*+x em xo = 1.

Solucgao:
’ _ o S — f(xo) . g 4x% +x — f(1) . o 4x2+x—5
s Brrsse=n = sflisig—— =y s Mi=g=—7—

Ha uma indeterminacio 0/0. Como o polindmio 4x? + x — 5 pode ser escrito como

(4x + 5)(x — 1), obtemos

; . (x+5)—1) . - —
f (1)_;{(21}7_5%4)64_5' LOgO,.

32 exemplo: Calcular a derivada da fungao f(x) = 5 em x, = 4.

Solugao:
= 5% — f(4 G%. G4
e 255%% = pr) =t = = T

Sabemos que lim = In a. Ao utilizar uma incoégnita auxiliar y e fazer y = x —
y—0
4, obtemos

BX — 54 5y+4 = 54 5y_54 s 54
f'(4) = lirqt = =lim =lim————=
x— =
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Bl —1§ {6¥—1)

i "(4) =5%| lim——— (4) = 5% In5|
lm 5 FACY) L =|f'(4) n
in5

4° exemplo: Calcular a derivada da funcdo f(x) = Vx em x, = 0.

Solugao:
. SAX) — Fl¥o) % — F{0)
Z = Yy e D T = e N
f'lxo) = lim = = f(0) = lim——— =
’ : \/E 7 : 1
i (0)25@%7 SUF (0)=£@gﬁ=iﬂ.
Como limite ndo existe essa funcao nio é deriviavel em x, = 0.

E importante destacar, que essa fungdo é derivavel em qualquer outro ponto do seu

dominio, menos no ponto de abscissa proposto, x, = 0. Verifique!

5° exemplo: Calcular a derivada da fungdo f(x) = Vx em x, = 0.

Solugao:
. v TERY — T e R — T C SE o e L
=g = Ty - =g
' li L 1t . 1 1
f (0) _xlf&xs —xli’lgx 5 _xﬁlgnﬁ = +-c0,

Essa func¢do ndo é derivavel em x; = 0, pois o limite nio é finito.

EXERCICIOS 19.1

1)Calcular as derivadas das fungdes nos seguintes pontos Xg.
a)f(x) = —2x+1 no ponto xg = —1.
b)f(x) = 5—x no ponto Xy = 0.
c) f(x) = x>+ 1 no ponto ¥y = 1.
d)f(x) = 3x*>—11x + 7 no ponto x4 = 2.
e)f(x) = x*—2x+1 no ponto xqg = —1.
f) f(x)= 2* no ponto x, = 1.
g)f(x) = 3* —1 no ponto x, = O.

h)f{x) = senx no ponto x;, = %

1.

i) f(x)= VX no ponto x,
i) flx) = {x no ponto x, = O.
k) f(x) = |x| no ponto x, = 0.
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19.2. Interpretacdao geométrica da derivada

Observe no grafico da figura 19.2.1, que na medida que x se aproxima de X,
as retas secantes, que intersectam a fungdo em dois pontos, seguem os passos das
retas 7, 1y, I'; e I, até se tornar uma reta tangente, tocando em um uUnico ponto
da fungao.

SRS SRR g Py

8
=]
8

Wy

Figura 19.2.1

Os coeficientes angulares dessas retas secantes podem ser calculados por

_ [ = F) ) — fxo)

a=tga
a Xg — X X — Xq

Como x = Xy e X * Xy, entao

- f(x) — f(x0)
lim —— =tga = a.
X—>Xg X = %g

Assim, concluimos que a derivada de uma fun¢@o no ponto X, é igual ao
coeficiente angular da reta tangente a fung&o no ponto de abscissa Xx,.

Podemos ainda, a partir dessa informagdo e consoante ao que foi visto em
fungdo afim (ou geometria analitica), obter a equagdo da reta tangente a uma
fungdo no ponto (xy,vy), utilizando a expresséao

Yo

a= flx) = =32

:>|y —yo = [f' (x0)]. (x — x0) |

Onde, f'(xg) é a derivada da fungdo no ponto de abscissa xg.

Exemplo: Seja a funcgao f(x) =%, vamos calcular a equagao da reta tangente

a fungdo no ponto de abscissa x, = 3.

Solugéao:
3
R — fG) o 2= (D
f(xo)—éi%?ﬁf(3)—iﬂﬁz
3 _ 1 3 —x —(x—3) % 7
1] . X _ - X ’ = J& 3 C— . e ! e RO
o= s s VT e 3= |/® =3
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1
¥ =Wu= [f’(xo)].(x—xo)=>y—1=—§.(x—3)=>

1 = + i L 2
e e
24 3x ¥ 3x

A reta tangente a funcao f(x) =% no ponto de abscissa X, = 3éy = —%x + 2. Veja
o grafico dessa funcao e a reta tangente na figura 19.2.2.

20 exemplo: Seja a fungdo f(x) = x> —x + 3, vamos calcular a equacgao da reta

tangente a fungdo no ponto de abscissa x, = 1.

Solugao:
x) — Flx »*—x+3—f(1
[y = limwzf’(l)zlim f( )=>
X=X X — Xg x>1 x—1

, o x*—x+3-—3 o ox¥—x o ox(x?—=1)  x(x+ 1De=1)
FO=m—— s~ =y T = %

=Yoo= [f'(x)] . (x—x) >y—3=2.x—D=[y=2x+1]

2

A reta tangente a funcio f(x) = x* —x + 3 no pontode abscissaxy = 1éy = 2x + 1.

Veja o grafico dessa fungao e a reta tangente na figura 19.2.3.

2
/
o

3 1
a =
Figura 19.2.2 Figura 19.2.3

E importante salientar que a ideia de reta tangente esta associada apenas a
fungdes representadas por curvas no plano (a reta tangente toca a curva em um
unico ponto), e ndo faz sentido aplicd-la a uma reta. No entanto, no caso de retas,
a interpretacao da derivada nos leva a considerar a reta tangente como sendo a
prépria reta. Veja o calculo da reta tangente a fungado f(x) = —4x+ 1 no ponto
(—1,5) utilizando a derivada:

, o —HxH L —f(1) —dx—4& —A(xAT) =
Fren ==L IED i —a SOD e =—g)

x—1 x—=1
y—y0=[F"(x0)].(x —x0) >y —5=—4.(x— 1) = [y = —4x + 1] E a prépriareta.

E se eventualmente a fungdo nio for diferenciavel (ou ndo derivavel) em um

ponto, como se apresenta a reta tangente a essa fungdo? As condicdes geométricas
de diferenciabilidade ou nao diferenciabilidade de uma fungdo em um ponto estdo
na secdo a seguir e respondem a essa pergunta.
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19.3. Diferenciabilidade e continuidade

. B X i N _ f) = f(xg)
Vimos que uma fungdo é diferencidvel quando o limite bilateral lim . x
X—2X( - A0

existe e ¢é finito. Isso corresponde a afirmar que os limites laterais a

. x) — f(x, . ' i S
direita: lim f@ = f{x0) e a esquerda: lim [0 — f(x0)
xxgt XX xoxy~ X T Xp

sdo equivalentes a um mesmo
nimero real. Esses limites laterais sdo chamados de derivadas laterais.

As derivadas laterais de uma funcao nos fornecem os coeficientes angulares
das retas tangentes a funcdo em um ponto de abscissa x,, imediatamente a
esquerda e a direita desse ponto, isto é, nos fornece as retas tangentes:

x) — f(x
Y=Yy = [ lim_ M] .(x —xg) = Reta tangente a esquerda de x,,
xX—=Xgq X — Xg

fx) — f(x0)

Y —yo = [ lim ] .(x —xg) = Reta tangente a direita de x;.

x—xgt X — Xg

Como as derivadas laterais precisam ser equivalentes, uma fungdo sera
diferencidvel em um ponto de abscissa x,, quando ambas as derivadas laterais
fornecerem uma mesma (ou Unica) reta tangente a fungdo nesse ponto (ver figura
19.3.1). E além disso, essa reta tangente Unica ndo pode ser vertical, pois nao
existe coeficiente angular de reta vertical (conforme vimos na segao 6.2 do volume
1). Em resumo:

Uma fungéo é diferenciavel em um ponto quando existe uma Gnica reta
nao vertical tangente a essa funcao nesse ponto.

Uma outra forma de pensar geometricamente em diferenciabilidade de uma
funcdo em um ponto, é imaginar ampliacées cada vez maiores da regido préxima
ao ponto x; (aumentando o zoom). O que se deve visualizar com essas ampliagGes
é uma sobreposicdo da reta tangente e a funcdo, ambas coincidindo em uma uUnica
reta nao vertical, conforme a figura 19.3.2.

Uma reta
ndo vertical

Reta da derivada
lateral a esquerda

Reta da derivada
lateral a direita

[
[
0 v X i

Figura 193.1 Figura 193.2

Uma vez compreendida a diferenciabilidade de uma fungdo em um ponto,

vamos agora, ainda no contexto geométrico, anunciar os trés casos possiveis em
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que a diferenciabilidade ndao ocorre:

e 19 caso: x, € um bico.

Neste caso, a reta tangente a esquerda e a direita de x; n8o é Unica.

A fungao apresenta bico

A reta tangente nao € unica

f(z)

Figura 19.3.3

Exemplo: Vamos calcular a derivada da fungao f(x)=|x —2| no ponto de
abscissa x; = 2 e analisar a reta tangente.
Solugao:

[ (x0) :xli";lw:}f’(Z) :iigwﬁ

0 X — Xo x=2
g o
, Cx=z2l-f@ _ ., =21 )R T —2 T
f(z)_:ch—T»rzl x—2 :f(z)_:lcl—yle x—2 = - —(x—2) 1'
im ——-—=—

x—>2- x—2
Como os limites a esquerda e a direita de xo = 2 sio diferentes, ndo existe o limite

bilateral e a func¢ao nao é diferenciavel nessa abscissa.

Em termos geométricos, as derivadas laterais “fornecem” retas tangentes diferentes
em x = 2. Veja a seguir.

A esquerda de x = 2, tem-se a reta tangente:

Yy=Yo=[f(xdl.(x—x) = y—0=-1L(x—-2)=[y=—x+2]
E a direita de x = 2, encontramos: y —0=1.(x — 2) = .

Como a reta tangente nio é Unica, a funciao nao é derivavel nesse ponto. O grafico da

funcao (de cor azul) e as retas tangentes (de cor verde) estio na figura 19.3.4.

2° exemplo: Vamos calcular a derivada da funcdo f(x) = |x2 — 4| no ponto de

abscissa x; = —2 e analisar a reta tangente.
Solugao:
; e i R — L) ; s i B ] — 2
f(xo) —xlgggo—x — =f'(=2)= lim 00 =
,  |x2—4|—-0 , . 2] =2
feD=tm e ~f@=im e
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oy St B El | g, SHETELIE S
x——2* xA42 x—>—2~ a2
Como os limites a esquerda e a direita de x, = —2 s3o diferentes, ndo existe o limite
bilateral e a funcao nao é diferenciavel nesse ponto.
Geometricamente, a derivada lateral a esquerda de x = —2 nos fornece a seguinte reta

tangente:

y=yo=[Fx)](x—x) > y—0=—4.(x+2) = [y=—4x—8]
Enquanto a derivada lateral a direita de x = —2, apresenta a seguinte:
Y=Y =lf"(xe)]. (x—x0) =y —0=4.(x+2) :-
Como a reta tangente nao é tnica, a funcio nao é derivavel nesse ponto.

Veja no grafico da funcédo (de cor azul) na figura 19.3.5, que as retas (de cor verde)

tangentes a funcao nesse ponto sao, de fato, diferentes.

-4 4 5
8
—y =4z + 8
— y=—4x — 8
Figura 19.3.4 Figura 19.3.5
e 29 caso: x, € abscissa de um ponto de tangéncia vertical.

; f(@)

ya i
]
1
— A reta tangente vertical
' Coeficiente angular dessa reta nio existe
1
i
1
1
1
! =
To x

Figura 19.3.6
] . fix) — o)
Este caso ocorrerd quando o lim —————= apresentar como resultado +oo.

x-xg X —Xg
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. . fe) = fxp) R n
Com efeito, se o llm—x corresponde a tangente do angulo entre a

T-xg X —

reta

tangente a fungdo em X e o eixo X, entdo, na hipotese desse limite ser +oo, implica

em um angulo cuja tangente seja tdo grande ou tdo pequena quanto se deseje.

Esse angulo é de 90°, portanto, uma reta tangente é vertical.

Exemplo: Vamos calcular a derivada da fungdo f(x) = (x —1)Y3 no ponto de

abscissa x, = 1 e analisar a reta tangente.

Solugao:
- = HNB
O N o=

1
lim ———————
1 1 x=1% 3 [y — 1)2
a1l 4 = e e -
VGE—D b =+

x—>1~ /(x_l)z

fr@) = lm

1
3

Assim: (1) = 4. 2 f@)=(x-1)
Como nao é finito, a funcao f(x) = (x —1)Y3 nao é

derivavel no ponto de abscissa By = A

Geometricamente, isso equivale a dizer que a reta : 5 I =

tangente a essa func¢io, nesse ponto, é vertical. Ver

. | 3t «— Reta tangente vertical
figura 19.3.7.

Figura 19.3.7

e 3° caso: x; € um ponto de descontinuidade da fungéo.

f(x)

Y Ponto de descontinuidade

A funcao nao € derivavel em xg

Zo b

Figura 19.3.8
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Neste caso, devido a descontinuidade no ponto, pode ocorrer de existir
somente uma derivada lateral ou algum dos dois casos anteriores.

3x+1 sex>2 .

Exemplo: A fungdo f(x) = {xz e o0 é descontinua em x;=2, e

portanto, ndo derivavel em x, = 2.

Observe no gréfico dessa fungdo que estda na figura 19.3.9, que as retas
tangentes a esquerda e a direita sdo distintas.

] 3z4+1 :x>2
) =
g z? x <2
Retas tangentes distintas

Nao derivavel em x = 2.

d
1
1
i
i
2

14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0]

Figura 19.3.9
Existem outras circunstancias de descontinuidade de uma fungdao em um ponto,
além das ilustradas anteriormente. No entanto, em todos esses casos, a hao

diferenciabilidade nesse ponto é garantida pela contrapositiva do Teorema 19.3.1
a seguir.

Teorema 19.3.1: Seja uma fungdo f:I>Re x5 €1. Se f é diferenciavel (ou

derivavel) em x,, entdo f é continua em x,.

Demonstracao:
lim Fx) — Fxg) = Lim (x =x0) (f(x) = f(x0)) _ lim (x — xg) = lim f(x) —f(xO)_
X—=Xq xX—Xq X — Xg X—=Xg xX—Xg X — Xg
0 f1(xo)

Como a derivada existe e é finita, concluimos que
lim f(x) — f(xo) =0= lim f(x) = f(x0),
X—Xq X—Xq

ou seja, continua.

Resumidamente, concluimos que:

— A diferenciabilidade implica em continuidade.

E sua contrapositiva nos diz que:

— A descontinuidade implica em nao diferenciabilidade.

E por fim, a reciproca desse teorema é falsa, isto é:

— A continuidade nao implica em diferenciabilidade.

Veja os exemplos do 1° e 2° caso em que as fungdes sdo continuas mas nao
sdo diferenciaveis.
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EXERCICIOS 19.2

1)Calcular a equagdo da reta tangente as funcgdes no ponto dado:
aYf(x)= x*+1 no ponto xo = —1;
b) f{x) = —5x3—2x%2 +3x — 1 no ponto x, = 0;
c) f(x) = cosx no ponto x4 = %;
d)f(x) = 7¥ no ponto x4 = 1;
e) f(x) = vx no ponto x, = 4;
f) f{x) = ;—21 no ponto xg = 1;

g)f(x) = —3x+ 5 no ponto xo, = —1.

2)Quais as fungbes a seguir, sao diferencidaveis e quais ndo sdo diferenciaveis

no ponto de abscissa x, especificado. Expligue geometricamente a sua conclusdo.

a)f(x)= —4x+3 no ponto xo = —1;

b)f(x) = x2 —4x + 4 no ponto xy = 2;

c) f(x) = |2x —4| no ponto x; = 2;

d)f(x) = |2x — 4| no ponto x, = 4;

e) f(x) = VYxno ponto x, = 0;

f) f{x) = |x? — x| no ponto x, = 1;

g)f(x) = |x* —x| no ponto x, = 0;

6x sex>1
h)f(x) = 322 se x <1 no ponto x4 = 1;

. 6x—3 sex>1
Iy Flay = 3x? se x <1

no ponto x5 = 1.
3)Sobre a diferenciabilidade e continuidade de uma fungao em um ponto,
podemos afirmar que:
a) Se uma fungdo é continua em um ponto isso implica que ela é
diferenciavel nesse ponto;

(08

b) Se uma funcgdo é descontinua em um ponto isso implica que ela
diferenciavel nesse ponto;

c) Se uma fungdo é diferencidavel em um ponto isso implica que ela é
continua nesse ponto;

d) Se uma fungdo € ndo diferencidvel em um ponto isso implica que ela &
descontinua nesse ponto.

e) Uma fungdo é continua se, e somente se, é diferencidvel nesse ponto.

d4)Verifique a partir de uma andlise geométrica, se as fungdes sdo derivaveis
no ponto x, especificado:
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a) b)

2 f@) = (z—-2)°
1
I0=2
0
-1
|t
C) 1 d) —2z+1 :x>1
f(:r):—mz—2:1: : f(w):{mz fEEl
1
ol xp=1
:.170——10
=14 =2
_f(m):—21:3+4:t
e) f)
2 @) = V= 2
\ 2
ol@g =0 ) xro= 1.5
-1
9) . h)
2 Fl@) = (#-2) [ B3z—2 de>1
rw={W 2]
1
g $0:2 =1
-1

5)Verifique, utilizando o calculo de derivada, se a analise geométrica de cada
item da questdo anterior esta correta.
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19.4. Funcgdo derivada

Seja f uma fungdo derivavel em um intervalo I. Denomina-se fungdo
derivada a fungdo f":I —» R, que associa a cada x pertencente ao intervalo I a
derivada de f no ponto genérico x.

flx+4x) — f(x)
Ax

AEON )

E possivel utilizar também, a férmula f'(x) = lim para calculo de

X—xg

foo—f(xg)
X—X,
fungdo derivada, basta substituir o ponto x, por x ao final do calculo do limite.
Nas préximas subsecbes, serdo apresentadas as fungbOes derivadas das
principais fungdes, juntamente com suas respectivas demonstracoes.

19.4.1. Derivada da funcao constante

Seja uma fungao constante f(x) = ¢, com ¢ € R, temos:

reo= g S = i St 0 s | 0= epw =0
Exemplo: f(x)= —7 = f'(x)=0.

19.4.2. Derivada da poténcia

Seja a fungdo f(x) = x™, com n € N, temos

x) — X T — s’
F(x) = lim Mﬁ lim =—— =0
X—>Xg K — xO X—>xg X — xO

Como x, anula o polindmio x™ — x,™, entdo ele é divisivel por x — x,. Aplicando
o algoritmo de Briot-Ruffini, obtemos
x0|1 000 0 .. 0 |-x," =
0

|1 Ny Hor Ko© Hpd e XL
- i
~

- = g™ G o Ep T e By * AR T 2T AR V) (R 0
xX—=xg X — Xg

X —%Xq

n_xon

x
f'(x) = lim = X" 4 x0. X772 + x02. X 343 X + xgt xS+ x L

x—-xg X — Xg

Substituindo x, por x, concluimos que

X" —xg
F)=lim———— = x4 x™ T 5T p x4  px™ 1 = .

nvezes
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f(xX)=x"=f'(x) =n.x"1

Exemplo: f(x) = x* = f'(x)=4.x*"1 = 4x3.
20 exemplo: f(x) = x12 = f/(x)=13.x*%"1=13x"2,

Pode-se demonstrar, a partir das regras de derivacao mais adiante, que essa
formula pode ser estendida para qualquer expoente real.

Exemplo: f(x) = x2 = f'(x)=—-2.x"2"1=—-2x"3.
3 ol 3 =T 3 3

20 exemplo: f(x) = x3/% = fl(x)=>.x3 '=2x7 =—_ =~
plo: f(x) freo =3 - ey

30 exemplo: f(x) = x¥3 = [/(x) =+/3.xV3"1.

19.4.3. Derivada da funcao exponencial

Seja a fungdo f(x) = a*, com 0 <a # 1, temos

, o fx+Ax)—f() . a*tr—a*  a*(a?*—1)
Fim = AlalcTO A% - Alaléino Ax _Alplczlo Ax =

) _(a**—=1)

)= Allmo ax.AllmoT = =|fx)=a*=f'(x) =a”.lna.
X—> x—

lna

Exemplo: f(x) = 2* = f'(x)=2%.In2.

29 exemplo: f(x) = ¢e* = f['(x)= ex.lhn_e/ =5 JFlUlx) =e®,
!

Esse ultimo exemplo mostra que a funcdo derivada de e* é a prépria fungao.

TR = P ) =R

19.4.4. Derivada da funcao seno

A fungdo f(x) = senx possui a seguinte derivada:
flc+4x) — f(x) — sen(x + Ax) — senx
Ax = Ax ’

e =,
Aplicando a identidade trigonométrica

X —a X+
sen x —sena = 2.sen( 2 ).COS( 2 )

podemos reescrever esse limite como

lim 2.sen (ATx) .cos (x + ATX)

Ax—0 Ax

Desse modo,
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Ax
. lim cos (x +7) = [cosx].

sen (ATX) .COS (x + ATx ) n (ATx)
A_x Ax—0
2

se
Fiey= 7x =
2

. T—
i

f(x) = senx= f'(x) = cosx.

19.4.5. Derivada da funcao cosseno

f(x) = cosx = f'(x) = —senx.

Demonstracdo a cargo do leitor. Uma dica € usar identidade trigonométrica:

a).sen x;a).

X
cosx —cosa = —2.sen(

19.4.6. Derivada de fungdes logaritmicas

Admitindo que as funcgdes f(x) = Inx e g(x) = log,x sdo diferenciaveis (ou
1.
derivaveis) para x >0 e usando a expressdo lirr(}(l-l—v)?: e (ja demonstrada),
o
temos para f(x) = lnx que

n(x +4x) — In (x n

£ = fim,

Ax Ax—0 Ax
In (1 +A_x 1/4x
lim——X7— [|im ln(l +—>
Ax—0 Ax Ax—0 b4
Ax 1 1
Fazendo— =v = — = — e se 4x > 0 = v — 0. Substituindo:
X Ax vX
1
1

. 1 . 1> . 1
') = Alylio n(1+ v)vx = A%TO In [(1 + v)V] = ;'Alézlo n(1l+v)v=>

g —1lﬁs+—1/v—ll—l = ol
f(x)—;.n Ail;ll’lo( v) . ne—;z:’ f(x)—nx:f(x)—;.

Por outro lado, como g(x) = log, x = 52—2, obtemos

gx) = logax = g'(x) = —

Outra demonstragdo mais sucinta sobre a derivada de log, x esta na subsecdo
19.5.6 - derivadas das fungdes inversas.
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19.4.7. Derivada de funcao acompanhada de constante

Caso a funcao esteja acompanhada de uma constante a, ou seja, for da forma
a.f(x), repete-se a constante a e deriva-se somente a fungdo f(x).
Demonstracdo: Seja uma funcdo na forma a.f(x). Se a € R, entdo

a.f(x+Ax)—a.f(x)= a.(f(x_’_dx)_f(x))=a.f’(x).

[af AT = Him, e At W

Exemplo: f(x) = —1llsenx = f'(x) = —1lcosx.
20 exemplo: f(x) = 2x3 = f'(x)=2.3.x%"1 = 6x2.

Um interessante caso particular para essa regra de derivacao é:

f(x) = ax = f'(x)=a.

A importancia de se saber a funcdo derivada imediata de funcdes, consiste em
encontrar, por exemplo, retas tangentes a funcdo em um ponto x qualquer da
fungao.

Utilizando a derivada da funcdo f(x) = 2x® do exemplo anterior f'(x)= 6x2,
podemos encontrar as equacdes das retas tangentes a funcdo em alguns pontos:

e (1,2)
ff(1)=6.12= f'(1) = 6.
reta tangente = [y — 2 = 6(x — D)}
e (0,0)
£(0) = 6.02 = £'(0) = 0.
reta tangente = [y = 0]
e (—1,2)

F(—1) =6.(—1)? = f'(—1) = 6.
reta tangente = [y + 2 = 6(x + 1)|

Veja o grafico da funcdo e as retas tangentes na figura a seguir.

Y S

y=0
2
y—2=6(x—1)

6(x + 1)




EXERCICIOS 19.3 |

1)Obtenha a fungido derivada das seguintes fungdes.

a)f(x)= —10 i) fx) = /2

b)f(x) = 99 k) f(x) = —2x9%8

) fx)= 5x D f(x) = x~

d)f(x) = —12x m) f(x) = 9

e)fx)= —x n)f(x) = 2.3%

f) flx) = x° 0)f(x) = —e*

Q) f(x) = 2x*° p)f(x) = 5.cosx

h) f(x)= x—*2 qQ)f(x) = —senx

i) f(x)= 3x* r f(x) = VZcosx
2)Calcular a equagdo da reta tangente as fungdes no ponto dado.

a)f(x) = x* no ponto x, = 1.

b) f(x) = 8* no ponto x; = —1.

¢) f(x) = senx no ponto x; =
d) f(x) = e* no ponto x, = 0.
e)f(x)= log,x no ponto x; = 4.
f) f(x) = logs x®> no ponto x, = 5.
g)f(x) = 2Ilnx no ponto xy = 2.

3.x1999-3

3)Use as regras de derivagao para calcular o valor de lim o
x—1 e

4) Em relagdo a fungao derivada, assinale a alternativa incorreta.

a)A derivada de f(x) = senx é f'(x) = cosx.
b)A derivada de f(x) = a* é f'(x) = a*.Ina.
c) A derivada de f(x) = ax é f'(x) = ax?.

d)A derivada de f(x) = alnx é f'(x) =%.

—
xlna’

e)A derivada de f(x) = logg,x € f'(x) =

5)Demonstre, usando a definigdo, que a derivada de f(x)=x"" é f(x)=
—nx~""1 (com n€N), ou seja, que a regra de derivagdo da poténcia aplica-se
também a ndimeros inteiros negativos. Dica: use o bindmio de Newton.
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19.5. Regras de derivacao

Muitas vezes, precisamos derivar fungdes que ndo estdo entre as basicas ja
conhecidas e usar a definicdo pode exigir calculos demasiadamente longos. Nesta
secdo, vamos conhecer algumas regras de derivacao que irdo simplificar os calculos
de fungado derivada, sem recorrer ao uso da definigao.

19.5.1. Derivada da soma e da diferenca

Sejam as fungdes g e h derivaveis em x, entdo g +h e g — h também serdo, e
podem assim ser calculadas:

fx) = gl +h(x) = f'(x) =g (x) + h'(x).

f&x) = gx) —h(x) = f'(x) = g'(x) — h'(x).

Em outras palavras, a derivada da soma é igual a soma das derivadas, a
derivada de diferencga é igual a diferenca das derivadas.

Demonstracao:

fx) = gx) +h(x)
glx+4x) — g(x) + h(x + Ax) — h(x) -

£ =

Ax
, o glx + Ax) — g(x) . h(x+ A4x) — h(x) - — -
F1G0 = lim — + lim — s =g@+F®]
gr(x) hr(x)

A demonstracdo da subtracdo é similar e notadamente, pode ser generalizada
para mais de duas fungdes.

Exemplos:

e f(x)= —5x+1= f'(x) =—5+0= —5.

o f(x)= 2x3—11x2+4+3x= f'(x) =3.2.x%31 —211x%2"1 + 3 = 6x2 — 22x + 3.

e f(x)= 6x°+8*= f'(x) =6.5.x°"1 + 8*.In8 = 30.x* + 8*.In8.

e f(x) = senx+ e* = f'(x) = cosx + e*.

Imagine o trabalho que seria utilizar a definicao para calcular a derivada das
fungdes anteriores.

19.5.2. Derivada do produto

Sejam as fungdes g e h derivaveis em x, entdo g.h também sera, e pode ser
assim calculada:

fG) = g).h(x) = f'(x) = g'(x). h(x) + h' (x). g (x).
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Em outros termos, a derivada de um produto de duas fungdes é igual ao
produto da derivada da primeira funcao vezes a segunda, somado com o produto
da derivada da segunda fungdo vezes a primeira.

Demonstracgao:

£ = g(x).h(x)

x+Ax).h(x + 4Ax) — g(x).h(x
f'(x):},i’llog( )-h( re )—gx) ():>
gx+4x).h(x + 4x) — g(x).h(x) +g(x + Ax).h(x) B glx + Ax).h(x) -

Ax Ax Ax
FG0 = lim glx + Ax).[h(x + Ax) — h(x)] 3 h(x).[g(x + 4x) — g(x)] N
Ax—0 ax Ax

F100) = limg(x + Ax).[h(x + 4x) — h(x)] PR h(x).[g(x + 4x) — g(x)] "

Ax—0 Ax Ax—0 Ax

[ =g’ ).h0) + (). g

Fe = fim,

Essa regra pode ser estendida ao produto de mais funcdes. Veja o caso para
trés fungoes:

&) = g).h(x).1(x) = f'(x) = g'(x).h(x).1(x) + h'(x).g(x).1(x) + h(x).g(x).1'(x)

Exemplos:
e f(x)= (11x2+ 3) (4x3 —5x2)

gx) h(x)
f(x) = (22x).(4x® —5x2?) + (12x%? —10x) (11x?+3) =
g'(x) h(x) h'(x) g(x)

f'(x) =88x* —110x3 + 132x* + 36x2 — 110x® —30x =
| f'(x) =220x* — 220x3 + 36x% — 30x|

e f(x)= 2*.cosx

f'(x) = 2%.In2 .cosx + (—senx) . E: =>| ' (x) = 2¥(In2.cosx — senx) I
gr(x) h(x) hr(x) g(x)

e f(x)= e*.2x.senx

f'(x)= e* .2x .senx+ e* . 2 .senx+ e* .2x .cosx =
—— e —— e ~—— (D W N ey
g/(x) h(x) I(x) gx) hr(x) I(x) gx) h(x) I(x)

| f'(x) = 2e*(x.senx + senx + xcosx) |

19.5.3. Derivada da poténcia de uma funcao

Na subsecgdo anterior, vimos que ha um padrdo para a derivada do produto de
fungdes. Para o produto de duas fungdes, devemos somar duas parcelas em que
cada parcela consiste no produto da derivada de uma das fungodes, respectivamente,
pela outra funcdo. No produto de trés funcdes, sdo trés parcelas de soma, e em
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cada parcela, o produto da derivada de uma das fungdes, respectivamente, pelas

demais fungoes. E isso se estende, obviamente, a n fungdes.

Aplicando esse entendimento ao produto de n funcdes iguais, ou seja, uma

mesma funcgao, temos

) =[gO]"= gx).g(x).gx) ..g(x) =
n fatores
f'(x)=9'(x).g(x).g(x).g(x) ...g(x) +
n—1 fatores
g (x).g(x).g(x).g(x) ...g(x) + n fatores iguais a g'(x).[g(x)]" 1

n—1 fatores

;’(x)- g(x). g(x).g(x) ...g(x). [FG) = n.[glodP. g1 |

n—1 fatores

A regra da cadeia a seguir (subsecdo 19.5.5), nos garante a extensao dessa

féormula para qualquer n real.

fG) =[gGI" = f'(x) = n.[gO]" .9 '(x)

Exemplos:
o f(x) = (senx)?

)= 3. (senx)” L. cosx :>| Fle) = 3. senn cosxl.
)] frx)

* flx)=e*
== = @l P =40

e f(x) = (e*.cosx)?

Flo) = e*.cosxn)” = FH(E) = 2ae%cosxn)” t.le™ . coss —senx.e™) =

| f(x) = 2e**cosx(cosx — senx) |

19.5.4. Derivada do quociente

Sejam as fungdes g e h derivaveis em x, entdo g/h também sera e pode assim

ser calculada:

f(X)=w=>f'(X)=

g'(x).h(x) — g(x).h'(x)
h(x) i

[R(0)]?

Tratando g(x) como sendo a 12 fungdo e h(x) como a 22 fungdo, podemos

anunciar a regra do quociente da seguinte forma: a derivada do quociente de duas

funcdes é igual a derivada da 12 funcdo vezes a 22 funcdo, menos a derivada da 22

fungdo vezes a 12 funcdo. Tudo isso dividido pelo quadrado da 22 funcao.
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foo = Lt g = f(x).h(x) =

h(x)
g'x) = f'0).h(x) + f(x) .R'(x) = g'(x) = f'(x).h(x)+ %.h’(x) =
g(x)
h(x)
) .h — R
GG = 00— LT WG = f160.he) = LEXRET IR
ven g (). R(x) — g(x).h' (%)
e RGP
Exemplos:
.« fOo =2t
fﬂd(i) rf-(:) h,_/g) gx)
fap= Q- WDE-D _20-CID | oy, X2
ex
e f(x) =7
; (eX).(x*) — (2x) (e*) e*(x?—2x) ; e*(x? — 2x)
f(x): [XZ]Z == - = f(x):T

2__
5 e (x 3)6.3(65x+1)

Fazendo g(x) = (x? — 3).(5x + 1)
g' () = (2x). (5x + 1) + 5.(x2 —3) = 10x2 + 2x + 5x2 — 15 = [15x2 + 2x — 15 |

g’ (x) h(x) R (x) g(x)
, _ (15%® + 2w — 15] . (e¥) — (&%) ({42 —3). (5= +1})
F = 7 =
; e*(15x%2 + 2x — 15 — 5x3 — x2 + 15x + 3)
f1e0 = o =
, —5x3 +14x2 +17x — 12
£1G0 = i .
e f(x)=tgx
g'(x) h(x) R (x) g(x)
. . senx (cosx).(cosx) — (—senx) (senx)
i) =tgers cosx [casx]? =
sen?x + cos®x ’
—_— = i
cos®x F7e0 cos®x

Esse ultimo exemplo demonstra a derivada da tangente de x.

f(x) = tgx=> f'(x) =sec’x.
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| EXERCICIOS 19.4 ||

1)Calcule a derivada das seqguintes fungdes.

a) f(x) = Sx”—4
b)f(x) = 18x%® —x2 + 2
c) f(x) = x®+8x2 — 2%

d)f(x) = x* —e* + Inx

e)f(x) = 2x®+3e¥ +Inx + log, x

f) f(x) = 5x™ +n.e¥*(n € N)
9 f(x) = (4x).(1 —x?)
h) f(x) = (7x* — 1).(1 + 2x2)

D fx) =0 —2).(1+x3).(x2-1)

P F(x) = cos®x

K)F(x) = (=25 +3)2

N fx) =01 —x)*

m) £(x) = (e* — 20x%)?
n)f(x) = e*.logs;x —10x
0) f(x) = (e¥ —Inx.x)?

P) f(x) = (2% — cosx.senx + e¥)?
Q) f(x) = (cosx + e*)?. (senx — e*)?

2)Calcule a derivada das seguintes fungdes trigonométricas:

a)f(x) = sec’x

b) f(x) = tg%x

C) f(x) = cosx — x.cossecx
d)f(x) = sec’x —tg’x

e) f(x) = sen’x — cos’x

f) f(x) = cos®x.cossecx
g)f(x) = cos3x.sen*x
h)f(x) = cossecx + cotgx

0 F) = =
$) () = =%
B Fa = E58
) f ) = 0T
V) = S
2x2—-1).(—7x+3
wy = T
2N 3y13
) £00 =[BT E]
1
k)f(x) = Senx.cosx
D FGO = Trcoss
m) f(x) = sen;g)zosx
M = e

2

Ssenx+cosx
0)f(x) = [senx—cosx

i) f(x)= secx —tgx

N e = —

cosx

3)Calcule a derivada das seguintes fungdes:

3 5 1

a)fe =21 o) f(x) = T2
—1 1
9x 7 + 3
b)f(x) = );ecxx i) = [(c?;;o%r

4)Calcular a equagdo da reta tangente as fungdes no ponto dado.
a)yf(x) = (e* —%)2 no ponto X, = 1.
b) f(x) = (2.senx — cosx)* no ponto x, = m.
c) f{x) = (e* — x5)® no ponto xo = 0.

d)f(x) = tgx no ponto xy = %

98



19.5.5. Regra da cadeia (derivacao de uma funcao composta)

Seja a fungdo g derivavel em x e a fungdo f derivavel em g(x), entdo a fungdo
composta f(g(x)) também sera derivavel em x e pode assim ser calculada:

fG) =f(g(x)) = f'(0) =f'(g(x)).9'(x)

Usando a notacdo de Leibnizcom y = f(2) e z = g(x), escrevemos:

dy dy dz
dx dz'dx

Demonstracao: Para demonstragdo usaremos a concepcgao de derivada como
taxa de variagcdo 4 (conteldo que sera visto em detalhes na secdo 20.5).

Fazendoy = f(2) = f(g(x)) e z = g(x), temos
4y Ay Az . Ay . 4y . Az
——= = 1 l

=——.— i im . lim —.
Ax Az Ax Ax—0Ax  4x—0Az 4x—0Ax

< o — Ay . Az
Como y = f(z) e z = g(x) sdo derivaveis, os limites lim — e lim — sé&o
Ax—=0 AZ  ax—0 484X

. Ay . : . - : 7
finitos, e portanto, lim — também. Assim, y = f(z) é derivavel e sua derivada é:
Ax—0 84X

Ay Ay Az d . |dy _dy dz T =P 7
—~ = 5.7 © due corresponde a == =—~.——|ou [F () = (g(x).g'®)]

E imediato que a aplicacdo da regra da cadeia se estende a mais fungoes
compostas. Veja o caso para trés fungbes y = f(t),t = f(z) ez = g(x):

dy _ dy dt dz
dx — dt dz dx

O termo “cadeia” se refere ao encandeamento. Para derivar uma funcgdo
composta, devemos encadear os produtos entre as derivadas das fungdes
compostas envolvidas, de forma que, se pudéssemos “cancelar” os termos iguais
do numerador e do denominador sobraria a derivada pretendida. Veja o caso para
trés funcdes:

Exemplos: Vamos derivar as seguintes fungodes.
e f(x)=cos4x
Como se trata de funcdo composta, faremos y = cosz e z = 4x, isso implica em

dy dz i B
—— = —senze — = 4.Assim,
dx = il
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X &7 58 di= =i = |22 — 4 nonik
= T = A= —4, =|-—==—4.
T T Seng_, Senax i senax

4x

Didaticamente, podemos utilizar a regra da cadeira da seguinte maneira: A
derivada da funcdo composta é o produto da derivada da funcdo “de fora” pela
derivada da funcado “de dentro”.

Derivando por fora: —sen4x. Borfor Por dentro
Derivando por dentro: 4.

f @) =fos ]
O produto: |f’(x) = —4, sen4xl

o iy oo

e
Derivando por fora: e* — 2%, Por dentro

Por fora
Derivando por dentro: 3x% — 2
' ' f @) =2

O produto: |f’(x) = eX’~2x (3x% — Z)I

Alternativamente, utilizando a notagio de Leibniz para z = x* — 2x, temos
dz dy
—= 3x*—2ley = e? = |-—= e?
dx ¥ dz

dy dy dz dy

z 2 e || 582 ~
e e = oa = Bx 2) |e . (B 2)|.

e f(x)=Vx3+1

1 1
Derivando por fora: (x* + 1)Z = %(x3 +1) 2= +
Zxo+1
Derivando por dentro: 3x2
O produto: f'(x) = ;'.3x2 = | FEe) = 3—351
2 jx3+1 2x3+1
Utilizando a notagio de Leibniz para z = x® + 1, obtemos:
dz dy d
— = 3x? = — = —
O | B S S e
dy dy dz _dy 1 3x?

= y = 3x2 — = |— — |
dx dz'dx ~dx X2z lave i

e f(x) =sen*(5x%?—3)

Derivando por fora: 4.sen?®(5x2% — 3).cos (5x2 — 3)
Derivando por dentro: 10x

O produto: f’(x) = 10x.4.sen®(5x2 — 3) cos(5x2 — 3)

)= |4—0xse713(5x2 —3)cos (5x% —3) |

Usando a notagéio de Leibniz e fazendo z = 5x? — 3,t = senz ey = t*, temos
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dZ—IO dt dy_4 N
Tx = 10xf|=— = coszj|— = e

dy dy dt dz dy
dx dt'dz'dx _dx

= [4.1%].[cosz].[10x] = [40xsen®(5x2 — 3)cos (5x2 — 3)|

e f(x) =cos3(tg(2x.lnx))

Derivando por fora: 3.cos?(tg(2x.Inx))

Derivando por dentro: —sen(tg(2x. Inx)

Derivando o dentro do dentro, ou seja, a funcio tg(2x. Inx):

Derivando por fora: sec?(2x. Inx)
Derivando por dentro: (2.Inx + 2x.% =2{lnx +1)
0 produto: [3.cos?(tg(2x.nx)) ][ —sen(tg(2x.Inx)].f sec?(2x. lnx)].[2(Inx + 1)] =

—6.cos(tg(2x. Inx)) . sen(tg(2x. Inx)).sec” (2x. Inx). (Inx + 1)l

Usando a notagiio de Leibniz e fazendo z = 2x.Inx, t = tgz, u = costey = u’
temos
te = 2.1 =2 . =2( +1
T 2rinx o = (Inx )
dt du dy
_— 27k l—= — |— = 2
e seccz|; rm sent| r 3.u

dy dy du dt dz dy
il b e e e = 3.u”.(—sent).sec?z.2(Inx + 1)

o
d—yz —6. u %.sen t.sec? z .(Inx+1)
. cost t;; ZZl—Inx
d
d—y = —6.co5> t .sen(tg =z ).secz(_Zx. Inx).(Inx+ 1)
2 L‘g(mnx) ZMX
d
d_ic/ = —6.cos?(tg(2x.Inx)) .sen(tg(2x.Ilnx)).sec? 2x.Ilnx). (Inx + 1) |

o f(x) = (senx)*"+1

Nao podemos aplicar diretamente a regra da cadeia, pois ndo se trata de uma fun¢ao

composta. Usaremos o seguinte artificio algébrico: 3 -
Fica como €XErciClO,

2 241
flx) = (senx)**+1 = (eln (Se"x))x = gtnlsenx)(x?+1) a aplicagio da regra da
Derivando por fora: elnEen.(x?+1) cadeia utilizando a notagio
de Leibniz.

cosx

Derivando por dentro: gE—" (x* + 1) + 2x. In (senx)
- — pln(senx).(x2+1) {€OSX 2

O produto: f'(x) =e '(senx'(x + 1) 25600 (senx))

Substituindo e!™sen®)-(*+1) el fungio inicial: (senx)* +1, temos

£ = (sen) ¥+ (—

COSX

(x2+ 1)+ 2x.In (senx)) I

senx
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I EXERCICIOS 19.5 |

1)Calcule a derivada das seguintes fungoes:

a) f(x) = sen5x i) f(x) = eSe"5% cos5x
b) f(x) = cos?9x ) fx) = 1—x2%.cotg(x?)
o) f(x) = 57x2_4x k) f(x) = 3/cos (1 + 2x)
d) f(x) = ecos™4x D f(x) = (x*tg?x)*

o = 3 _ sen(e™™)
e)f(x) = cos’x _‘sen X m) f(x) = — =
f) f(x)=eX+e™™

= sen(—2x2+x—1)

g)f(x) = cos®*(sen8x) nflx) = T tgcosx)

h) f(x) = cos (6x).sen(2x?)

2)Calcule a derivada das seguintes fungdes:

a)f(x) = x¥ d) f(x) = (2x + 1)2*+1
b)f(x) = x &) f(x) = 2"
) flx) = x3**—1 f) f(x) = (eX)arctgx

3)Sendo as fungdes compostas y = f(z), z = g(t), t = h(w) e w = i(x),

dy ~
escreva d_ a partir das derivadas dessas fungdes.
X

4)Algumas combinacoes de funcoes exponenciais sao denominadas de fungoes

. 1 . 1 eX — eX
hiperbdlicas, dentre elas, o seno hiperbdlico: senhx = —5 — € 0 cosseno
. g eX+ eX . . P 7
hiperbdlico: cosh x = — Mostre que a derivada do seno hiperbdlico é igual ao

cosseno hiperbdlico e vice-versa.

19.5.6. Derivada da fungao inversa

Seja uma funcdo bijetora, continua e derivavel f, entdo a funcdo f~*(y), com
y = f(x), também serd derivavel em x e sua derivada é calculada pelo inverso da

derivada da fungao f(x), ou seja

e L
Y2 = ey

Demonstracao:
Como f é bijetora, derivavel e continua, decorre que Ax e Ay sdo diferentes de
zero, e vale a igualdade, bem como a aplicacdao dos limites:

Ax 1 Ii Ax 1 F1Y'G) 1

— == lim—=— = = :

Ay~ Ay T sy Ay Y =00
Ax Ax—0A4x
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Exemplos:

e f(x)=logax
(X)) = logzx == = log,% = =@ = ¥ =a.lna=

1
x' =a'l%9%¢* lna = |x'=x.lnal,comoy == =|y’ = 7 !
B x.lna

e f(x)=INnWUx+1)

e =il ,  e¥
y=InEx+1) = dx+1l=e” = x= Y :>x=—4
| - S x :
Como y' = e = y' =—_y =gy Porém, y = In(4x + 1), assim
=

B 4 o 4
b4 _eln(4x+1) . 4x + 1

E 6bvio que usando a regra da cadeia a solugéo seria bem mais simples. Veja:

! B ; 4
—_— = = —_—
4x + 1 o Y Tax+1
~——— derivando por fora

derivando por fora

O objetivo é mostrar a aplicabilidade da derivada da funcdo inversa.

e f(x)=arcsenx
Yy = [Grc senx = x'= geny = %' = ¢osy.
7 3

1 i
= — — it
Y x’ & cosy

Como, cos?y =./1—sen’y =y’ = 1 - >. Temos
Jlfsenzy Vi—x

f(x) = arcsenx = f'(x) =

De forma analoga, é possivel mostrar que:

f(x) = arccosx = f(x) =—ﬁ.

f(x) = arctgx = f'(x) =

actaZe

As demonstracgdes dessas duas ultimas formulas serdo cobradas nos exercicios

19.6 a seguir.
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19.6. Derivadas sucessivas

A derivada f’ (ou y¥") de uma fungdo f € outra fungdo que pode ser também
derivavel. Se f’ for derivavel, denotamos por f” (ou y') e denominamos de
derivada segunda ou derivada de segunda ordem. Se a fungdo f" for derivavel,
(ou y
terceira ordem. Podemos continuar o processo de derivagao sucessivamente e obter

rrr I

denotamos por f ) e denominamos de derivada terceira ou derivada de
derivadas de gquarta, quinta, sexta,..., ordem, onde denotamos de ) £ (o),
.., respectivamente.

Usando a notagdo de Leibniz escrevemos:

d
vy = ﬁ = derivada (ou derivada de primeira ordem).
d [d az
vy = —[—y] = —3; = derivada de segunda ordem ou segunda derivada.
dx Ldx dx
d[dzy] Y s AEVATS €S FETEEIE Br terceira derivad
= — |—=| = —= = derivada de terceira ordem ou terceira derivada.
y dx Ldx? dx?

TL

Y . P .
iy = derivada de ordem n ou enésima derivada.
X

n

y

Exemplos:

o f(x)=—x*—2x3+7x%>—2x+8

fx)=—4x3 —6x%+14x — 2

f(x)=—12x% —12x+ 14

f"(x)=—24x — 12

FO ) = —24

FO@ =0 = fO@ =0, FD@) =0, FOG) =0, ..., fF(x)=0.

e f(x)=senx

Fitx) = tosxy
Fr® = —senx
f""(x) = —cosx

FM(x) = senx

i, f(n)(x) = cosx
2, F(x) = —senx
3, f™(x) = —cosx’
4, £ (x) = senx

Se o resto da divisdo de n por 4, for:

A importancia e a aplicagdo das derivagdes (sucessivas) de ordem n sera vista

na unidade seguinte sobre derivada em graficos e aplicagdes.

| 104



INTEGRAI

19.7. Derivada implicita

Todas as fungdes que vimos até o presente momento foram dadas
explicitamente, ou seja, a funcdo y (ou f(x) se preferir) se apresentava isolada no
12 membro da equacdo. Nesse caso, o calculo da derivada é imediato.

Nesta secdo, verificaremos uma modalidade de derivagdao, denominada de
derivagdo implicita, em que y ndo esta explicitamente no 1° membro da equacgao,
isto é, y pode estar em ambos ou em algum dos membros da equacdo (ndo isolado).

O método da derivagdo implicita consiste em derivar ambos os membros da
equagdo em relagdo a x e, em seguida, isolar a derivada y'.

Exemplo: Considerando a equacdo da curva x? + y? = 100, calcule.
a) A derivada y'.

Solucgao: Utilizando a derivacido implicita.

12 passo: Derivar ambos os membros da equacao em relacao a x.

2%+ 2y.v' =0
\ﬁ_l

(Alente-se a utilizagio da

29 passo: Isolar y'. regra da cadeia ao derivar
. —2x - = ?112.‘ Derclivandodpoz fom:IZy (5
y=—=|y' = ——| crivando por dentro: y'.
2y y

Outra solugdo: A equacio x? + y? = 100 representa uma circunferéncia de raio 10 no
plano cartesiano e nao uma funcao. Porém, considerando somente a parte positiva de y,
temos uma funcdo na forma

y=4+/100 — x2.

Cuja derivada é

i 1.(—2x) _ X Considerando a parte negativa de y,

D V100 — x?2 N v encontramos: y’ :§
e
¥

b)A equacgdo das retas tangentes a curva em x = 8.
Solugédo:
x2+y2=100=8%2+y2 =100 =

82+y?=100—64 = .

No ponto (8, 6) o coeficiente angular da reta tangente a circunferéncia é
x 8 4

Y="3="% "3
E a equacio dessa reta é:
4 4 50
y—6= —§(x—8) — y=—§x+?.

No ponto (8, -6) o coeficiente angular da reta tangente a circunferéncia é
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. x 8 4
E a equacdo dessa reta é
4 4 50

A circunferéncias e as duas retas tangentes estdo na figura 19.7.1.

2° exemplo: Considerando a curva de equacdo y®+y = 2x, calcule:

a)A derivada y’'.

Solugdo: Derivar ambos os membros da equaciao em relacio a x.

32y +y =2
Atente-se a utilizacdo da regra da
cadeia ao derivar y*. Derivando

Y @Byr+1) =2 por fora: 3y% ¢ derivando por
) dentro: y'.
Y =5l

b)A equacdo da reta tangente a curva em x = 1.
Solucgao:
Para x = 1, obtém-se
y3i+y=2x=y3+y=21=y3+y=2.
Cuja solucdo é y = 1. Assim, o coeficiente angular da reta tangente a curva é
" 2 2 2 41
Y =32r1 312+1 4

E a equacdo de reta igual a

i il " 1 3 1
—1l=xcx—-1)= ==x+=|
¥ 5 C 1= p=oats
A curva e areta estdo na figura 19.7.2.
y Y
2% + y% = 100 v=tprl 1lmmee-—s
y 2> :
1
-6 > P ry=20
Figura 19.7.1 Figura 19.7.2

| 106



o . 3 .3 _ dz_y
3% exemplo: Se y x~ =1 encontre e

Solugao: Trata-se da derivada de segunda ordem. Calculando a 12 derivada:

2 XZ

3y2

3y2.y' —3x2 =0=2y' = = |y =t

Calculando a 22 derivada utilizando a derivada do quociente

PRt — ey RS Bt — 2N e
)2 y* )

2
Substituindo y' = %, concluimos que

r

2
X 2
yz.x 2x.y3 —2.x* &y 2oyt — 2
— = A

2x.y2% — 2y,
y’I —

y4- yS dxz yS

EXERcCICIOS 19.6

1)Calcule a derivada das seguintes fungdes:

a) () = ——— e)f(x) = arc sen(inx)
_ e Slenx f) f(x) = arctg(e*.x)
b fiaey = arc cosx 9) F(x) = ln(arc Cosx)

arc senx

c) f(x) = (arc tgx)z h)f(x) = (eX)arc tgx

d)f(x) = In(arc senx)

2)Calcule as derivadas de segunda ordem das seguintes fungdes:

a)f(x)= Inx c) f(x) = cosx —senx
b)f(x) = 5" d)f(x) = e¥.senx
3)Calcule as derivadas sucessivas, generalizando para derivada de ordem n.
ayf(x)=2a5+x*—x3+x2-2x+1 ) f(x)= e*
b)f(x) = 11* d)f(x) = cosx
~ . . 1 .1
4)Demonstre que a fungdo derivada de arc cosx é —Ji e arctgx é TiaZ
1—x2 x

Utilize os dois métodos: derivada da fungdo inversa e a derivada implicita.

5)Calcule a derivada implicita y’ das seguintes curvas de equagdes:
a)x*+y*=1. f) sen(x +y) = cosy
b)x*+ y? =09. g)seny + cosx = tg(y + x)
c) x* +4xy +y° = 4.
dyx® +x"y+y%=1.
e)x+y=er*

X
h)yseny = e?

6)Use a derivada implicita para encontrar a equacgdo da reta t tangente a curva

no ponto dado:
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a) \y‘ b)
y2+z2=25

IS8

K )
= " d) v

(v* +2%° =50(2* - y?)
(\2---'
\ > T
Y +azy+a® =12

7)Calcule a segunda derivada implicita y” das seguintes curvas de equacodes:
a)x*+y?=1. b)senx + cosy = 1. o) x* +y*=2.

19.8. Tabela de derivadas basicas

fx)=c=>f'x)=0 fx)= a*= f'(x) = a*.lna
il iy T = Gl =anartal fx)=e*= f'(x) = e*
f(x)= senx = f'(x) = cosx f(x)= cosx= f'(x) = —senx
‘ f(x)= tgx = f'(x) = sec’x fx)= logyx = f’(x):ﬁ
f&x)= Inx = f'(x)=% f(x) = arcsenx :>f’(x):‘/117
f(x)= arccosx = f'(x)=- 11x2 fx)= arctgx = f'(x) = 1-|1-x2
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20. A DERIVADA EM GRAFICOS E APLICAGCOES

Nesta unidade, estudaremos as aplicagSes da derivada na analise de graficos
de fungdes. A derivada € uma ferramenta poderosa que nos permite entender como
as fungSes mudam, e as aplicagdes incluem identificagdo de pontos de maximo e
minimo, andlise de variacdo, determinacgdo de taxas de variagdo, resolugdo de
problemas de otimizagdo e modelagem matematica. Aprenderemos como usar
essas técnicas para entender como as fungdes se comportam e como podem ser
usadas para resolver problemas praticos.

20.1. Crescimento e decrescimento

Nesta segdo, anunciaremos a definigdo 5.4.2 (volume 1) novamente através
da definicdo 20.1.1 a seqguir. Essa definigdo, versa sobre fungido crescente,
decrescente e constante. Em seguida, veremos um importante teorema que utiliza
a derivada da fungdo para obtengdo dessas informagdes.

Definicdo 20.1.1: Seja f uma fungdo definida em um intervalo e sejam x; e
x, pontos desse intervalo.
I. f é dita crescente nesse intervalo se f(x;) < f(x3) sempre que x; < x, (ver
figura 20.1.1);
II. f é dita decrescente nesse intervalo se f(x;) > f(x;) sempre que x; < x,
(ver figura 20.1.3);
III. f é dita constante nesse intervalo se f(x;) = f(x;) para qualquer valor x;

e x, (ver figura 20.1.5).

Teorema 20.1.1: Seja uma fungdo f continua em [x;,x;] e derivavel em
(xq,%x2).
I)Se f'(x) > 0, para qualquer valor de x em (x,x;), entdo f é crescente em
[xllxz];
IDSe f'(x) < 0, para qualquer valor de x em (x,,x,), entdo f & decrescente

II)Se f'(x) =0, para qualquer valor de x em (xy,x5), entdo f é constante



em [xq,x5].
Demonstragéo: Seja x; € [x,,x,] e derivavel em (x,,x,). Convencionando x >

Xy, temos:

I)Se f'(x) >0, temos limM>0, o quociente desse limite sé sera

x—xg X—Xo
positivo, se f(x) > f(x), ou seja, funcdo crescente.

IISe f'(x) <0, temos limM

< 0, o quociente desse limite s6 sera
x—xg X—Xo

negativo, se f(x) < f(x,), uma vez que x > x,, ou seja, fungdo decrescente.

III)Se f'(x) =0, temos lim%: 0, o quociente desse limite sb sera
xX—=Xg —A0

nulo, se f(x) = f(x,), uma vez que x > x,, ou seja, fungao constante.

As afirmagdes do teorema 20.1.1, podem ser facilmente relembradas a partir
de uma anélise geométrica da derivada, isto é, dos coeficientes angulares das retas
tangentes a fungdo, ao longo dos pontos do intervalo.

Se a funcdo for crescente em um intervalo, veja na figura 20.1.2, as retas
tangentes a fungdo ao longo dos pontos serdo crescentes, o que implica em

coeficientes angulares positivos e o que equivale a f'(x) > 0.

Crescente Crescente

f(z1) .

i

H

' F(a2) : :

i H H

H i i

i H H

xT T
o . 1 2
Cada reta tangente tem inclinagio
F(@1) < f(x2)sse @1 < @1 positiva (derivada positiva)

Figura 20.1.1 Figura 20.1.2

Se a fungdo for decrescente em um intervalo, veja na figura 20.1.4, as retas
tangentes a funcdo ao longo dos pontos serdo decrescentes, o que implica em

coeficientes angulares negativos, e isso € o mesmo que f'(x) < 0.

Decrescente Decrescente

Pl f(aa)!
Ty Ty .
Cada reta tangente tem inclinacio
f($1) > f(J:g), sexy <y negativa (derivada negativa)
Figura 20.1.3 Figura 20.1.4
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Por fim, se a fungdo for constante em um intervalo, veja na figura 20.1.6, as
retas tangentes coincidem com a reta constante e ambos com coeficientes

angulares sdo iguais a zero, isto &, f'(x) = 0.

Constante Constante

c D

1 1 : \
Fa)i  f) ! 3

H i : H

i i 1 1

i i ’ :

1 T2 131 1:2
5 Cada reta tangente tem inclina¢iio
f(@1) = f(x2), quaisquer x1 e zero (derivada zero)

Figura 20.1.5 Figura 20.1.6
Os exemplos a seguir ajudarao no entendimento dessa ferramenta.

1° exemplo: Vamos analisar o crescimento e o decrescimento da fungdo
f(x) = —2x? +4x — 1 usando a funcdo derivada.
Solugéo: f/(x) = —4x + 4.

= 4
A fungdo é crescente para —4x+4 >0 (X —1) = 4x <4 =g = m

s 4
A funcdo é decrescente para —4x+4 <0 (X —1) = 4x >4 x> T = m

A funcido nio sera crescente e nem decrescente (portanto, constante) no ponto x = 1,

pois é o vértice da parabola (ver figura 20.1.7).

2° exemplo: Vamos analisar o crescimento e o decrescimento da funcgao
f(x) =x3—2x2+ x+ 5 usando a fungdo derivada.

Solugdo: f'(x) =3x2 —4x+1= 3x2 —4x+1>0 =(a = 3,b = —4dec = 1).
A= b?> — 4.ac = (—4)2 — 43.1 =>4 = 4.
, 4+ 2
_ —b*VA  —(—DFVE  4x2 X =g =1
=7 2a ~ Z.3 T8 | t—E T
- 6 3

A funcido derivada esta no grafico da figura 20.1.8.

Essa func¢io sera negativa (f'(x) < 0) para valores entre os zeros (x’ e x’’), ou seja,

para g < x < 1 (observe na figura 20.1.8 que nesse intervalo a funcido derivada esta

abaixo do eixo x). E ela sera positiva (f'(x) > 0) para x <% e x > 1 (perceba na figura

20.1.8 que, nesse intervalo, a fun¢do derivada esta acima do eixo x).

5 5% " : i}
Dessa forma, a func¢io original sera crescente nos intervalos (—oo,g) e (1,4+c0),
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1.
decrescente no intervalo (5, 1) e constante nos pontos x = % e = 1.

Veja o grafico da fung¢ido na figura 20.1.9.

3° exemplo: Vamos analisar o crescimento e o decrescimento da fungao

2
fx) = :—x usando a funcdo derivada.

= 2x.eX—x2.eX _ gX(2x—x? 2x—x?2
Solucdo: f'(x) = 5 — £7C = D _ G - )
ex) B e
Uma vez que e~ é sempre positivo, para qualquer valor de x, entdo é suficiente

analisarmos somente o numerador 2x — x2.

2x —x% >0 2{)‘,,:2=f’(x)>0para0<x<2.

x =0
2% —x2 <L 0 :{X,,=20$f’(x)<0parax<0ex>2.
x =

Desse modo, a fung¢ao:

e E decrescente nos intervalos: (-o0, 0) e (2,+0).
e E crescente no intervalo: (0, 2).
e E constante nos pontos: x = 0 e x = 2.

Veja o grafico dessa fun¢ao na figura 20.1.10.

Fungdo derivada

05

Figura 20.1.7 Figura 20.1.8
v

,.J 5
H 1
Vlh(z)=2*—222+x+5 2
P F@) ==
HE 1 e
B T
E 5 -1 o ¥; b 3
o @

- -1
11

E
Figura 20.1.9

Figura 20.1.10
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20.2. Concavidade e ponto de inflexdao

Uma fungdo f é dita cdncava para cima ou que possui concavidade para
cima quando, em um determinado intervalo, a abertura de sua curvatura for para
cima. Veja a figura 20.2.1 no intervalo entre o ponto de inflexdao e o ponto B.

Ja uma fungdo f é dita céncava para baixo ou que possui concavidade
para baixo quando, em um determinado intervalo, a abertura de sua curvatura for
para baixo. Veja a mesma figura 20.2.1 no intervalo entre o ponto de inflexdao e o
ponto A.

E quanto ao ponto de inflex&@o, € o ponto onde a fungao f muda de curvatura,
seja de concavidade de cima para baixo ou de concavidade de baixo para cima.

Pela analise geométrica da derivada, uma fungdo é céncava para cima, quando
as retas tangentes estdo abaixo da fungao, conforme a figura 20.2.2. E uma funcao
é cbncava para baixo, quando as retas tangentes estdo acima da funcgdo, como
ilustrado na figura 20.2.3.

Concavidade para cima

Figura 20.2.2

Concavidade para baixo

Figura 20.2.1 Figura 20.2.3

Nesse contexto, para saber se em um determinado intervalo a fungado é
cdncava para cima ou para baixo, devemos verificar se as retas tangentes a fungdo
f(x), dadas por T(x) = f(xq) + f'(x¢)(x — xp), estdo abaixo ou acima da fungéo f,
ou seja, se f(x) >T(x) ou f(x) <T(x). Equivalente a isso, basta verificar se uma
terceira fungdo g(x) dada por g(x) = f(x) —T(x) e representada na figura 20.2.4, é
maior que zero ou menor que zero. Faremos essa verificagao analisando o sinal da
derivada dessa fungao, da seguinte forma

g =fX)—TK) =2g@ =) -Tx = f/(x)—f'(x).
Para x =x, = g'(x) = 0.
Para x > xo ha duas possibilidades:
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{f’(x) > f'(x¢) = funcao estritamente crescente = f'(x)>0 = g'(x) >0
() < f'(x¢) = funcio estritamente decrescente = f'(x) <0 = g'(x) <0

Analogamente, para x < xg também ha duas possibilidades:

{f’(x) < f'(xp) = fungio estritamente crescente = f"(x) >0 = g'(x) >0
f'(x) > f'(xg) = funcio estritamente decrescente = f"(x) <0 = g'(x) <0

Diante dessas possibilidades, analisar o sinal da segunda derivada f"(x)
corresponde a analisar o sinal de g'(x) e, consequentemente, a concavidade da
fungao no intervalo. Essas colocagdes demonstram o teorema a seguir.

Teorema 20.2.1 (Teste da concavidade): Seja uma fungao f duas vezes
diferenciavel em intervalo aberto de seu dominio, se f(x) > 0 em qualquer x desse
intervalo, entdo f é concava para cima, se f''(x) < 0 em qualquer x desse intervalo,
entdo f é concava para baixo.

E imediato que o ponto em que x = x; é um candidato a ponto de inflex3o, pois
x=x3 =g (x)=0 = f"’(xy) =0 (a concavidade nesse ponto é nulo). Porém, essa
€ uma condigdo necessaria, mas nao suficiente. E preciso, além disso, que haja uma
variagdo de sinal de f’’(x), ou seja, que ocorra uma mudanga de concavidade
imediatamente a esquerda e a direita de x; (ver figura 20.2.5). A analise dessa

1

variagdo de sinal nos leva a terceira derivada f'"(x) e ao teorema a seguir.

Figura 20.2.4 Figura 20.2.5

Teorema 20.2.2 (Teste do ponto de inflex&o): Seja f uma fungéo derivavel
até a terceira ordem em um intervalo aberto e seja x; um ponto pertencente a esse
intervalo. Se f"(xp) =0 e f"""(xo) # 0, entdo x, é abcissa de um ponto de inflexdo.

Demonstrag¢édo: Anteriormente, vimos que g'(x) e f"(x) tem o mesmo sinal.
Uma possivel mudanga de concavidade ocorre nos casos em que g'(x) >0 ou
g'(x) <0, isso equivale a analisar o crescimento e o decrescimento de f''(x), ou
seja, analisar "' (x).

Suponha que f'”(x) > 0. Neste caso, f”(x) & estritamente crescente em um

intervalo Jxg —p,xo +p[ proximo de x; (com p>0). Como necessariamente
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f"(xg) =0, temos que f"(xp) <0 em Jxo —p,x0[ e f"(x0) >0 em ] x9,x¢ + p[.
O caso de f'(x) < 0 é analogo.
Em ambos os casos, a mudanga de sinal da concavidade em torno de x, é

garantida pelo crescimento ou decrescimento de f”’(xg), ou seja, para f'”'(xg) # 0.

1° exemplo: ]Ja analisamos o crescimento e o decrescimento da fungéo f(x) =
—2x?% + 4x — 1 anteriormente. Vamos verificar a concavidade e os pontos de inflexio.

Solugédo: f'(x)=—-4x+4 = .

A fung¢do tem concavidade para baixo para qualquer valor de x.

Quanto ao ponto de inflexdo: f""/(x) = 0. Nada podemos afirmar pelo teste do ponto

de inflexao. Porém, ja sabemos que nao ha mudanca de concavidade na func¢ao, e portanto,

naoc existem pontos de inflexao.

O grafico dessa funcao esta na figura 20.2.6.

2° exemplo: Ja analisamos o crescimento e o decrescimento da fungao f(x) =

x3 —2x2 +x+5 anteriormente. Vamos verificar a concavidade e os pontos de
inflexao.

Solugédo: f'(x) =3x?2—4x+1 = |f'(x) =6x — 4|

A concavidade para cima, para: 6x—4 >0 = 6x>4 = x> % = |x > 3|

E a concavidade é para baixo quando: |x < %

R 2 ; = < < .

E 6bvio que x = 3 € um ponto de inflexao, pois a concavidade muda de sinal em seu
entorno. Mesmo assim, utilizando o teorema 20.2.2 (teste do ponto de inflexao), temos que
et (%) = 6 # 0. Assim, o ponto de abscissa x = % é realmente um ponto de inflexio.

Veja o grafico dessa funcao na figura 20.2.7.

C

fl®) = 22 4+42—-1
h(x) =a*—22’+z+5

Ol frmmmmm e

[\ 1

Figura 20.2.6 Figura 20.2.7
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3° exemplo: Também jad analisamos o crescimento e o decrescimento da

.X2

fungao f(x) = o anteriormente. Agora, vamos abordar a concavidade e os pontos
. - 2x—x2 e (2—2x).e¥X—eX.(2x—x2
Solugdo: f'(x) = (e—x)=> ) = (ex)z ( ):>
/(2—2x—2x+x2) ) 2 —4x + x?
= =
L ex 4 ex
Como e* é sempre positivo, analisemos somente 2 — 4x + x2.
2—4x+x? =>(a = 1;b=—4ec=2).
A=h?2—4ac= (—4)P— 412 =16—8 =[4 = 8]
_=htVA (DB 4t 2vZ {x' s ifF
x"'=2+2Z

=
2.a 2.1 2
1 > 0, entdo a funcio tera concavidade para baixo no intervalo: 2 —

de inflexao.

Uma vez que a
VZ < x < 2++2.E concavidade para cima nos intervalos: x < 2 —+2 e x > 2+ /2.

Os possfveis pontos de inflex3io sdo: 2 —V2 e 2 + V2. Calculando a terceira derivada:
(—6 + 6x — x?)

. 2/ —dox -+ 26? - (—4 +2x).e* —e*. (2 — 4x + x?)
Fre) = 2 ) = — = —
Substituindo os pontos, encontramos:
12+ 22

s _ _12_2\/7 r .
(2 ﬁ)_—eZ-ﬁ aif (2+\5)_—62+~/5

Como f"'(Z — \/7) #0e f"'(Z +\/7) # 0, os pontos de abscissa 2—V2 e 2++2Z sao

pontos de inflexao. Observe no grafico da funcao na figura 20.2.8.

22 242

Figura 20.2.8

4° exemplo: Dada a fungdo f:[0,2nr] — R definida por f(x) =x + cos2x, calcule

os intervalos de crescimento, decrescimento, concavidade e pontos de inflexao.

Solugao: f(x) =1—sen2x.2= |f'(x) =1-— 2.sen2x|.

Calculando o crescimento:
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1—2.sen2x >0 = —2.sen2x >—1 (x—-1)=
1¢ intervalo = 0 + 2k < 2x < % + 2km

2.5en2x <1 = senlx <§ = pii .
22 intervalo = —+ 2kn < 2x > 21 + 2kn

Como o dominio da fung¢éo é [0,27], o arco 2x do cosseno da funcdo varia até 4w (duas

voltas). Sendo assim a func¢éo é crescente nos intervalos:
1¢ intervalo = 0 < x < 1z

Parak = 0 = Bl
2% intervalo = 1z % W By

137

T
39intervalo=>0+27r<2x<g+2n: =l ook "

Paral =1 = S o
42 interualo:?+2n<2x>2n+2n :?<x<2n

Calculando o decrescimento:
, 1 T 57
f'{x) <0 = sen2x >§ = g+2k7‘r <2x<?+2kn—
k 0 = 1%int lo = =4 <x < i
= ¢ intervalo = — < x < ——
12 12
Para = . . Do e l 1 1r< 17
= = P =
intervalo 15 x T

Calculando a concavidade para cima:
f(x)=1—2.sen2x =>|f”(x) = —4.cos2x

T 3
—4.c082x >0 (x—1)= cos2x <0 = E+2kn<2x<7 + 2k|
k2d s L okr e B s 8k = =3 - L
= =>2+ 1r<x<2+71:$ 2<x< = 4<x<4
T 3r 5 7

Calculando a concavidade para baixo:

iz
1¢ intervalo = 0 < x < 0

Parak = 0 = g
2% intervalo = s o

2 intervalo =17 <x < 5N

Parak =1 =

X 71
¢ intervalo = e L x< 2

0 +2kn<2x<g B

—4.c082x <0 (x—1) = cos2x>0 = 2
- + 2kiv < 25 210 + 2k
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L . ~ . T 3m 5T 7w . .
Os possiveis pontos de inflexao sao: Z’ T’ T e T" Calculando a terceira derivada:

f(x) = —4.cos2x =>|f”’(x) = 8.sen2x |

Como f’ (%) =0, 7 (34—7-[) =0, F" (54—7-[) #= 0e ™ (%T) # 0. Esses sdo, de fato, pontos

de inflexio.

Todas essas informacdes podem ser constatadas no grafico dessa funciao na figura
20.2.9,

| K

1
1
]
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
T

w
Y
Bl

177
12

1

] | -

LN [

1
1
1
1
1
1 1
1 1
™ 5 3 v
4 4

Figura 20.2.9

O teorema 20.2.2 (teste do ponto de inflexdo) apenas nos garante que, se em
um ponto x, tem-se f''(xq) =0 e f""'(xq) #0, entdo x, € um ponto de inflexdo.
Porém, nada se pode afirmar quando f"'(xg) = f""'(x¢) = 0, sendo preciso, portanto,
uma inspegdo sobre a mudanga de concavidade da fungdo em torno de x,. A seguir

esta um exemplo.

5° exemplo: Dada a fungao f(x):—x6+%x5, calcule os intervalos de

crescimento, decrescimento, concavidade e pontos de inflexdo.

Solugao:

f(x) =—6x° +175x4 e |f”(x) = —-30x*+ 30x3|.

Calculando o crescimento:

15 15
Fe8 =108 =>—6x5+?x4>0 = x4(—6x+?>>0.

z - 5
Como x* é sempre positivo, basta fazer —6x +175 > 0. Logo: |x < Z| = crescente.

15 5 5
—6x+—=5<0 = < decrescente. E |x = zle < constante.

2

Calculando a concavidade:
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f'(x)>0 = —30x*+30x3 >0 = 30x3(—x+1) > 0.
Nesse caso, ha duas hip6teses: 30x3 >0e (—x+ 1) >0 ou30x3<0e (—x+ 1) < 0.
A segunda hip6tese é impossivel, restando: & conc.para cima.

Ff(x) <0 = -30x*+30x3 <0 = 30x3(—x+1) <0.

Também ha duas hip6teses: [x <0 oux > 1 |« conc.para baixo.

Possiveis pontos de inflex3o:
F'(x) =0 = —30x*+30x3 =0 = 30x3(—x+1)=0= {z - (1).
Teste dos candidatos a pontos de inflexdo: f//'(x) = —120x3 + 90x?

Parax =1= f"'(x) = —30 # 0 = E um ponto de inflexio.

Parax = 0 = f"”(x) = 0= E inconclusivo. Vamos inspecionar uma possivel mudanca

de concavidade da fungao em torno do ponto de abscissa x = 0:
Para x < 0 (préximo de zero) = '™ = —30x% +30x3 =30x3(—x + 1) < 0;
Para x > 0 (préximo de zero) = f'(x) = —30x* + 30x3 = 30x3(—x + 1) > 0.
Como ha mudancga de concavidade, o ponto de abscissa x = 0 € um ponto de inflexao.

O grafico dessa funcio na figura 20.2.10 ratifica essas informagges.

O Jdltimo exemplo a seguir mostra que f""'(xg) =0 e Xy ndo é um ponto de
inflexao.

6° exemplo: Calcule os pontos de inflexdo da fungado f(x) = (x — 1)%.
Solugao:

lF/(x) = 40— 13} [F7(0) = 120x — 1D?] e[ = 24(x — D]

Possiveis pontos de inflexdo: f''(x) = 12(x — 1)2=0>

Teste do ponto de inflexdo: f'"'(x) =24(x — 1) = f"(1) =24(1—1)=0
O teste é inconclusivo, porém a fungao é concava para cima para qualquer x = 1. Nao

havendo, portanto, mudanga de concavidade. Veja o grafico dessa funcao na figura 20.2.11.

4 Y
= (x—1)*
o=t s 2t #(@) = (@-1)
i
1 :
P il . :
0 1 5 s
1 =1
Figura 20.2.10 Figura 20.2.11
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|| EXERcCICIOS 20.1 |

1)Calcule os intervalos de crescimento,

decrescimento, concavidade

possiveis pontos de inflexdao das seguintes fungdes.

af(x)=2x+1
b)f(x)=—3x+8
c) f(x) =x%? —5x

df(x)=x%2-9
e)f(x)=—x2+2x+1
f) f(x) =x3

g)f(x) =2x3 —3x?
M) =x*+3x*+3x+4
i) f(x)=x*+32x
) FGO) = x5 +2x*

K)f(x)=x® —%xs

D fe=1

2)Calcule os intervalos de crescimento,

m) ) = — =

+1
N f(x) =55
0) f(x) = =

2

P)f(x) =(vVx—1)
QPflx) =+v2x*—8
P Fx) = (2x — )7
I P = {x2—2x sex <1

x se x=>1
t) f(x) =e*
uwflx)=e*—x
V) =%
w) f(x)=x.e*

decrescimento, concavidade

possiveis pontos de inflexdo das seguintes fungdes.

fungdo f(x) = ¥2x — 4 é um ponto de inflexdo. Explique porque o teorema 20.2.2

a)f(x) = senx — cosx = D:[0,27]
b) f(x) = sen®*(2x) = D:[0, 7]
c)f(x)=1—-cos(2x) = D: [0, 7]
d) f(x) =In (cos(2x)) = D: [0, 7]

e)f(x) =x+ 2cosx = D: [0, ]
f) f(x) = In (x%)

@f) =In(VxZ—4)

h) f(x) = arcsen(x?)

3)Sobre a fungdo f(x) = x*, cujo gréfico estd a seguir, é incorreto afirmar.

a) E crescente para x > 0;
b) E céncava para cima Vx € R| x # 0;
c) Nao possui ponto de inflexao;

d) E constante para x = 0;

e) Possui um ponto de inflexdo em x = 0.

4)Usando o software geogebra, verifique

(teste do ponto de inflexao) nao se aplica.
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20.3. Extremos (maximos e minimos)

Definigdo 20.3.1: Seja um intervalo (a,b) pertencente ao dominio® D de uma
fungao f.

e Denominamos de maximo absoluto ou maximo global de f, o maior valor
de f(xo) para xg € (a,b), ou seja, para qualquer valor de x € (a, b), tem-se f(xo) =
f(x).

e Denominamos de minimo absoluto ou minimo global de f, o menor valor
de f(xy) para xy € (a,b), isto é, para qualquer valor de x € (a,b), tem-se f(xy) <

f ().

Definigdo 20.3.2: Seja um intervalo (¢,d) < (q, b) pertencente ao dominio D
de uma fungao f.

e Denominamos de maximo relativo ou maximo local de f, o maior valor
de f(xy) para xq € (¢,d), ou seja, para qualquer valor de x € (c¢,d), tem-se f(x,) =
F .

e Denominamos de minimo relativo ou minimo local de f, o menor valor de
f(xy) para xg € (¢,d), isto €, para qualquer valor de x € (¢,d), tem-se f(xy) < f(x).

A definicdo 20.3.2 nos diz que o maximo e o minimo relativo, sdo pontos mais
altos e mais baixos de uma fungdo em um intervalo (¢, d) vizinho préximo de xg, e
nao necessariamente o ponto mais alto e o ponto mais baixo da fungao em todo o
intervalo (a,b). No entanto, se, por acaso forem os pontos mais altos e mais baixos
da funcdo em todo o intervalo (a,b), denominamo-los, respectivamente, de maximo
absoluto e minimo absoluto, conforme a definigdo 20.3.1. Em outros termos, o
maximo absoluto é o maior dos méximos relativos, e o minimo absoluto é o menor
dos minimos relativos em um intervalo (q,b).

Ilustragao:

Maximo absoluto

Maximos relativos

Minimos relativos

Minimo absoluto

3 Alguns autores definem um ponto méaximo ou ponto minimo absoluto de uma fungiio, como o maior ou o menor dos pontos
dentre todos os pontos do dominio da fungiio ¢ ndo de um intervalo (a, b) desse dominio. Questdo de preferéncia apenas.
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Os maximos e minimos relativos cu absolutos de uma fungdo, sdao denominadocs
por generalidade, apenas de extremos.

Nem todas as fungdes possuem extremos. Porém, se a fungdo for continua em
um intervalo fechado, a garantia da existéncia de extremos é asseqgurada pelo
teorema a seguir.

Teorema 20.3.1 (Teorema do valor extremo ou teorema de
Weierstrass®): Se f for continua em um intervalo [a, b], entdo f possui um valor
maximo absoluto e um valor minimo absoluto nesse intervalo.

A demonstragdo desse teorema € complexa e estd além dos objetivos desta
obra, no entanto, é importante destacar algumas consideragdes sobre sua validade:

— E crucial que o intervalo seja fechado, pois, por exemplo, quem seria o valor
maximo ou minimo de f(x) = x para o intervalo ]0,1[?

— E indispenséavel que a funcdo seja continua no intervalo, pois, por exemplo,
qual seria o valor maximo de f(x) = 1/x, para o intervalo [0,1]?

Agora, para convencer ainda mais o leitor da validade desse teorema, tente
tragar o grafico de qualquer fungdo continua no intervalo [0,1] sem que haja um
ponto maximo e um ponto minimo. Ndo consegue? Pois bem! Diante da certeza da
existéncia dos extremos em uma fungdo, como podemos calcula-los?

A seguir estdo teoremas bastante Uteis nesse sentido, porém precisamos ainda
da definicdo de ponto critico.

Definigdo 20.3.3: Denominamos de ponto critico de uma fungdo f, o ponto

x¢ do dominio em que f'(xg) =0 ou f ndo é derivavel.

Teorema 20.3.2: Seja uma fungdo f definida em um intervalo aberto”
contendo o ponto xq4. Se f tiver um extremo em Xxq, entdo x5 € um ponto critico.
Demonstragao: Se x; € um ponto de minimo relativo e a fungdo é derivavel
em x,, entdo os valores a esquerda de x, da fun¢do estdo decrescendo f'(xg) <0 e
os valores a direita de xy estdo crescendo f'(xg) >0, implicando em f'(xg) =0
(fungdo constante) no ponto x,, uma vez que a fungdo também é continua.

Matematicamente:

[ ) — f(xo)
m —-
X

li =f(x) <0 Jaquex <xge fxg) < f(x))

Eoxem XX = f'(x,) = 0.
xi"%w = (%) = 0 (j& que x > xg e f(x0) < f(x)) ’

Se x5 € um ponto de minimo relativo e a fungdo n&o é derivdvel em x,, entdo

devemos analisar os trés casos possiveis de ndo derivabilidade vistos na seg¢do 19.3.

6 Karl Weierstrass (1815-1897)
7 O intervalo foi anunciado aberto, apenas para excluir a verificagio de extremos nos limites do intervalo. Existem exemplos
mais adiante para intervalos fechados.
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1) xo € um bico e minimo relativo: as retas tangentes a fungdo a esquerda e a
direita de x, sdo, respectivamente, decrescentes e crescentes, portanto, as
derivadas da fungdo a esquerda e a direita sdo diferentes, ocasionando em nao
derivabilidade em x; (ver 1° caso da segdo 19.3).

2) Em xg a reta tangente é vertical: ndo se aplica em um extremo;

3) x, é descontinuo e minimo relativo: sé existe a reta tangente a esquerda
de x,, portanto, a fung8o n&o é derivavel em x; (ver 3° caso da segdo 19.3).

A demonstragdo para um ponto de maximo relativo e ndo derivabilidade em x,
é analoga.

Uma condigdo particular desse teorema é anunciado como o teorema de
Fermat® para fungdes derivaveis.

Teorema 20.3.3 (Teorema de Fermat): Seja uma funcio f: D — R derivavel
em x, € D, se x5 € um extremo, entédo f'(xqy) = 0.

Exemplo: Veja no grafico da figura 20.3.1, os extremos da fungado f(x) =
|[x2 —3|x no intervalo [—3, V3], observando os pontos em que f'(xy) =0 (reta

tangente paralela ao eixo x) e os pontos ndo derivaveis.

2° exemplo: O grafico da fungao f(x) = |x— 3| que esta na figura 20.3.2,

mostra um extremo (mMinimo) em um ponto ndo derivavel.

Yy
F@)=0 ¥

f(x) = |=2—3| = \
f(x) = |xz—3|

Ponto nao derivavel

/ Vi

—V3

Ponto nao derivavel

F(®) =0

Figura 20.3.1 Figura 20.3.2

A reciproca desses dois teoremas é falsa. Um ponto critico ndo significa um

ponto extremo. Existem fungdes derivaveis em x; € D em que f'(xo) =0 ou nhdo

derivaveis em x;, € mesmo assim, x; ndo € um extremo.

Exemplo: Analisemos os extremos da fungdo f(x) = (x — 2)3.

Fre) =3(x—2) = |f'(2) =0}
Veja no grafico dessa fungao, na figura 20.3.3, que x; = 2 é um ponto critico,
mas ndo é um ponto extremo.

¢ Pierre de Fermat (1607-1665)
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x*+1sex<1
2° exemplo: Analisemos os extremos da fungdo f(x) =425 se x=1
x+2 sex>1
foo—fGa) |, i £00 = F0)
X — Xg

A fungdo ndo é derivdvel em x, =1, pois o lim
x—>1t x—>1" X —Xo

4

isto €, xo =1 é um ponto critico. Porém, ndo é um extremo. Ver o grafico dessa
fungdo na figura 20.3.4.

J(x)

Figura 20.3.3 Figura 20.3.4

Diante desse contexto, como saber se um ponto critico € um ponto extremo ou
nao, sem a visualizagdo do grafico? O teorema a seguir nos permite testa-lo.

Teorema 20.3.4 (Teste da derivada): Seja uma fungdo f continua em um
ponto critico Xx;.

I) Se f'(x) >0 em um intervalo aberto imediatamente a esquerda de x; e
f'(x) <0 em um intervalo aberto imediatamente a direita de xy, entdo f tem um
maximo relativo em Xxg.

II) Se f'(x) <0 em um intervalo aberto imediatamente a esquerda de x; e
f'(x) >0 em um intervalo aberto imediatamente a direita de x;, entdo f tem um
minimo relativo em xg.

III) Se f'(x) tiver o mesmo sinal em um intervalo aberto imediatamente a
esquerda e a direita de x, entdo f ndo tem um extremo relativo em x.

Demonstracgao:

I)Para x imediatamente a esquerda de x;, temos

x<x9= f'(x) >0= f(x) crescente = f(x) < f(xo).

Para x imediatamente a direita de x;, encontramos

x>x0=f'(x) < 0= f(x) decrescente = f(x) < f(xg).

Entdo, x, € maximo relativo.

Nesse caso, os coeficientes angulares das retas tangentes a fungdo passam de
positivo (a esquerda de x,) para negativo (a direita de x;). Ver figura 20.3.5.

II) Para x imediatamente a direita de x,, temos
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x<xg=f'(x) <0= f(x) decrescente = f(x) = f(xp).
Para x imediatamente a direita de x,, dispomos de
x>x,= f(x) >0= f(x) crescente = f(x) = f(xo).
Entdo, x, é minimo relativo.
Para esse caso, os coeficientes angulares das retas tangentes a func8o passam

de negativo (a esquerda de x;) para positivo (a direita de xy). Ver figura 20.3.6.

Lo

Figura 20.3.5 Figura 20.3.6

IIT) Para x imediatamente a direita e a esquerda de x, com o mesmo sinal,
temos
x<xg = f'(x) >0= f(x) crescente = f(x) = f(xg)-
x>xg = f'(x) >0= f(x) crescente = f(x) < f(xg).
Nesse caso, x; hdo é minimo e nem maximo relativo, ver figura 20.3.7. A figura

20.3.8 mostra o outro caso (f(x) decrescente) cuja demonstragdo é analoga.

8

Zo

Figura 20.3.7 Figura 20.3.8

Exemplo: Vamos verificar os extremos da fungdo f(x) = x* — 8x5.
Solugao: Como nao foi especificado o intervalo, subentende-se verificar os
extremos em todo o dominio da funcao. Calculemos entdo os pontos criticos.
Flxy=4x3—=242? = [fx)=0 = 4x°—247=0 =

-
x% (4x — 24) = 0 = as abscissas dos pontos criticos sio : {x”— %
x ==

Analisando os sinais de f’(x) no ponto x’ = 0:
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x imediatamente a esquerda (x < 0) = x? (4x —24) = f'(x) < 0.
x imediatamente a direita (x > 0) = x? (4x — 24) = f'(x) < 0.
Logo, x” = 0 ndo é um extremo.
Analisando os sinais f'(x) no ponto de abscissa x'' = 6:
x imediatamente A esquerda (x < 6) = x? (4x — 24) = f'(x) < 0.
x imediatamente a direita (x > 6) = x? (4x — 24) = f'(x) > 0.
Logo, x = 6 é minimo relativo.

Como o lim f(x) =+ e lim f(x)= +oo, isso garante que x’' =6 é também
x——00

x— 0o
minimo absoluto da fungido em todo seu dominio.
Ver grafico dessa func¢ao na figura 20.3.9.

3
- < x
2° exemplo: Vamos verificar os extremos da fungédo f(x) = X

3xfe¥—eX.x® x*(3—x)

Solugéao: f'(x) = =f(x)=0 = %: 0

(e)° &

2 7
x“(3—x . -~ . =
# = 0 = as abscissas do pontos criticos sao: {x,, 0.

e =3

Analisando os sinais de f'(x) em x' = 0:

. . Y 202 (Bb— 6 .
x imediatamente a esquerda (x < 0) = — f(x) > 0.
) ) o x2(3 —x) ,
x imediatamente a direita (x > 0) = ————=f"(x) > 0.
Logo, x" = 0 nao é extremo relativo.
Analisando os sinais de f'(x) em x"' = 3:
x?(3 —x) ,
x%(3 —x) ,
Logo, x”" = 3 é maximo relativo.
Como o lim f(x)=0e lim f(x)= —oo, isso garante que x”’ = 3 é também maximo
x40 X—>—0
absoluto da fung¢ao em todo o seu dominio. Ver figura 20.3.10.
f(x)\= =* —8x* y
k7 3
3
f@) =5
6 1
0 : = :
; : x
0 3
Figura 20.3.9 Figura 20.3.10
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Algumas vezes a verificagdo de sinal a esquerda e a direita de xg,
principalmente quando se tem muitos pontos criticos a serem analisados, pode ser
exaustiva. O teorema a seguir fornece um teste U(til de verificagdo de extremos.

Teorema 20.3.5 (Teste da segunda derivada): Seja uma fungdo f duas
vezes derivavel em um x,.

I) Se f'(xp) =0 e f'"(xp) > 0, entdo f tem um minimo relative em Xx,.

II) Se f'(xg) =0 e f'"(xy) < 0, entdo f tem um maximo relativo em xg.

III) Se f'(xp) =0 e f""(xg) = 0, entdo o teste é inconclusivo, ou seja, f pode ter
maximo ou minimo relativo em x, ou nenhum dos dois.

Demonstragido: Suponha que f"(x) > 0. Neste caso, f'(x) é estritamente
crescente em um intervalo ]Jxqg—p,xq +p[ préximo de x5 (com p > 0). Como
f'(xy) =0, temos que f'(xg) <0 em ]xg —p,xo[ € f'(xp) > 0 em ] xq,x¢ + p[. Pelo
teorema 20.3.4 (teste da derivada), o ponto x4 € um minimo relativo.

O caso de f''(x) < 0 é analogo.

O leitor j& deve ter percebido que esse teorema relaciona o extremo com o

teste da concavidade de uma fungédo. E tacito que se uma fungdo é céncava para
cima, entdo existe um minimo relativo e se for cdncava para baixo, ha um maximo
relativo, e pelo teorema 20.3.3 (teorema de Fermat) esse ponto extremo ocorre em
f'(xp) = 0. Além disso, € imediato também que a incerteza da concavidade torna o
teste inconclusivo, sendo preciso, portanto, analisar os sinais da primeira derivada

como anteriormente.

30 exemplo: Vamos verificar os extremos da fungdo f(x) = 6x>—10x% no

intervalo [ ==, é
Solugao:
x=0
fi(x) = 30x* —30x% = f'(x)= 30x%(x? —1) = pontos criticos:{x = 1
x=—1
E preciso analisar todos os pontos criticos, uma vez que todos estio dentro do
intervalo ——E E proposto.

Analisando a segunda derivada:

parax = 0= f'(x) =0= inconclusivo
F7(x) = 120x% —60x*> = {parax =1 = f'(x) > 0 = minimo relativo
parax =—1 = f"(x) <0 = maximo relativo

Como x = 0 é inconclusivo, vamos analisar os sinais a esquerda e a direita de O:
x imediatamente 3 esquerda (x < 0) = 30x%*(x2 — 1) = f'(x) < 0.
x imediatamente a direita (x > 0) = 30x*(x2 — 1) = f'(x) < 0.

Portanto,
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x =1 éminimo relativo

{ x = 0 = nao é maximo nem minimo relativo
x = —1 é maximo relativo

Como o intervalo é fechado, ao verificarse x = 1 e x = —1 sio extremos absolutos ou
niao, devemos analisar o valor numérico da funcdo f(x) = 6x° —10x° ndo sé nesses
pontos, como também nos limites do intervalo proposto [—@%5] Assim,

f(1)=6.15—10.1°= —4

f(—1) =6.(—1)°> —10.(—1)* =4

f(——”S) =g A10yE  gg 3 BsE.

3 3 3 F(x) = 6z —10z®
P R (\/15)5 i, (\/15)3 i v
3 3 3 .
Com base nesse resultados, x =1 ¢é minimo
absoluto e x = —1 é maximo absoluto da fun¢ido no —@ L g
intervalo [—%E,%E . Enquanto, os pontos x = —%5 e -t *
/5 . . . . i
X =—%— sao, respectivamente, minimo e maximo :
relativo. Ver grafico na figura 20.3.11. Figura 20.3.11

4° exemplo: Vamos verificar os extremos da fungdo f(x) = x —sen(2x) no
intervalo [0,27].
Solugédo: f'(x)=1—2cos(2x) = f'(x)=0 = 1—2cos(2x)= 0 =

il
—2cos(2x)=—1 = |cos(2x) = 5t

Como o intervalo proposto é [0,27], o arco 2x do cosseno da fung¢ao varia até 4m (duas

voltas). Desse modo, os pontos criticos sio:

w5k 7w 11w y
x—6,x— 6,x— 3 ex = G f(z) = = —sen(2 x)
Testando a segunda derivada:
(%) = 4 sen(2x) =
para x = % = f"(x) > 0 = minimo relativo

para x = B " (x) < 0 = maximo relativo

]
1
1
1
1
1
1
1
i
1
i
1
:
1
1

6
para x = % = f"(x) > 0 = minimo relativo
1% 5 T 1m
T v . 2 - a a
parax =—e—= f"(x) < 0 = maximo relativo 6 6 6

O grafico dessa funcao esta na figura 20.3.12. Figura 203.12

Até o presente momento, as informacgdes de crescimento, decrescimento,
concavidade, pontos de inflexdo e extremos foram confirmadas pelos graficos das
fungdes apresentados nos exemplos. A partir de agora, iremos utilizar essas e
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outras informacgdes (jd conhecidas), que empregadas conjuntamente, tornam-se
excelentes ferramentas auxiliares na construgdo de gréficos. Para esse fim,
sugerimos o roteiro a seguir.

Roteiro para construgao de graficos de uma funcgao:

19) Calcular os intervalos de crescimento e decrescimento;

29) Calcular os extremos observando o comportamento da fungao para x — +co
e x —» —co;

39) Calcular a concavidade e os pontos de inflexao;

40) Verificar o dominio da fungdo e a existéncia de assintotas verticais e
horizontais;

50) Calcular as intersegdes da fungao com os eixos;

69) Colher informagdes complementares como: se existe simetria (fungao par
ou fungdo impar) e se ha periodicidade (fungdo periddica);

70°) Esbocar o grafico a partir dessas informacg&es.

2
Exemplo: Vamos esbogar o grafico da fungdo f(x) = xl-:—xx—l-zl
Solugao: Seguindo o roteiro.

12) Calcular os intervalos de crescimento e decrescimento.

x24+x+1 QCx+1).(1+x?)—2x.(x*+x+1)
= =

)=

1+x2 (1 4 %2 )2
') 2 o 282 o 1 o2 —PgY — Pl — 2% "0 e |
= = = —
s A+ 72 I = as=
f'(x) é nulo quando —x? 4+ 1 = 0, ousejaparax = 1oux = —1.

Essas sdo as abscissas dos pontos onde a func¢do é constante.

f'(x) >0para—x?+1>0= = func¢io crescente.

f'(x) <Opara—x2+1<0=[x< —1o0oux>1]| = funcio decrescente.

22) Calcular os extremos.

Analisando os intervalos de crescimento e decrescimento anteriormente, juntamente

com o teste da derivada, é imediato que os pontos criticos de abscissax =1e x = —1 sfo

minimo relativo e maximo relativo, respectivamente. Calculando as ordenadas desses
pontos, encontramos

(-1)2—14+1 1

f(—1)=w—§ e f(1)=

1# 141 3
1+12 — 2

: 1% = s - SN rocm -
Assim, o ponto (—1,7) é um minimo relativo e o ponto (1,7) é maximo relativo.

Como lim f(x)=1e lim f(x) =1, o ponto (1,%) é maximo absoluto e o ponto
xS+ 00 X—>—a0

1N . L. o .
(—1,7) & um maximo absoluto, em todo o dominio da func¢io.
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39) Calcular a concavidade.

%2 41 - —BAL1 AR~ BL + A A )
)= (1+x2)2=>f (x) = — = (1+x32c)4 = -
e —2x( ) —2.(20.(—x*+1) [ Ll |
fx) = (1 + x2)® =[G (1 4+ x2)3(

f"(x) = 2x3 — 6x = 2x(x? — 3) > 0. Ha duas hipdteses possiveis:

x2—3>0 = x>+V3 ou x<—\/§_

Primeira hipétese: ambos os termos positivos: {
2x >0 = x>0

A condigdo x > V3 ou x < —/3 satisfaz as duas inequacées.

2 —
Segunda hipétese: ambos os termos negativos:{x 3<0=>—V3<x< \/§.
2x <0 = x<0

A condiciao —v3 < x < 0 satisfaz as duas inequacdes.

Desse modo, a concavidade sera para cima nos intervalos: x > 3 e —V3 < x < 0.

De forma andaloga, ha duas hipdteses possiveis para a concavidade ser para baixo.

2
Primeira hipétese: 2x(x2—3)<0:>{x —3>0 = x>V3 ou x<—V3
Zx <0 => x<0

A condicio x < —+/3 satisfaz as duas inequacées.

x2—3<0>—V/3<x<V3
2x>0 = x>0
A condicio 0 < x < /3 satisfaz as duas inequacdes.

Segunda hipétese: 2x(x2 —3) < 0= {

Dessa maneira, a concavidade sera para baixo nos intervalos: x < —/3 e 0 < x < /3.

Claramente, os pontos de abscissa x = —/3, x =0 e x =+/3 sio pontos onde h4

mudanca de concavidade. Substituindo-os na funcio, encontramos os pontos de inflexio:

(—/E 4 —g) e (\/§,1 +§).

42) Verificar o dominio da funcio e a existéncia de assintotas verticais e horizontais;
Como o dominio é R nfo existem assintotas verticais. Por outro lado, lim f(x) =1
x—+oo

e lim f(x) =1,aretay = 1 éuma assintota horizontal.
x——o0

592) Calcular as interse¢des da fungdo com os eixos.
Com o eixo x:

2
f(x)=xl—:_—xx—|_21=0:> x°4+x4+1=0=2A<0 = N&io ha intersecdo com o eixo x.
Com o eixo y:
2 2
o ) e 0"+0+1 1 :
Flas) = “HiaF T (o) = TieE = f(0) =1 = Intersec¢io com o eixo y.

62) Colher informacdes complementares como: se existe simetria (fung¢fo par ou

func¢do impar) e se ha periodicidade (fun¢do peri6dica);
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A fun¢io ndo é par, ndo é impar e nem periddica.
72) Esbogar o gréfico a partir dessas informagées.
Essas informag¢des ajudaram a construir o grafico que esta na figura 20.3.13.
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Figura 20.3.13
2° exemplo: Vamos esbogar o grafico da fungdo f(x) = x(x? — 4)(x? — 1).
Solugao: Seguindo o roteiro.
19) Calcular os intervalos de crescimento e decrescimento.
)= (x2—DDx?2—D+x2x(x?2—1D)+x.(x? —4).2x >
Ff(xX)=x*—x%2 —4x? + 4+ 2x* — 2x% + 2x* — 8x? :>|f'(x) = 5x*—15x? + 4|

Para f'(x) = 5x*—15x2 + 4 = 0, podemos fazer: :
592 — 15y ¥4 =0(a = 5;b=—15ee=4)

A=b?— 4ac= (—15) — 4.54= 225—80 =[4 = 145}
—b+vVA  —(—15)+V/145 15+ 12,04 y' = 2,704
Y="2a = 2.5 - 10 {y” =0,2958"
y' ' =2,704 =5 x = £./2,704 = +1,64.
¥y =0,2958 = x = +.,/0,2958 = £0,54.

Esses sdo os pontos onde a funcao é constante e também sio os pontos criticos:
x=+4+1,64,x=—1,64,x =+0,54e x = —0,54.
A fungio é crescente para 5y2 — 15y + 4 > 0, o que resulta em:
x < —1,64
x>+1,64"
e y<0,2958 = x?<0,2958= —0,54 < x < +0,54
A fungio é decrescente se 5y% — 15y + 4 < 0, o que resulta em:

—1,64 < x = —0,54
0,54 < x < 1,64

e ¥>2704 =x?>2704={

0,2958 < y < 2,704 = 0,2958 < x2 < 2,704 = {
292) Calcular os extremos.
Analisando o sinal de f"'(x) = 20x3 — 30x = x(20x? — 30).
x=+1,64= f'(x) = + = minimo relativo
x=—-1,64= f'(x) = — = mdiximo relativo
x=+4054=> f'(x) = — = miximo relativo
x=—054 =2f"(x) = + = minimo relativo
Como temos mais de um maximo e mais de um minimo relativo, precisamos testar na
funcio original f(x) = x(x? — 4)(x? — 1) para saber qual o maior e o menor deles.

R
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f(1,64) = 1,64(1,64% — 4)(1,64%* — 1) = —3,63

F(—0,54) = —1,42

f(—1,64) = 1,64(1,64%2 — 4)(1,64% — 1) = 3,63

£(0,54) = 1,42

Assim, x = +1,64 é o menor dos minimos relativos e x = —1,64 é o maior dos
maximos relativos. Porém, nao sac absolutos. Uma vez que o xl_l;Too flx) =+w e

lim f(x) = —oo, ou seja, existem outros pontos da fungdo maiores e menores que esses.
xXx—>—00
32) Calcular a concavidade. 372 = 1,23

c
x>0ex?—=>0 =x>1,23
F(x) = x(20x2 —30) >0 = 2

3 .
x<Oex2—§<O =>—-1,23 < x<0

3
x>0ex?—=<0=0< x< 1,23
F(x) = x(20x2—30)<0= .

3
x<Oex2—E>0 =x<—1,23

49) Verificar o dominio da fungdo e a existéncia de assintotas verticais e horizontais;
Nao existem assintotas e o dominio é R (func¢io continua).

52) Calcular as interseg¢gfes da fungdo com os eixos.
Com o eixo x:
f)=x(x2—Dx*—1D)=0=>x=0x=2,x=—-2,x=1lex=—1
Com o eixo y:
f(x)=x(x? —4)(x2—1) =0 = £(0) =0.(0%2 — 4)(0? — 1) = £(0) = 4.

62) Colher informag¢es complementares como: se existe simetria (fungio par ou
funcdo impar) e se ha periodicidade (funcio periédica);

A funcao é impar. Assim ao girar o grafico nos quadrantes 11 e 11, em torno da origem,
encontramos simetria entre os quadrantes 1 e IV. A funcado nao é periddica.

79) Esbogar o grafico a partir dessas informagoes.

Ver figura 20.3.14.

Maiximos relativos

+oc0o
Y
Ponto de inflexio

Interse¢ao
com 0 eixo x

N

[ 1.64 -1.23 \[1

o

Ponto de inflexiio'

=

Miximos relativos

Figura 20.3.14
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20.4. Pontos notaveis de uma func¢do no geogebra

Considera-se pontos notaveis de uma fungdo: os extremos, os pontos de
inflexao e os zeros da fungao. Como demonstragao, utilizaremos a fungao do
exemplo anterior.

1°2) No campo de entrada do software geogebra digite a seguinte fungdo:

flx)=x(x? —4)(x*—1).

29) Para calcular os extremos, va ao menu, clique na segunda ferramenta e na
opgdo “otimizagao” conforme a figura 20.4.1. Em seguida, clique sobre o grafico da
fungdo e o software mostrara os extremos da fungdo. Opcionalmente, pode-se
utilizar também o comando “extremo()” no campo de entrada.

39) Na mesma opgdo do menu, clique agora em “Raizes” conforme a figura
20.4.2 e em seguida clique sobre a fungdo. O software mostrara os zeros da fungéo.

49%) Para a visualizagdo dos pontos de inflexdo, digite no campo de entrada
digite: “Pontodeinflexdo(f)”. Onde “f” é a letra que representa a fungdo.

As informagdes completas estdo na figura 20.4.3. Compare-as com as
informacgdes calculadas no exemplo da se¢do anterior.

A LB o) & . 7 S,
D = N cIEE N EE S Era
» Jane A [FE
f o '{Ponta s v Jang .A Ponto 124
e G A\ Ponto em Objeto o f(x

== .2\ Ponto em Objeto
f Vincular / Desvincular Ponto ’
2" Vincular / Desvincular Ponto

>( Intersegdo de Dois Objetos <
o o > Interse¢do de Dois Objetos
= Ponto Médio ou Centro -t
.* Ponto Médio ou Centro

oZ Nimero Complexo

Zhiix
Otimizacao o2 Namero Complexo
| LB

y’\/-“Rafzes /\/ Otimizacao
Figura 20.4.1 Figura 20.4.2
» Janela de Algebra . » Janela de Visualizacao
e f(x) = x (x2 —4) (x2 —1) 6
® D = (1.64, -3.63)
@ C = (0. 54 1.42) 5
® B = (-0.54, -1.42)
® A = (-1.64, 3.63) i
® 1 =(2,0) A
® H=(1,0)
® G = (0, 0) 3
® F=(-1,0)
® E = (-2,0) 2
e L= (1.22, -1.53) ] c
® K = (0, 0)
® J =(-1.22, 1.53) 1
® M = (0, 0)
E F N H JI

Figura 20.4.1
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EXERCICIOS 20.2

1)Calcule os pontos criticos e verifique quais deles sdo extremos das seguintes

fungodes.

a)fx)=x>—4x+4 k)f(x)_1+x
b)f(x) =x*+21x+1 e

) fl)=x*—6x2+12x —1 D fx)=mn1+x?)

dYF () = [3x — 6 m) £ = in (7575)
e)f(x) = (x —1*(x—2)* n)f(x) = xex 1

f) fx) =x(x—2)° 0)f(x) = e?* —2e*
9) f(x) = 3x%/% — 4x PYF(x) = (x — D)e?*
h)Fe) =<3 Q) f(x) = x%e*

D) ) = 1+x r fx)= WZ%‘

D f(x)=ﬁ

2)Calcule os extremos das seguintes fungdes nos intervalos dados.

a) f(x) = sen2x [0,m] e)f(x) =2x — sendx [0,m]
b) f(x) = cos®x [0,2x] f) flx) = % [0,2m]

c) f(x) =senx — cosx |0,2n] 9)F(x) = In (cos(2x) [0,7]
dYf(x) =x + cosx [0,2m] h)f(x) = 2x —tg2x [0,7]

3)Calcule os intervalos de crescimento, decrescimento, concavidade, pontos de

inflexao e extremos das seguintes fungdes.
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a) f(x)=—x%—6x £ F) =
b) f(x) =x*3 —x3/3
c) f(x)=Inx—x
d) f(x) =x.ln"x

e) f(x)=e*x?

x +1

g) f(x) = nx"+1)
h) f(x) = arecsen(x?)
—2arctgx+1

D FG) = =2
i) f(x) = x— arctg(l + 2x)

4) A fungdo f{x) = (x — 3)3:
a) ( ) Nao possui ponto de inflexdo;
b) ( ) Possui somente concavidade para cima;
c) ( ) E crescente para x > 3, decrescente para x < 3 e constante para x = 3;
d) ( ) Possui ponto de inflexao em x = 3;

e) () Possui ponto maximo relativo para x = 3.

5)Marque a unica alternativa correta:



a) ( ) Se uma fungdo f é definida no intervalo ]a,b[, entdo existe um
extremo nesse intervalo;

b) ( ) Se uma fungdo [ é definida no intervalo [, b], entdo existe um
extremo nesse intervalo;

c) ( ) Se uma fungdo f é continua no intervalo ]a,b[, entdo existe um
extremo nesse intervalo;

d) ( ) Se uma fungdo f é descontinua no intervalo [a,b], entdo existe um
extremo nesse intervalo;

e) ( ) Se uma fungdo f é continua no intervalo [a,b], entdo existe um

extremo nesse intervalo.

6) Marque a Unica alternativa correta:

a) ( ) Seja uma funcdo f:D — R derivavel no ponto xqo € D, se xo € um
extremo relativo, entdo f'(x,) =0;

b) ( ) Seja uma fungédo f:D — R derivavel no ponto x; € D, se f'(x,) =0,
entdo x; é um extremo relativo;

c) ( ) Seja uma fungao f:D — R nao derivavel no ponto x; € D, entdo x, é
um extremo relativo;

d) ( ) Seja uma fungdo f:D—> R, se x, € um extremo relativo, entdo a
fungdo ndo é derivavel no ponto x, € D;

e) ( ) Seja uma fungdo f duas vezes derivavel em x;, se f'(x,) =0 e

" (xg) > 0, entdo f tem um maximo relativo em x;.

7)Calcule o ponto de minimo da funcgdo f(x) =e**~32% cujo grifico estd a

seguir. Em seguida, use a ferramenta “otimizagao”

do geogebra para confirmar. il
g g p f(w) i) e:t —32x

8)Use o roteiro do ultimo exemplo e esboce os graficos das seguintes fungdes.
Use o software geogebra para visualizar e comparar esses graficos.

a) f(x) =x5—5x d)f(x) =x+senx; 0< x < 2m

b) £(x) :x;—cl-l e)f(x)=cos’x; 0< x < 2m
1 f) f(x) = xe*

) =g 9)F ) = x(x + 1)2(x — 1)

139 |



20.5. Aplicacoes de derivada

Nesta segao, iremos estudar as aplicagoes de derivada em problemas de
otimizagdao, taxas de variagdo de uma funcdo e em solugdao de limites com
indeterminacgao.

20.5.1. Problemas de otimizacao

Neste tépico, aplicaremos os métodos estudados na segdo 20.3 sobre maximo
e minimos de fungdes. Porém, essa metodologia sera aplicada em problemas
contextualizados que visam otimizagdes, como: maximizar lucros, areas, volumes
ou minimizar custos, distancias, etc.

Esse processo consiste inicialmente em encontrar um modelo matematico que
representa a grandeza pela qual se deseja otimizar, e a partir desse modelo (ou
fungdo), aplicar os conhecimentos sobre pontos extremos ja conhecidos.

Exemplo: Uma empresa produz embalagens (caixas) em forma de
paralelepipedo a partir de um retdngulo de papeldo que mede 20cm por 30cm
(conforme a figura 1). Para montar as caixas é preciso cortar quadrados iguais em
cada canto (conforme figura 20.5.1.1 e 20.5.1.2). Qual deve ser o valor de x para
que a embalagem tenha volume maximo (caiba maior nimero de produtos) e qual

é esse volume maximo?

- 30 cm —m8»

- x
T "’3‘
20 ecm
" T
T x V
Figura 20.5.1.1 Figura 20.5.1.2

Solugao: A base é um retingulo de medidas 30 — 2x e 20 — 2x. Logo, sua area é
(30 —2x).(20 — 2x). Como a altura é x, o volume é dado por
V = (30 — 2x). (20 — 2x).x = (600 — 60x — 40x + 4x2).x = |[4x® — 100x? + 600x].
Calculo da derivada:
V'(x) = 12x2% — 200x + 600(a = 12,b = —200 e ¢ = 600).
4= b? — 4.a.c = (—200)? — 4.12.600 = 40000 — 28800 = 11200.
o 200 + 105,83

_ —b+VA  —(200)+VI1200 200+ 10583 )X T 55— 1274
T="%m Z 12 - 24 - 200 -105,83 :
X = =392

Calculo da 22 derivada para verificar concavidade (maximo ou minimo):
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V" (x) = 24x — 200.

Substituindo os valores de x" e x”":
V'(12,74) = 24.(12,74) — 200 =|105,76|
V''(3,92) = 24.(3,92) — 200 =[—105,92}

Como o valor para x’ é positivo, a concavidade esta para cima e o volume é minimo. E
como o valor para x”’ é negativo, a concavidade esta para baixo e o volume é maximo.
Assim, o valor do volume maximo é encontrado para x”’ = 3,92. Que nesse caso é:
V(x) = 4x3 —100x? + 600x = V(3,92) = 4.(3,92)% — 100.(3,92)2 + 600.(3,92) =
V(3,92) = 1056,31 cm?.
Respostas: x = 3,92 cm e V = 1056,31 cm?.
Observagio: O valor x'" = 3,92 encontrade nao é um maximo absoluto, pois o

lim V(x) = +oo, ou seja, existem outros valores para x que tornam o volume maior.
Xx—>+oo

Porém, analisando a figura 20.5.1.1, o valor de x precisa ser menor que 10. Pelo mesmo

motivo, a analise para x’ = 12,74 poderia ter sido descartada previamente.

29 exemplo: Uma fabrica deseja comercializar seu produto liquido em latas
cilindricas de 1 litro. Qual deve ser a dimensdes dessa lata para que o material
gasto para a sua confecgdo seja minimo?

Solugao: O material gasto corresponde a area total do cilindro,
isto é, area das bases mais a area lateral, que neste caso é

A = 2mr? + 2nrh. h

O volume de um cilindro é dado por V =mnr?h e 1 litro

corresponde a 1000cm?, assim

1000 r
r
Substituindo na area total, temos
1000 2000
A=2nr?+2nrh= A=2nrr?+2nr —= |A(r) = 2mr? + ——|.
r T
Derivando, encontramos
2000 4r3 — 2000
A =dnr ———=> [A'() =————|
T A

O ponto critico é

31500
4rr3 —2000=0 = r3 —500=0 = mr3 =500 = |r= ,T

Calculando a segunda derivada

12rnr?.r? — (2r). (47r3 — 2000) 47r3 + 4000
N T T oo
(r2)2

A" (T') — r3
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s o 3 "'00
Substituindo o ponto critico rr = JT, encontramos

4nr3 + 4000 _ 2000+ 4000
r3 o 500
T

= 2.

Alf(r) =
Como A" (r) = 12r > 0, o ponto critico é minimo e o material gasto serd minimo se
3 {500 n .
= | ¢m. O interessante é que a altura deve ser

1000 1000 1000 2 [500
= = = =2, |9— =21

2 ] 2 H
T (s [500) (3 [500) T
T e T r—
T T

E dessa maneira, o cilindro deve ser equilatero (altura igual ao didmetro).

EXERCICIOS 20.3

1)Como escolher dois nlUmeros reais, a e b cuja soma € S, de forma que a
soma dos seus quadrados seja o minimo possivel?

2)Encontre o ponto da pardbola f(x) = x2 que esta mais proximo de (3,0).

3)De que forma podemos inscrever um retangulo em uma semicircunferéncia
de raio r de modo que sua drea seja maxima?

4)Encontre as dimens8es de um retangulo de perimetro p de modo que sua
area seja maxima possivel. Qual seria o perimetro minimo possivel desse retéangulo
se a area fosse A?

5)Uma caixa de base quadrada e sem tampa possui volume de 108.000 cm3.
Que dimensdes deve ter a caixa de modo que o material gasto seja o minimo
possivel?

6)Uma caixa sem tampa possui como base, um quadrado de lado x, altura h e
volume fixo V. Calcule as dimensdes que deve ter a caixa de modo que o material
gasto seja o minimo possivel?

7)Uma caixa sem tampa de base quadrada precisa ser construida a partir de
2700 cm?2 de material. Que dimensdes deve ter esse caixa de forma que o seu
volume seja o maximo possivel?

8)Um cilindro circular reto sera inscrito em uma esfera de raio r. Qual o maior
volume possivel para esse cilindro?

9)Encontre o raio e altura de um cilindro circular reto de maior volume que
possa ser inscrito em um cone circular reto de raio 12 cm e altura 20cm.
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10) Apenas trés lados de uma area retangular devera ser cercada com 200
metros de cerca. Que dimensdes devera ter essa area retangular de forma que a

area seja maxima?

11) Um retdngulo deve ser inscrito em um tridngulo retdngulo com lados
13cm, 12cm e 5cm. Calcule as dimensdes desse retdngulo, posicionado em cada

caso, de forma que sua area seja maxima.

a) b)

13em 13cm,
12ecm 12em

.

5cm Boii

12) Uma empresa pretende fabricar embalagens, a partir de um pedaco
circular de um papelao de raio R, de forma que ao unir os pontos A e B, forme um
cone, conforme a figura. Encontre a capacidade maxima dessa embalagem.

B

13) Um cone de 32 cm?= de volume precisa ser construido a partir de uma folha
de papel. Calcule a altura e o raio desse cone, de forma que o papel utilizado seja
o minimo possivel.

— x5

14)Quais os pontos de abscissa em que a curva f(x) = Tx+6x3 + 1 possui
reta tangente de maior inclinagao?

15)Dois postes verticais serao fixados por um cabo de ago que vai do topo de
cada poste até o chdo, conforme a figura. Mostre que o menor comprimento para
esse cabo ocorre quando a;, = .. -

cabo

(s3] ay
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20.5.2. A derivada como taxa de variacao de uma funcao

Vimos na definicdo 6.5.1 (do volume 1) que a taxa de variacdo média ou
simplesmente taxa de variacdo de uma funcdo é dado por

Ay _y1—Yo
Ax  x, —xg

Essa taxa de variacdo coincide com o coeficiente angular da reta secante a
fungdo que passa pelos pontos (xg,Y0) e (x1,y,) da figura 20.5.2.1.

Vimos também que a derivada da fungdo no ponto x, € dado por

o fOe) — f(xo) . Ay
lim ——————— = [im —.
x1-Xg X1 — Xg Ax—0 Ax

d
Froo=2L -

E representa o coeficiente angular da reta tangente a fungdo no ponto xg,
consoante a mesma figura 20.5.2.1.
Ay

a5 da

Desse modo, a derivada de uma funcdo é o limite da taxa de variacdo

funcdo quando Ax — 0. E nessas circunstancias é denominada de taxa de variacdo
instantanea da funcdo em relagdo a x.

Coeficiente angular da reta tangente a fung¢ao

/

; Ay o o e
=limaz '“J_ — taxa de variacao instantanea
Az

e e ;ﬂh\

(1 S ——

T f(2)

Coeficiente angular da reta secante a fungao

Ay

—= — taxa de variacao média
Az

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

xZ

0 ) T

Figura 20.5.2.1

Diante dessa definicdao, opcionalmente, podemos calcular derivadas de fungdes
adicionando os acréscimos Ay e Ax aos termos y e x, respectivamente, e em
seguida, aplicar o limite Ax — 0.

Exemplo: y = x* + 2x

y+Ay = (x+A4x)?*+2(x +4x) >y + Ay = x%+ 2.x. Ax + Ax® + 2x + 24x
X4 2+ Ay = &2 + 2.x.Ax + AX® +.2% + 24x
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A
Ay = (2x + Ax + 2)Ax :A—y= 2x + 2 4+ Ax|.

X

af Ay
i el

2% exemplo: y = e*

y +Ay = ex+Ax$ex+Ay= ex+Ax:Ay= eXtix _ px

Ay x(e“x—l)
A

Ay = e¥e?* —eX¥ = Ay = e¥(e?¥* —-1)> =
Ax Ax
Ay (e7—1) of o (e?*=1) df Ay
Aax =T A O\ AT A )T e T A= T
2k

A seqguir estdo alguns teoremas importantes que relacionam de forma direta
ou indireta a derivada de uma fungdo (a taxa de variagdo instantdnea) e a taxa de
variagdo média.

Teorema 20.5.2.1 (Teorema de Rolle®): Seja uma fungdo f continua em
[a,b] e derivavel em (a,b) e f(a) = f(b), entdo existe ao menos um ponto x, €
(a,b) tal que f'(x) =0.

Esse teorema é uma consequéncia concomitante do teorema 20.3.3 (tecrema
de Fermat) e do teorema 20.3.1 (teorema do valor extremo), anteriores.

Teorema 20.5.2.2 (Teorema do valor médio de Cauchy'®): Suponha que
f e g sejam continuas em |[a, b] e derivdveis em (a,b), sendo g’'(x) # 0 para todo x
friey  r—fla)
g1(©)  gb)-gla)

em (a,b). Entdo, existe um nudmero ¢ em (a,b) tal que

Demonstracao:

Consideremos a fungao h(x) = [f(b) — f(a)].g(x) — [g(b) — g(a)].f(x) continua
e derivavel no intervalo (a,b). Como h{a) = h(b) pelo teorema de Rolle (20.4.2.1)
existe ao menos um ponto ¢ € (g, b) tal que h'(c) = 0. Dessa forma:

() = [f(B) = f(@].9'(x) — [9(B) — g(a)]. f(x)

Como A'(c) = 0, substituindo temos:

R'(c) = [f(b) — f(@)].g'(c) — [g(b) — g(@)].f'(c)
0= [FB) — F(@1.9'@) — [gh) — g (@1 () » T2 - Lo,

 Michel Rolle (1652-1719)
10 Augustin-Louis Cauchy (1789-1857)
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Teorema 20.5.2.3 (Teorema de Lagrange?! ou teorema do valor médio-

TVM): Seja uma funcgdo f continua em [a,b] e derivavel em (a,b), entdo existe ao

a
menos um ponto xy € (a, b) tal que f()—f() = f'(xq).
Demonstragao:
10 caso: f(b) = f(a).
fb)—f(a) :
Neste caso T = 0 e pelo teorema de Rolle existe ao menos um ponto

X9 € (a,b) tal que f'(x) =0.
20 caso: f(b) = f(a).
Consideremos a fungao

b —
96 = £ — f - LO @ g

continua e derivavel no intervalo (a,b). Sua
derivada é

f) —fla)

g =F0—

Figura 20.5.2.2

Uma vez que g(a) = g(b) =0, o teorema de Rolle nos garante que existe ao

menos um ponto xg € (a, b) tal que f'(x) =0, isto é

b) — b) —
g = oo LOTD o WO ZTD_ ey

Completando a prova. A interpretacdo geométrica estd na figura 20.5.2.2.

Um excelente exemplo da aplicagao do teorema de Lagrange, encontramos na

cinematica (em fisica). Na cinematica, denomina-se de velocidade média de um

L 5 AS
percurso, a taxa de variagao meédia v,, =37 e de P

velocidade instantdnea ou simplesmente de 5(b)

velocidade v, a derivada do deslocamento em

AS
relagdo ao tempo v = llm T

o teorema de Lagrange, que um objeto em

Isso significa, segundo S'(c) =

movimento partinde de um ponto t = a a um ponto

t = b, terd em algum instante t = ¢, uma velocidade

i
i
1
i
i
i
b

1
I
1
1
i
1
|

c

instantdnea v igual a velocidade média v,,. Ver
figura 20.5.2.3.

Além disso, como a velocidade instantdnea v é dada em qualquer instante ¢ ao

Figura 20.5.2.3

longo do percurso, para obté-la basta derivar a funcdo de deslocamento S ou a
equacdo horaria dada.

11 Joseph Louis Lagrange (1736-1813)
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Exemplo: A férmula do deslocamento de um objeto em movimento
uniformemente variado (MUV) na cinematica é dado por
2

a
S:SO+V0.t+ > -

Sua derivada em relagdo ao tempo equivale a velocidade v do objeto é

S'=|lv=vy+a.t|
Essa é a férmula da velocidade bastante conhecida do ensino médio, presente
nesse tipo de movimento. Vale ressaltar que a derivada da velocidade (ou a segunda
derivada do deslocamento) corresponde a aceleragao a. E a derivada da aceleragao

em relagdo ao tempo é nula, pois nesse tipo movimento a aceleragdo é constante.

20.5.3. A derivada e as taxas de variagio de uma funcgdo
polinomial

Nesta subsegdo, estabeleceremos uma conexdo entre as derivadas sucessivas
e as taxas de variagdo média de fungbes polinomiais.

e Fungdo afim y = ax + b (ou fungao polinomial do 1° grau):

y=ax+b = y+Ay=alx+Ax)+b = y +Ay=ax+aAx+b=

o~
ax+b

Ay_

ax+b+Ay=ax +alAx +b = Ay =alx = Ax_a

dy Yy B dy
_— = —_— ) — =
dx xinxq; Ax dx ¢

A taxa de variacao média da funcao afim e a sua derivada sao
equivalentes.

Detalhes sobre o célculo da taxa de variagdo média dessa fungdo pode ser
encontrada na segdo 6.5 na unidade sobre fungdo afim (volume 1).

+ Fungiao quadratica y = ax? + bx + ¢ (ou fungio polinomial do 2° grau):
y=ax?+bx+c = y+Ay=a(x+Ax)2+ b(x +Ax)+c =
ax®+bx + ¢+ Ay = a(x® + 2xAx + (Ax)®) + bx + bAx + ¢ =
ax?+ bx+c+ Ay =ax®+ 2axAx + a(Ax)>+ bx+ bAx +¢c =
Ay = 2axAx + a(Ax)® + bAx = Ay = (2ax + b)Ax + a(Ax)” =

A
ﬁ = (2ax + b) + aAx [(1).
d A d. d’
Perceba que—y= lim—y= — = 2ax + ble —{: 2al
x—xg Ax dx dx

Azy) . ]
R a partir de (1):

Calculando a segunda taxa de variagao
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i 4 A_y_A_’}/’ ' F
Aty Ax _ Ax  2ax+b+alx — (2ax'+b+alx’)

(8x)% Ax Ax’
Axr
2a (x —x") + a(Ax — Ax") A%y a(Ax + Ax")
Ax' = (Ax)2 Ax' i

A segunda taxa de variagdo média depende das variacgdes de Ax e Ax’, porém
se as abscissas estivemn em progressdo aritmética (ver segdo 7.6), temos Ax = Ax’
e assim

oy =2a
(4x)? ’

dZ
O que corresponde a segunda derivada: o 2a.

A segunda taxa de variacdo média de uma funcdo quadratica (para
abscissas em P.A) e sua segunda derivada s3ao equivalentes.

Detalhes sobre o calculo das taxas de variagdo dessa fungdo, inclusive sobre
como calcular a segunda taxa de variagdo, pode ser encontrada na segdo 7.6 na
unidade sobre fungao quadratica (volume 1).

e Fungido cubica y= ax®+bx?+cx+d (ou fun¢ido polinomial do 3°

grau):
y=ax3+bx?+cx+d = yv+Ay=a(x+Ax)3 +b(x +Ax)2+c(x+Ax)+d =
A
ﬁ = (3ax? + 2bx +¢) + (3a + b)Ax + Ax2.

AZ
Calculando a segunda taxa de variagao ((ij)’z) e considerando Ax = Ax’
(abcissas em P.A), encontramos

Ay Ay

A%y Ax T Ax (bax+2b)Ax' A2y
= = = =6 2b|.
(4x)*? Ax' Ax' (4x)? ax+
Ay
Calculando a terceira taxa de variagao: (A_x)* = 6al

3

O que corresponde a terceira derivada da fungdo cubica: d_}; = 6a.
X

Assim concluimos:

A terceira taxa de variagao de uma fungao polinomial do 3° grau (para
abcissas em P.A) e sua terceira derivada sao equivalentes.

Diante desse contexto, se as abcissas de um conjunto de dados (ou tabela)
estiverem em P.A e a terceira taxa de variagao for constante, significa que a fungao

que melhor se ajusta aos dados, € uma fungdo polinomial do 3° grau (a reciproca

dessa afirmagdo é também verdadeira, porém ndo apresentaremos a prova).

Considerando uma fungdo na forma f(x) = ax® + bx? + cx +d, temos
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INTEGRAL

Ay
(4x)?

a3y

===

Exemplo: Os dados a seguir foram coletados de um trabalho de modelagem
matematica envolvendo duas grandezas.

) 0 2 4 6 8
(v) 1 3 25 115 321

10
691

Qual a fungdo que se ajusta aos dados?
Solucgao: Vamos calcular as taxas de variacio e verificar qual modelo matematico

que se ajusta aos dados.

x 0 2 4 6 8 10

v 1 3 25 115 321 691

A 3—1 25-3 115—25 321—115 691—321

= | -[==1 =11 |[—— = 45|———— = 103]———— = 185
Ax 2-0 4-2 6—4 8—6 10-8

A%y 11-1 45-11 103—45 185—103
—| - - = S1F | —— =28 |——— =41
(Ax) 4-2 6—4 8—6 10-8

Aty — 17-5 _ 29-17 _ 41-29 _
Ax)? | — = 6—4 8—6 10-8

Como a terceira taxa de variacio é constante, temos que a funcio que se ajusta aos

dados é uma func¢io polinomial do 32 grau, que na forma f(x) = ax® + bx? + cx +d tem-

Ay
-
sea = z —6—1.

Para calcular b, ¢ e d, vamos substituir na func¢io f(x) = x3 + bx? + cx + d, trés

pontos (de livre escolha).

1, temosem f(x) = x®+bx?+cx+dquel=d=[d= 1]
3, obtemos

Parax = 0ey =

Parax = 2ey =
3=234b.224+¢c.2+1=4b+2c= —6= |2b+c= —3|

Para x = 4 e y = 25, obtemos

25=4%34+b.42 +c.4+1=>16b+4c= —40= [4b +c = —10|

. (2b+c= -3
Resolvendo o sistema: 4b 4 c— _10.Encontramos
{Zb—l—c:—S e—1) _[—2b—¢= +3
4b +c = —10 4b+c = —10
2b = 7 >[b=—38lec= —3+7 =[c=4]

Assim, |f(x) = x%—3,5x% +4x + 1}

Faca os testes e verifique que a func¢éo representa os dados.
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¢ Funcgao polinomial de grau n:

De uma forma geral, a n-ésima taxa de variagdo média de uma fungdo
polinomial de grau n, para abcissas em P.A, equivale a sua n-ésima derivagdo
sucessiva.

Demonstragao: Vamos demonstrar inicialmente que

Ay dy X
TN + (expressio). Ax.

Seja uma fungao polinomial na forma
YV =0px" + Ap_1 x4 Hayx? + a,x + ag.

[y + Ay = @, (x + Ax)* + @y (6 + AX)P T+ + Ay (x + Ax)? + Ay (x + Ax) + do| (D).

Utilizando o bindmio de Newton (ver segdo 15.2), dispomos de
1 T T T T
T n ] n—1 1 n—2 2 n—>3 3 0 n
(x + Ax)" = (O)X Ax —l—(l)x Ax +(2)x Ax +(3)x Ax +...+(n)x Ax

n n
n_ ,n n—1 n—2 2 n—3 3 n
(x+Ax)" = x™" +nx Ax+(2)x Ax +(3)x Ax+... +Ax

n 1l
N — 1 n—1 n—2 n—3 1 n—2 2
(x + Ax)" = x™" + nx Ax+((2)x +(3)x Ax'+.. +Ax ).Ax .

Aplicando de forma analoga aos demais termos, encontramos

(x +Ax)" 1= x4 (n—1)x" 2Ax

n—1 n—1
—l—(( 5 )x”*3+( 3 )x”*‘*Ax1+...+Ax"*3).Ax2

(x + Ax)! = (x + Ax).

Substituindo em (1), obtemos
¥

Y+AY = apx™ + anp_1 X"+t azx? +agx +ag +

+na,x" 1Ax + (n—1)a,_1x" 2Ax+...+ a,Ax + (expressio). Ax2.

Dividindo tudo por Ax:
4y _ n—1 n—2 -
—— = na,x +(n—Da,_1x +...+ a, + (expressio).Ax.

Ax dy
dx

Como as abcissas estdo em P.A, Ax = Ax' e a segunda taxa de variagdo é
Ay Ay dy dy
A%y _Ax " Ax _dx_dx _ ¥
(Ax)? Ax’ Ax’ dx?
Aplicando esse processo n reiteradas vezes, concluimos que

+ (expressio).Ax’.

A" dn

(Ax;/” = dx;’): + (expressio). Ax(m—1)
Ay gy A A
(Ax)"  ax@-Drs0 (Ax)™ dxn|
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20.5.4. Taxa relacionadas

O objetivo deste topico € encontrar a relacdo entre as taxas de variagdo
instantdneas de grandezas que estdo associadas por meio de uma expressao
matematica. Essa relacdo é denominada de taxas relacionadas.

Exemplo: Um tanque estd sendo enchido com agua por uma torneira que
possui vazao de 1/2 litro por segundo. Qual a taxa de crescimento do volume de
agua?

2 1
Solugao: E imediato que a taxa de crescimento é a propria vazao de = litros/s. Em

termos de func¢ao, o volume do tanque pode ser dado por V(t) = %t e essa taxa de variacao

corresponde A sua derivada. Como 1 litro = 1000cm?3, temos i—‘; = 500cm3/s|

2° exemplo: Supondo que o tanque do exemplo anterior seja cilindrico de raio

r =1 metro e altura h. Qual a taxa de variagdo da altura h da agua?
Solugao: O volume de um cilindro é dado V = 7rr2. h. Derivando ambos os membros

da equacao em relacao ao tempo t e observando que o raio r é constante, temos

V =mri ho= d—V:n.(100cm)2.ﬂ =
dt dt

500cm® (10000¢m?) dh = dh 1
= cm T I —Zoncm/s.

Perceba que a taxa de variagdo da altura é a velocidade pelo qual o liquido

sobe no tanque. E de uma forma especifica, algumas taxas de variacdao aplicada em
uma grandeza pode resultar em outra grandeza (fisica) ja definida, como:
velocidade, aceleragao, vazao, etc.

3° exemplo: E se o tanque anterior for um cone invertido de raio r = 1 metro

e altura h = 5 metros? Qual a taxa de variacdao da altura h da agua quando essa

medir 3 metros?
Solugao:

Utilizando a semelhanca de tridngulo na figura 20.5.4.1,

encontramos ‘
r R R @
m

Ul ||

Substituindo na férmula do volume do cone, dispomos de 5

Pl p o e ST P
== sl = == =) = == .
37 3 ( ) 7E

5
Derivando em relacio ao tempo t, temos
V_l h3:dV_1 2dh:>dh_25 av _
75" de 257" ar  |[de w2 ar| Figmea) 341

av
Como e 500cm3/s e h = 3m = 300c¢m, finalizamos com

151 |



dh 25 dV 25 12500 dh 5

). SR TR - Rew. Y ¥ .
gt = mhE gr 7D Go0n0E gt gEm

Observagio: Ao contrario do exemplo anterior, nesse caso, o raio nao é constante, e

desse modo, a velocidade (ou a taxa de variagao) pelo qual o liquido sobe, diminui na

4° exemplo: O comprimento ¢ de um retdngulo aumenta a uma taxa de
1lcm/s, enquanto a sua altura A diminui a uma taxa de 2cm/s. Quando o
comprimento mede 4cm e altura mede 5cm, quanto esta variando?

a)A area desse retdngulo lem/s
—

Solugao: A taxa de variaciao de ¢ em funciao do

‘ 2em/s

dc
tempo t é ™% 1lcm/s. A taxa de variacido de h em

-

dh
funcado do tempo t é s —2cm/s.

dA
Calculando a taxa da area — a partir da férmula da area, encontramos

dA dc dh dA dA
A=ch=s — = —h+—c> — =15—-24=5—-8=> |—

" 2
dt dt dt dt dr il

b)O perimetro desse retangulo

ap
Solugao: Calculando a taxa de variacido do perimetro =
P B S e Bt 5 T o R B | e
= = —_— = 2, — — B — = P22 2 =2—4 = =
‘ dt dt " “dr T de dt e

50 exemplo: A proliferacdo de uma praga em uma plantagdo cresce

exponencialmente de acordo com os dias (t) e segundo a funcdo Q(t) = 200e%2¢.

Qual a taxa de crescimento das pragas no 20° dia?

Solugao:
aaq dQ
= 0,2t - 0,2t sl 0,2t
Q(t) = 200e = —== 2000,2.e = |=-=10.e
Parat = 20, temos
d d
d—f = 40.2%2:(20) = 40, ¢%* = d—? = 2184 pragas por dia)

Suponha que a proliferagao dessa praga se dé de forma circular e o raio esteja
crescendo a uma taxa de 3 metros por dia. Qual a velocidade do crescimento da
area quando esse raio for de 50 metros?

Solugao:

A =mr? 08 LN 314§6dré“dt B,
=TT :>dt— n:r.dt = ar — 23 . . = F m* /dia
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EXERCICIOS 20.4

1)Calcule a derivada das seguintes fungodes utilizando o limite da taxa de
variacdo (Alimoi—i'). Dica: Siga os passos dos exemplos da subsegdao 20.5.2.
a)y = x*—3x+2 Ay =a*
b)y = senx d)y = Inx

2)Encontre a fungdo cubica que se ajusta aos dados das tabelas a seguir.

a)
x -4 -2 0 2 4 6
y 64 8 0 -8 -64 -216
b)
x 1 4 7 10 13 16
y -6 75 534 1695 3882 7419

3)Ao0 buscar uma fungao de ajuste aos dados de uma tabela, cujas abscissas
estdo em P.A, foi encontrada a seguinte fungdo polinomial f(x) = 3x5 — 2x* + 10.
Qual o valor da 52 taxa de variacao dessa tabela?

4)YUm movel descreve uma trajetdéria conforme a fungao horaria: espaco (m)

x tempo(s), dada por S(t) =5t3>—2z+ 10. Qual a velocidade desse mdvel no
instante t = 2s?

5)O grafico a seguir mostra a evolugdo dos pregos da saca de 60 quilos do
milho em reais, comercializada em Campinas (SP), em valores nominais. Utilizando
os precos da tabela a seguir, encontre uma fungao que se ajusta ao dados e em
seguida, estime um valor para o preco da saca de milho em Setembro?

29,00

27,00

25,00

23,00 f(@)
21,00

19,00

17,00 {50009 o

15,00 +— — — —
LsadasT"TaCwWwOoZO u.zqz"""qzn

jan/06
janj07

Fonte: Cepea - Esalq/USP
Elaboragdo: Equipe AgnPoint

Fonte adaptada: (BEEFPOINT, 2007)
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x (més) 4 5 6 7 8 9
y (R$) 16,75 17,00 17,25 19 28,78 i

6)Um tanque esta sendo enchido com agua por uma torneira que possui vazdo

1
de 6 litro por segundo.

a)Se o tanque for cilindrico de raio r = 2 metros, qual a taxa de variagdo da
altura h da agua??

b)Se o tanque for um cone circular invertido de raio 1 m e altura de 4 m,
qual a taxa de variagdo da altura h da agua quando essa medir 2 m?

¢c) Se o tanque for um paralelepipedo de base medindo 2 m x 5 m, qual a

taxa de variacdo da altura h da agua?

7) Se o comprimento de um retangulo esta crescendo a uma taxa de 2cm/s e
sua largura a uma taxa de 3cm/s.
a) Quao rapido sua area estara aumentando quando o seu comprimento for
de 10 cm e sua largura 15 cm?
b) Quao rapido seu perimetro aumenta?
c) Qual a taxa de crescimento da diagonal quando o seu comprimento for
de 12 cm e sua largura 5 cm.

8)A area de um tridngulo estd aumentando a uma taxa de 2cm?2/min enquanto
a sua base estd diminuindo 1cm2/min. A que taxa a sua altura estara variando
quando a area for de 20cm?2 e a base for 4cm?

9)Um baldo esférico estd sendo inflado a uma taxa de 4cm3/s. Qual a taxa de
crescimento da area da superficie quando o raio desse baldao mede 8cm?

10)Uma escada com 13 m de comprimento esta apoiada em uma parede
vertical e um solo plano. Se a escada desliza, afastando-se da parede a uma taxa
de 2m/s, a que velocidade v o topo da escada esta escorregando para baixo, quando
a base da escada esta a uma distancia de 12m da parede?

Pag. 137
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11)0 preco de um produto é ajustado, segundo a uma taxa de inflacdo anual
i, por P(t) = Po(1+i)t, em que P, é o preco inicial e t é o tempo em anos. Supondo
uma taxa de inflagcdo anual sempre constante, calcule a razdo entre o preco
atualizado e sua taxa de crescimento em qualquer tempo t.

12)Café esta sendo derramado a 5ml/s em uma xicara em forma de tronco de
cone com didmetro superior de 6cm, didmetro inferior de 4cm e altura igual a 6cm.

Calcule com que rapidez esta subindo o nivel do café, quando este estiver a 1cm da

borda da xicara. Use m =3,14. 6em

~— 4cem >

20.5.5. Regra de L'Hospital

Encerramos aqui as aplicagdes de derivada com uma fascinante ferramenta
denominada de regra de L'Hdéspital'?. Essa regra resolve limites de funcdes com
indeterminagdes do tipo 0/0 ou o/ de uma forma muito pratica, utilizando a
derivada. Vamos a regra.

Regra de L'Héspital: Suponha que f e g sejam derivaveis e g’(x) =0 em um
intervalo aberto I que contém a (exceto possivelmente em a) e, suponha ainda que,

limf(x)=0 elimg(x)=0 ou que limf(x) =+ e lim g(x) = +oo.
x—=a x—=a X~ x—a

0 [e'e}
Havendo uma indeterminacao do tipo & ou o entdo

i L0 _ 100
x—»ag(x) x—»ag’(x)-

Demonstracgdo: Se f e g sdo continuas, e limf(x) =0 e limg(x) =0, entao
X— x—a
limf(x)=f(a)=0e limg(x) =g(a) =0.
XL x=a
Pelo teorema do valor médio de Cauchy, existe um numero y (a <y < x) tal

I _ fe-r@
g gx-gla)

_ _ ; fG) _ o F1(0)
como f(a) = g(a) =0, concluimos que ,lflq}q(x) ;lc%g'(x) :

Se a é infinito, podemos considerar y = 1/x o que equivale a x = 1/y, ou seja,

y =0+ f% %, temos
€O N (€2 BN M € V5O Guk Vo 40 NN i €V, DN W €3,
e g(x)  yoor g(1/y) | yoor g'(1/y). (—1/9) y=0tg'(1/y)  x—c0g'(x)

12 Guillaume Frangois Antoine — Marqués de L Héspital (1661-1704)

155 |



Exemplo: Calcule os limites aplicando a regra de L'H&spital.

a) Ii x%—9
xlf:}' x—3

0
Solugao: Como ha uma indeterminacdo do tipo =’ podemos aplicar a regra de

L’'H6spital derivando a funcdo do numerador e do denominador.

eX—1

b) iim
x—0 X
_ 0
Solugao: Como ha uma indeterminacdo do tipo o aplicaremos a regra de L'H&spital

derivando a fun¢ao do numerador e do denominador.

. ¥l .ex . op¥e=l
lim——s—=lim—= |[lim——— = +co|
x—0 A x—0 3x x—0 A

. XCOSX—Senx
c) lim———————
x—=0 X

0
Solugao: Ha indeterminacdo do tipo a aplicando a regra de L'H6spital.

. XCcOSx — senx . COSX —Senx.x — CoSx . —senx.x
lim = =lim = = lim————
x—0 % i x—0 3x x—0 3x
1
——
—senx 1”7  senx . XCOSXx — senx 1
lim—— = —=1lim =|lim———————=—7}|
x>0 3x 3x50 Xx x>0 X 3

S
d) lm Zx (n>0)
(o]
Solucg3do: Ha indeterminacio do tipo —. Aplicando a regra de L’Hdspital, temos:
(ee]

- . nxn—l : " ;
lim — = lim —s— . A indeterminacdo persiste.
x—+oo X x>t eX

Aplicando mais uma vez a regra:

lim
x—+coo

n—2
n(n—1)x . . ! i x
(—,)( . Aplicando n vezes, temos: lim ——=0=| lim == 0|

e x—+owo € x—+oo €

Utilize o método tradicional para resolver os limites dos itens a) e b) e compare
os resultados. Perceba ainda a dificuldade em resolver, sem a regra de L'H6spital,
os demais itens.

Embora a regra de L'Héspital se aplique somente a indeterminagdes do tipo 0/0
ouU =/, podemos utilizar alguns recursos algébricos de forma a tornar outros tipos
de indeterminagdo em um tipo em que a regra se aplique.
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INTEGRAL

29 exemplo: Calcule os limites aplicando a regra de L'H&spital.

a)lim(x—1).in(x—1)
x—1+
Solugdo: Observe que é um tipo de indeterminacio na forma 0 xw e, desse modo,

nao podemos aplicar a regra imediatamente. Entretanto,

lim (x = 1).In (x— 1) = lim (M}

x—1%

=1

oo
0 que nos da indeterminacao do tipo—. Aplicando a regra de L'Hépital, encontramos:
oo

. i (DR _ . =
Ho —m(m g - manb bl T )

Para as indeterminacfes em forma de poténcia lim f(x)9*), como 0°, x®e 1%,
xX—=a
utilizamos uma varidvel dependente y e, em seguida, “logaritmamos” ambos os
membros da equagdo usando o logaritmo natural. Da seguinte forma:

¥ = £ = Iny = In(F(x)99) = [Ilny = g(0).In G D]

b) lim x5~
x—0+

Solugao: Observe que é uma forma indeterminada 09 e ndo podemos aplicar a

regra diretamente. Vamos utilizar o recurso algébrico proposto, fazendo y = x5,

Iny = In(x°°™) = |lny = senx.lnx |

lim x*°"* = | lim Iny = lim senx.Inx |(1).
x>0t x>0t x—0+

E uma Indeterminacido do tipo 0.« e nio podemos aplicar a regra de L’Hspital.

Fazendo:
. . Inx
lim senx.lnx = lim
x—0+ x—0+ 1
senx

0
Dispomos de uma indeterminagéo do tipo o Agora sim, aplicando a regra, obtemos:

. Inx . 1/x . —sen’x
lim = lim = lim )
r—o+ 1 x—o0+t —l.cosx x50% x.cosx

senx Senx2

A indeterminacdo persiste. Aplicando a regra novamente:

—sen®x . —P . SeNA_COSK i —2.5en2x

im —= lim ————= lim ——m =
x—0% X.cosx x—0F COSX — X.Senx x-0% cosSXx —Xx.senx

Substituindo em (1), temos
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xlgga Iny = xlgz)i*_ senx.Inx =0 .Logo,xlggg_ Iny = 0.

Se x = 0t,entdo vy — 1=|lim x5™* = 1|
x—0"

c) lim(1 + x)1/*

Solugao: E uma indeterminacéo do tipo 1®°. Fazendo y = (1 + x)'/*, temos

in(1+x
Iny = In(1+x)¥* =|iny = % (1).
0
ling iny = lingw = Indeterminacéo do tipo = Aplicando a regra

In(1+x) . 1
m————- =lim

x—0 x x~>01—|—x:1.

Em (1), se x = 0 entdo Iny =1 =y — e. Isso nos dé|lirr&(1 + x)M* = e|.
=

EXERCICIOS 20.5

1)Calcule os limites aplicando a regra de L'H&spital.

2__ Inx
; x“—1 i il
&)l (ﬁ) D iy
. fax?—1 m) xli:gg x. Inx
b) ffff ( 2x—1) -
2 n) tim (%)
2 x—+eo \X
¢) lim —3x"—11x+14 5
x—1 x2—2x+1 o) lim (%)
g o <
x*—9x+42 li
1 i N iminx.ln(x—1
d)ilin%( T ) p)}ﬁ1+ ( )
n__ : 1/x
ey lim (5= : P
i —
x r) Llim(1 + 2x)~2/%
f um(S2) %0
xr—0 \Senx S) lm%(l + x2)1/x
., senax x=
9) ilf(} (senbx) t) Lim(x + e*)\x
. tgx) 1
2R e u) li?g“;(m *
x—
; : tgx
I) lim tgx
x—0 x
sen(x—%) 2
i) lim (—nz) i (m)
X x_? W) xli"gk X
K) Iim (BT x) lim (1 + senx)'/*
X7 X—1 x—-0
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2)Calcule os limites aplicando a regra de L'Hdspital.

i X 1
a)il_rfll x—1 _m) d)izr& x er— 1)
_ e) lim (e?* — 1)*
b)xl_LEi+ >  22—3 x—>0+( )
i 1 COSX fna
c) lim ( — ) f) le x \I+nx
x—0 \X X -0+t

| EXERCICIOS DE APLICACAO 20.6

1)O grafico a seguir mostra a evolugao dos pregos da saca de 60 quilos da soja
em reais, comercializada no Parana, em valores nominais. Utilizando a modelagem
matematica encontrou-se no periodo de maio a agosto de 2007 (x =5ax = 8), uma

3
fungdo de ajuste f(x) = 27 + ,;C—O

40,00

'v‘3 -5
a)Qual o valor do prego que se jzsz flz) =27+ — /A
pode projetar para o més de setembro 34,00 rm \\
N B
de 2007, a partir dessa funcdo? jszz L
I ~/ e
28,00
A’ \ ’/p—v'
b)De acordo com essa fungdo, os zjzz

msq‘z*ﬁ«mozwguzqeﬁﬂqfn

precos a partir de setembro de 2007
serdo sempre crescentes?

jan/o6 |
Jan/

Fonte: Cepea - Esalg/USP
Elaboragdo: Equipe AgriPoirt

Fonte: (BEEFPOINT, 2007)

2)A funcdo D = 25x% — 16x% + 3x + 1 relaciona para um dado tipo de manejo,
a densidade volumétrica D do solo (mg /m3 ) com diferentes alturas x (m) do perfil
do solo. Diante das informacdes, utilize vV31 = 5,57 e calcule:
a)0 valor maximo de D e a altura x em que isso acontece;
b)O valor minimo de D e a altura x em que isso acontece;
c) O intervalo de decrescimento da fungdo D;
d)O ponto de inflexao.

3)Uma empresa agroquimica pretende confeccionar tanques cilindricos de 100
litros para a venda de pesticidas. Qual deve ser as medidas dessa tanque (raio e

altura) se o material gasto para confecciond-lo deve ser o minimo possivel?
4)Um fazendeiro pretende cercar com 800 metros de cerca, uma area

retangular as margens de um rio reto. Se ele ndo pretende cercar o lado as margens
do rio, qual deve ser as medidas dessa area para que ela seja maxima?
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Rio

5)Manejo de pastagem € um conjunto de agdes que visa obter do rebanho a
maior quantidade de carne e leite que o animal pode produzir por area, sem afetar
o desenvolvimento da forrageira e a qualidade do solo. Um dos modelos utilizado é
o sistema de pastagem rotacionado, em que consiste em uma pastagem subdividida
em areas menores que sao utilizados um em seguida do outro, determinando

periodos de ocupagdo e descanso da pastagem.
Fonte: (EMBRAPA, 2019)

a)Um pecuarista deseja adotar esse sistema de pastagem. Para isso, pretende
cercar um campo retangular de 1 ha (10.000 m?2) e em seguida dividi-lo ao meio
por uma cerca paralela a um dos lados. Como fazer isso de modo que os custos da
cerca seja o minimo possivel?

b)Outro pecuarista pretende cercar um mesmo campo retangular de 1 ha
(10.000 m?2), porém, ira dividi-lo em quatro partes iguais utilizando duas cercas,
com cada uma paralela a cada lado da cerca. Como fazer isso de modo que os
custos da cerca seja o minimo possivel?

c) Mostre que se um campo retangular de 10.000 m2, for dividido em n partes
iguais e n for um quadrado perfeito, entdo o campo precisa ser um quadrado de

lado 100m, para que os custos da cerca seja minimo.

6)Um suinocultor dispde apenas de R$ 2400,00 para cercar um lote para
criagao de porcos.
a)Se o metro linear da cerca custa R$ 15,00, quais as dimensdes desse lote,
supondo-o retangular, para que sua area seja maxima?
b)Para o mesmo custo de metro linear, é mais vantajoso para o suinocultor
optar pelo formato retangular ou circular do lote?

7)0 peso médio de 20 novilhos de uma fazenda é de 300kg. Estudos indicam
que o peso médio fica reduzido em 7,5 kg por cada novilho acrescentado. Quantos
novilhos devem ser acrescentado para que o peso médio seja maximo?

8)Uma calha deve ser projetada para uma maquina transportadora de graos.
Sua confecgao é feita a partir de uma lamina retangular de 60 cm de largura. Se a
ldmina deve ser dobrada a uma distdncia x de ambas as bordas da largura, calcule:
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a) O valor de x ideal, na figura ao lado, para que a calha transporte o maior

volume de graos?

60 — 2z

b) O valor do angulo @ para que a calha trapezoidal da figura a seguir,
transporte o maior volume de graos?

20cm

9)0Os dados a seguir foram coletados de um trabalho de modelagem
matematica aplicada em um cultivo de alface, fazendo um comparativo entre os
valores da massa média das mudas do experimento de acordo com o tempo (idade).
Tempo (dias) 16 36 56 76 96
Massa média das mudas 3,072 6,592 | 42912 88,032 117952

Fonte adaptada: (HERRMANN, KINETZ e ELSNER, 2019)
a)Qual a fungdo cubica de ajuste para esse experimento?

b) Explique por que a 3@ derivada equivale a 32 taxa de variagao da funcao
de ajuste desse experimento?

10)A implantagdo da cultura do feijdo no sistema de plantio direto vem
crescendo em todo territério nacional, entretanto, o plantio direto exige uma
adubagdo nitrogenada diferenciada, tornando-se necessario buscar mais
informacgoes a esse respeito. Com o objetivo de verificar o efeito da aplicagcdao de
diferentes niveis de nitrogénio (0, 30, 60, 90, 120, 150) com uma cobertura vegetal
de milho + mucuna-preta, obteve-se as seguintes relagdes com o nimero médio de

graos por planta:

Niveis de
adubacio (kg ha™1) 0 30 60 90 120 150

Média do nimero 50 61,1 57,08 47,66 42,56 51,5
de grios

Fonte adaptada: (SILVA, 2002)
a)Qual a funcao que se ajusta aos dados?

b)Qual o valor maximo da média do numero de graos e em que nivel de
nitrogénio isso ocorre?
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11) Avaliando o efeito de doses de potassio (k) nas plantas de uma cultivar
feijoeiro, somente a quantidade de Mg foi influenciada significativamente pelas
doses de potéssio, ajustando-se a fungdo clbica Mg = 0,0001k3 — 0,0388k2 +
4,0678k — 109,14. Calcule o valor maximo de Mg e para qual valor de k isso

acontece?
Fonte: (THEODORO e MARINGONI, 2006)

12) Em um trabalho de pesquisa objetivou-se modelar a absorgao de nutrientes
na mandioca submetida a doses de nitrogénio ao longo do ciclo produtivo. O teor
de nitrogénio coletados na folha da mandioca em fungdo de épocas de avaliagdo
(DAE) estdo a seguir:

épocas de
avaliagio (5N 120 150 180 210 240 270

Teorde N (g kg™ D) 29.856 | 25,875 | 28464 | 33,807 | 38448 | 38391
Fonte adaptada: (SANTOS, 2013)

a)Qual a fungdo que se ajusta aos dados?
b)Qual o valor maximo de teor de N e em que época de avaliagdo isso

acontece?

13)Grdos de soja caem de uma calha de escoamento diretamente em um silo
cilindrico de raio 5 metros. Se os grdos caem a uma taxa de 5m3/min, qual a taxa
de crescimento da altura dos graos no silo?

]
3
&
£ P
A
[

14)0O crescimento de uma planta é dada h(t) = —=, onde h(t) € a altura em

metros e t € o tempo (em meses). Calcule:
a) A taxa de crescimento da altura em 2 meses.
b) O limite de altura atingida pela planta.

15)Um tronco de uma arvore de 8 metros de altura projeta uma sombra que
move-se com velocidade constante de 1,6 cm/s, conforme a figura. Qual a
velocidade com que o &ngulo 8 aumenta quando a sombra estd a 4m do pé da

arvore?
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V =1,6em/s

16)Graos de milho caem de uma calha de escoamento no chdo formando uma
pilha cOnica equilatera (diametro igual a altura). Se na altura de 2 metros a pilha
cresce a uma taxa de 0,5m/min, nesse momento, qual a taxa de escoamento desses

graos?

17) Dois agricultores estdao pintando a cerca de um terreno retangular. Ambos
0s agricultores partem pintando do canto do terreno, com velocidades de 3m/min
e 4m/min, respectivamente. Qual a taxa de variagdo da distancia d no momento
em que ambos estdo a 40m e 30m, respectivamente, do ponto inicial?

18)Em um trabalho realizado para modelar a area foliar de feijdo de porco
determinada por fotos digitais, encontrou-se a funcdo poténcia: A(x) = 3,7x%?, onde
A(x) é a area foliar e x é o produto do comprimento com a largura do limbo do

foliolo central da folha. Qual a taxa de crescimento da area foliar para x = 10?
Fonte adaptada: (TOEBE, FILHO, et al., 2012)
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19)A taxa de inflag8o anual é de 4% ao ano e o prego de qualquer produto é
dado por P(t) = P,(1,04)t, onde t € o tempo em anos e P, € o prego inicial. Supondo
a taxa de inflacdo sempre igual a 4% todos os anos, qual sera a taxa de crescimento
do prego de um produto que custa hoje R$ 120,00 daqui a 10 anos?

20)A proliferacao de um fungo em um cultivo cresce exponencialmente,
triplicando sua quantidade a cada dia. Sendo o valor inicial P;, qual a taxa de
crescimento desse fungo no 10° dia?

21)As curvas de crescimento tem diversas aplicagdes na area das ciéncias
agrarias. Em estudos relacionados a adubagdo mineral de plantas, por exemplo, é
comum efetuar-se a regressdo pela lei de Mitscherlich: y = A[l - 10_C("+b]. Onde y

é a produgédo e x € a quantidade de fertilizante aplicada. Em uma adubacdo em cana
de aglcar obteve-se a seguinte equagdo de regressdo: y= 67,856[1 —

10—0,006(x+66,829)]

Fonte adaptada: (MOREIRA e MIASAKI, 2016)

a)Qual a taxa de crescimento da produgdao para uma quantidade de
fertilizante x = 407

b)Mostre que essa fungdo é sempre crescente mas ndo cresce
indefinidamente.

22)A dinamica do crescimento vegetal pode ser acompanhada por meio de
féormulas matematicas. Interagdes mutuas entre individuos impdéem limitacdes ao

crescimento e a curva de crescimento sofre uma inflexdo, tomando uma

conformacgao sigmoide (ver figura). /

Supondo que o crescimento do peso de Crescimento(W) /

/

matéria seca, nestas condigdes, segue a ! o o

Crescimento sigméide

1 Fim do
—————. Calcule: . .

14e—5+5 crescimento exponencial

seguinte equacgao: W (t) =

a)O ponto de inflexao.

- H C i L
b)A taxa de crescimento no instante t = 1. mmmm.(;
exponencia dw ~L> peso seco da planta

dt — tempo (irea foliar)

1
1
1
1
1
1

Tempo(t)

Fonte adaptada: (PEIXOTO, ALMEIDA, et al., 2020)
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INTEGRAL

21. INTEGRAL

21.1. Conceito de integral

O conceito de integral surgiu historicamente a partir da necessidade dos
matematicos em calcular areas de figuras planas cujos contornos ndo sdo retas. O
primeiro a calcular areas desses tipos de figuras (como arcos de circulos, parabolas,
etc.), foi o matematico grego Arquimedes (287-212 a.c). O método adotado por
Arquimedes, denominado de método da exaustdo, consiste em dividir a figura em
varias outras figuras menores (hormalmente poligonos), em quantidades
suficientemente grandes. A soma das 4areas dessas figuras menores é
aproximadamente a area da figura plana pretendida.

Esse método foi utilizado no volume 2 dessa colegdo para demonstrar a féormula
da area de um circulo, do volume de uma esfera, do volume de um cone e de um
cilindro. Para fins didaticos, relembraremos a seguir a demonstragdo da formula da
area de um circulo.

Inicialmente, vamos subdividir um circulo em 10 tridngulos congruentes,
conforme a figura 21.1.1. A soma das areas de todos os triangulos que subdividem
o circulo é préoximo da area do circulo. Aumentando agora para 50 tridngulos essa
subdivisdo, veja a figura 21.1.2, a soma das areas de todos os tridngulos que

subdividem o circulo é mais préximo ainda da area do circulo. Inclusive, ja é

S,
i

Figura 21.1.1 Figura 21.1.2

impossivel a olho nu, notar qualquer diferenga.




Desse modo, podemos inferir que para uma quantidade n suficientemente
grande de tridngulos, tdo grande quando desejemos, havera para n — o uma
equivaléncia entre as areas. E como consequéncia disso, segundo a figura 21.1.1:

— A base b desses tridngulos sera um arco da circunferéncia. Assim, n.b sera
o proéprio comprimento da circunferéncia: n.b = 27r;

— A altura r de cada tridngulo coincidird com o raio do circulo. E assim, a area

A , br A b.r
de um triangulo sera T e dos n triangulos: n.—-.

Como a soma da area dos triangulos sera igual a area do circulo, temos:

A=n Bl _ZTTT

2 2
A famosa férmula da area de um circulo.

O objetivo na introducio desse método ndo é aplica-lo no céalculo de areas de
figuras planas conhecidas, mas sim, em areas entre uma funcio e o eixo x, dentro
de um intervalo determinado. Embora para esse caso, existam outros métodos de
subdivis@es como: o método do trapézio, método do ponto médio, etc. (conforme
veremos ha segdo 21.9) aplicaremos a seguir uma subdivisdo da area em retdngulos
denominado método dos retangulos.

Partindo de um exemplo mais simples, vamos calcular a area aproximada entre
essa funcdo f(x) = x? e o eixo x no intervalo [1,4], conforme a figura 21.1.3.

Particionando essa area em retangulos de bases iguais a 0,5 como na figura
21.1.4, temos que a altura de cada retidngulo é a imagem da funcdo em cada
abscissa da base, conforme a seguir:

f)=12=1; f(1,5) = 1,52 =2,25; f(2)= 22=4; f(2,5) = 2,52 =6,25;
f(3)=32=9; f(35)= 3,5%=12,25.

A soma S das areas de todos os retangulos é:

S=A, +A, +A; + A, + As + Ag
S =05.(1+2.25+4+6,25+9+ 12,25 = 34,75) =[17,375]

Figura21.13 Figura 21.1.4
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O valor da area calculado (S = 17,375 u.a) pode até ndo ser tdo préximo do valor
exato A = 21 u.a, conforme provaremos adiante, mas podemos aproxima-lo ainda

mais aumentando a quantidade de retangulos que particionam a area.
Na figura 21.1.5, a area foi novamente

particionada, dessa vez, em 30 retdngulos de base is
0,1. Com a auxilio de uma calculadora, encontramos
(0,1 = 0,12 = 0,01; 10
£(0,2) = 0,22 =0,04;...;
f(3,9) = 3,92 = 15,21; 5

0,01 +0,04+...15,21 = 205,4.
Uma vez que a base é 0,1, obtemos a soma

S =20,54.

Figura 21.1.5

Observe que S é bem mais préoximo do valor exato A = 21 u.a. E claramente, a
medida em que aumentamos ainda mais o numero n de retdngulos particionados,
obteremos a soma da area dos retangulos cada vez mais proximo da area real
pretendida. Isso nos motiva a aplicar, mais uma vez, o limite da soma dos n

retdngulos, com n tendendo ao infinito, conforme a seguir.

Definicdo 21.1.1 (Soma de Riemann): Seja area entre uma fungdo f(x) e o
eixo x subdividida em n retdngulos. Considerando a base de cada retdangulo como
Xiy1 —X; =Ax e a altura como f(x;), podemos escrever a soma das areas desses

retdngulos como:

e

& f(z)
> . ax. _
=

1) /
a

Essa soma ¢é denominada de soma de
Riemann, em homenagem ao matematico
Bernhard Riemann (1826 - 1866).

e N

S TR

Figura 21.1.6

Conforme ja exposto, o limite dessa soma com n tendendo ao infinito, equivale

a area entre a funcgdo f(x) e 0 eixo Xx.

n
i Zf(xi*).Ax.
n—oo
1=t

E é denominada de integral definida.
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21.2. Integral definida

Definicdo 21.2.1 (Integral definida): Seja uma fungdo f continua em um

: o . : : b— »
intervalo [a, b] subdividido em n subintervalos iguais a Ax = x;_; — X; :Ta_ Entao,

a integral definida de f de a a b, conforme a figura 21.1.6), temos

; ;
[ reodx = tim D ri.ax

Onde: x{ sdo pontos amostrais arbitrarios de Ax, x; = a + iAx e quando esse

limite existe dizemos que f é integravel em |[a, b].

b
Observacdes sobre a notacdo e simbologia de f f)dx:
a

e O simbolo f(um “s” de soma alongado), foi introduzido pelo matematico

Leibniz e é denominado de sinal de integracdo.

e f(x) é chamado de integrando.

e a e b sdo os limites (ou o intervalo) de integracdo, a é o limite inferior
e b é o limite superior.

e O simbolo dx ndo tem valor, apenas indica que a varidvel dependente é o

Vamos resolver novamente o 1° exemplo (da figura 21.1.3) aplicando agora
essa definigcao.
4—-1 _ 3 3

Solugdo:a =1,b =4, Ax=—==-ex;=a+iAx>x;=1+1i=
n n n

3 By® a . 9 6i 9i2
f(x,')=f(1+l;)=(1+l;) =1+2.l.;+L ﬁ= 1+7+F

Substituindo na definicio, temos

4 n
A f (x?)dx = lim Zf(xj).Ax.
) m,
i=1

n

, 6i 9i*\ 3 3w 6i 9i?
lim 1 s | == dim= 1 sr—p— iz
n n — n n

n—co n n—oo 1N 4

i =il
li = +6 Gl +9 n3+n2+n li £ +3n+3+3 +9+ 3]
— il — e ] = — =t =
oo g n( 2 ) i3 2 ' B i "TE Y
3 15 3 45 9 A
im — 7n.+7+%] = lim 21+ﬁ+ﬁ]= = A =f1 (x®)dx = 21 u.al
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a area entre a fungdo e o eixo x no intervalo, basta
ver que a figura geométrica nesse intervalo é um
trapézio de base maior: 5, base menor: 1 e altura:
2 (figura 21.2.1), o que acarreta em area igual a

2
2° exemplo: Vamos calcular fo (2x + 1)dx usando a definigao.

2=0__2

Solugdo:a = 0,h = 2, Ax = B =Zexi=a+iAx:>xi=0+i.%=i.

£ =f(i.%) = i_%+ il

Substituindo na defini¢do, encontramos

2 n
A= f (2x + 1)dx = lim Zf(xi).Ax =
o e~

> 4 2 2~/ 4
lim (i.—+ l).—= lim — (i.—+1)=
n—00 £ n n n—00 11 4 4 n

i=1 i=

n.(n+ 1)
llm L — + E = le (7) + n] =
n—oo N n—owonln 2

3

n—oo N

4 2
le—[2n+2+n] = le—[3n+2] = llm [6+;]=|E| = f (2x + 1)dx = 6|
0

Para mostrar que de fato a integral representa

2.(1+5
A=¥=6u.a.

N

2 =z

NS
=

5 /f(w)=2w+1

Figura 21.2.1

O célculo de integrais definidas usando a definicdo 21.2.1, além de requerer

primitiva.

conhecimentos sobre séries (ndo presentes nesta colegao), € normalmente longo e
trabalhoso. O teorema fundamental do calculo a seguir servird como ferramenta
facilitadora para essas contas. Para utiliza-lo, precisamos da definigdo de fungao

Definicdo 21.2.2 (funcdo primitiva ou antiderivada): Seja uma fungao f

uma fungdo tal que: F'(x) = f(x) para todo x € [a, b].

definida em [a, b]. Denominamos de F uma fungdo primitiva (ou antiderivada) de f,

Em outras palavras, a primitiva de uma fungdo f € outra fungdo F cuja derivada

Exemplo: Uma primitiva da fungdo f(x) = 3x é a fungdo F(x) =%x2

3 3
F'(x) = Exz = E.Z.xZ*1 = 3x.
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Como a derivada da constante é zero, podemos encontrar um conjunto de
fungOes primitivas acrescentando uma constante ¢, ou seja, todas as fungdes na

forma F(x) =%x2 + ¢ sdo primitivas de f(x) = 3x.

20 exemplo: A primitiva da funcdo f(x) =sec’x é a funcdo F(x) =tgx +c,
pois:
F(x) = tgx +c= F'(x) = sec®x.

Teorema 21.2.1 (Teorema fundamental do calculo): Sejam as fungdes f
e F ambas continuas em [a, b], se F(x) é derivavel em (a,b) e também primitiva de
f(x), entao

b
f fG)dx = F(b) — F(a).

Demonstracdo: O teorema 20.5.2.3 (teorema do valor médio-TVM) nos diz
que, se uma funcdo F é continua em [c,d] e derivavel em (c¢,d), entdo existe um
F(d)—F(c)

onto x; € (¢, d) tal e
p i €E(cd) qu -

= F'(x}). Isto é, o coeficiente angular da reta

secante equivale a derivada da fungcdo em um x; do intervalo (¢,d). Isso é o0 mesmo
que
F'(x{).(d —c¢) = F(d) — F(c).
Estendendo esse entendimento a todas das retas secantes a fungdo F(x),
conforme a figura 21.2.2, obtemos
F'(x1).(x; —a) =F(x;) — F(a)
F'(x3). (x2 — x1) = F(x2) — F(x1)
F'(x3). (x3 — x3) = F(x3) — F(x2)

F'(x5-1). (X1 — Xn_2) = F(xp_1) — F(xp_2)
F'(xp). (b — xp—1) = F(b) — F(xp—1).
Considerando uma mesma variagdo Ax para as abscissas e somando ambos os
membros das equagdes acima, encontramos

Z F'(x)).Ax = F(b) — F(a).
=1

Como F'(x}) = f(x}) e esse equivale a altura dos retdngulos (tomando x; como
as abcissas dos pontos arbitrarios), concluimos a partir da soma de Riemann que

n

b
7%[_)7210 f(x)).Ax =F(b) —F(a) = f f(x)dx.

=1
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Retas secantes

F(ml)\ ] T3 — Representativamente, as
. | fungdes F(x) e
. .& * (x) fe

foram postas em um
mesmo plano cartesiano
para melhor visualizagdo
dos retangulos e aplicagdo
da soma de Riemann.

a Ty T2 T3 Ty

Figura 21.2.2

O teorema fundamental do célculo afirma que, se conhecermos uma primitiva

de F(x), ou seja, uma fungao F(x) tal que F'(x) = f(x), entao podemos calcular a
b

integral f f(x)dx, subtraindo os valores de F(x) nas extremidades do intervalo.
a

Isto é, basta calcular: F(b) — F(a). Essencialmente, essa é a praticidade desse
teorema na solugao de integrais.

Vale destacar também, que essa conexdo (ou relagdo inversa) entre a derivada
e a integral, estabelecida pelo teorema fundamental do calculo, além de pratica, é
fulcral para o desenvolvimento de toda a teoria sobre o calculo diferencial e integral

que se sucede.
Observaciio 1: Para efeito de célculo do valor numérico de integrais, a

constante ¢ do conjunto das fungdes primitivas F(x) + ¢ pode ser ignorada. Veja:

b
f FOOdx = (F(B) + ¢) — (F(a) + ©) = F(b) — F(a).

4
Exemplo: Vamos recalcular f (x*)dx, dessa vez utilizando o teorema
1

fundamental do calculo.

3
Solugdo: Uma funcio F(x) cuja derivada ¢ x? é a funcio F(x) = % Dessa forma

374

f4(x2)dx Sl = 4—3 = 1—3 = i = L = 21 (como previamos).

i 31, 3 3 3 3 3
b

Observagdo 2: Usamos a notagao F(x) para representar a substituigao
a

ainda a ser feita dos intervalos, isto €, o calculo de F(b) — F(a).
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2
2° exemplo: Vamos recalcular fo (2x + 1)dx, dessa vez utilizando o teorema

fundamental do calculo.

Solugdo: Uma func¢io F(x) cuja derivada € 2x + 1 é a func¢do F(x) = x® + x. Assim,

2

2

f (2x + 1)dx = x2 + x] =22+ 2 — (0% + 0) = 6(como previamos).

0
0

b
Vimos pela definicdo 21.2.1, que a integral f f(x)dx é equivalente ao limite
a

da soma de Riemann: iirgZ?zlf(xf).Ax. Sendo assim, como f(x;) representa a

altura dos retangulos particionados (ver figura 21.1.6), os valores de f(x;).Ax da
soma de Riemann podem ser ndo sé positivos ou zero, se f(x) = 0, mas também
negativos, se f(x) < 0. Isso ird ocasionar, caso a fungdo apresente valores positivos
e hegativos no intervalo [a, b], uma contabilizacdo na soma, e consequentemente,

b
uma contabilizacdo de areas ao se calcular a integral f f(x)dx. Diante desse fato,
a

é prudente observar que:

— Se a fungao estiver totalmente acima do eixo x (f(x) = 0) em todo o intervalo
[@,b], conforme figura 21.2.3, entdoc o resultado da integral sera positiva e
representara a area entre a fungao e o eixo x no intervalo.

— Se a fungao estiver totalmente abaixo do eixo x (f(x) < 0) em todo o intervalo
[a,b], conforme a figura 21.2.4, entdo o resultado da integral sera negativa e o seu
moddulo representard a area entre a fungdo e o eixo x no intervalo.

— Caso no intervalo [a,b], a fungdo possuir partes acima e também abaixo do
eixo x (ver figura 21.2.5), entdo, o resultado da integral ndo representara a area
entre a funcdo e o eixo x e sim, uma contabilizagdo das areas que estdo acima

(positivas) menos as dreas que estdo abaixo (negativas) do eixo x.

a
i
[l
[
[l
1
[
1
[l
1
1
[}

f(x)<o0

N e e erep——

Figura 21.2.3 Figura 21.2.4
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INTEGRAI

Figura 21.2.5

Para uma melhor compreensio, faremos o calculo de novos exemplos de
integrais, acompanhados da interpretagdo geométrica do seu valor humérico.

3

3% exemplo: f e dx.
1

Solugédo: Uma funcio F(x) cuja derivada é e* é a funcio F(x) = e*, logo

3
3
[ exdx:ex] By R
1
1

Como a funcéo é sempre positiva no intervalo [1,3], esse valor corresponde a area

entre a funcdo e* e o eixo x nesse intervalo. Ver figura 21.2.6.

0
4° exemplo: f x® + 2xdx.
-2
~ - P . - x4 2 -
Solugdo: Uma fungio F(x) cuja derivada é x° + 2x é a func¢io F(x) = + x“. Entao
0 e 0 04 —2)4
f et = e [0 ¢ gr)=la]
2 4 - 4 4
Esse valor numérico em mddulo (ou seja, sem o sinal) representa a area entre a
funcao e o eixo x. O valor negativo deve-se ao fato da fungao esta totalmente abaixo do eixo

x, conforme o grafico da fungao na figura 21.2.7.

2w
590 exemplo: Calcular a integral definidaf cosxdx.
0

Solugao:
29T
2
f cosxdx = senx] =sen2m — sen0 = 0.
o
0
Isso significa que nao existe area entre a funcido f(x) = cosx e o eixo x nesse

intervalo?
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Nesse caso, nao. Veja no grafico dessa funcgio na figura 21.2.8, que a fun¢io assume
valores positivos e negativos no intervalo [0,27r]. Assim, o valor numérico da integral
representa a contabilizacao das “areas positivas” com as “areas negativas”, isto é: A; — A4,
+ Aj, e evidentemente, o valor nulo nos acusa que, nesse caso: A; + 43 = A,.

Como demonstracao dessa contabilidade, vamos calcular as dreas em subintervalos
separados, utilizando integrais.

' /2 Observe o  sinal
E 2 T negativo (a area esta
A= f cosxdx = senx =isen (E> — senQ = - abaixo do eixo x).

0

0
3T,/ 2 /
3m/2 3 IT
A, = f cosxdx = senx = sen (7) — sen (E) = .
e /2
2
2 Frr
Az = f cosxdx = senx = sen(2m) — sen (—) =[]
3r/2 2

3m/2
Perceba que, de fato: 1 —2 + 1= 0.

Se o calculo pretendido fosse a area entre a funciao f(x) = cosx e o eixo x nesse

intervalo, a resposta, obviamente, seriaA =4, + A4, +4; =1+ 2+ 1 =4 u.a.

5
fx) =2*+22
2 =1 1
-5
-10
Figura 21.2.6 Figura 21.2.7
2
f(z) = cos(z)
|
Al A3

2n

-1

Figura 21.2.8

A seguir estao algumas propriedades que podem

ser Uteis no calculo de fungdes
primitivas de fungdes nao elementares.
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INTEGRAL

21.2.1. Propriedades de integral definida

Se f e g forem integraveis em [a,b] e se ¢ for uma constante, entdo ¢f, f+g

e f — g serdo integraveis em [a,b] como a seguir:

Propriedade 1:
B Invertendo a ordem do
b intervalo de integragdo,

a
e == ‘ f(x)dx a integral muda de sinal.

Demonstragao:

a b
f f(x)dx =F(a)—F(b) = —(F(b) - F(a)) = —J f(x)dx.
b a

Propriedade 2: A integral do produto

b b de uma constante por
f c.f(x)dx =c f f(x)dx|< Vcreal. | uma funcdo € igual ao
a a produto da constante
pela 11 3

ntegral aa

fungéo.

Demonstragao:

f; cf (x)dx

— e

cf(x)dx = lim c.f(x).Ax =c lim f(x).Ax.
'[b n—voo; naw;

Propriedade 3:

A integral da soma

b 7 = _
J [f(x) + g(x)]dx =f f(x)dx +j g(x)dx| | € igual a soma das
a a Ja

integrais.

Demonstragao:

b n
[ 1reo + geotdx = tim > 116 + gGolax =
a i=1

n n b b
rlll_)rg f(x).Ax + Tllgigoz g(x;).Ax = f f(x)dx + j g(x)dx.
= i=1 S Q

i=1

Propriedade 4:

A integral da diferenga

b b b ro .
[ re-genax = [ rea- [ g | i e

integrais.
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Demonstragao:

b n
[ 1760 = gGonax = tim > [£ G — g Gl ax =
a i=1

L b b
tim > fee)-ax— lim Y gGep.ax= [ feodx— [ godx.
£ = a a

=1

Propriedade 5:

Para calcular a primitiva de x™

7w ;
- SR " devemos somar mais 1 ao
X dx = +c (comn=# —1)}| expoente ¢ utilizar essec mesmo
= resultado como denominador.

n+1

xn+1

Demonstracao: A derivada de T

+ c é x™

Todas as propriedades sdo claramente e concomitantemente aplicaveis a duas
ou mais integrais.

3
1° exemplo: Calcular a integral definidaf (x* — 3x + 2)dx.
-1

Solugdo: Aplicando as propriedades, temos

3 3 3

3
f (x2—3x+2)dx=f xzdx—f —3xdx+f 2édx =
—i —i -1 -1
E_ gl 2x]3 =(3—3—3 3—2+23>—((_1)3—3 Lot (—1))=
g 8 o BB BT 3 T2 '
(9—£+6)—(_—1—§—2)=(18_27+12)—(_2_9_12)=
2 3 2 2 6

f3(2 3x +2)d .
=—=—= = = —
3 3 _1x X %=z

/4

20 exemplo: Calcular a integral definidaf (seczx — Hy' o 2cosx)dx.

0

Solugdo: Aplicando as propriedades, temos

T T T b
z z T 3

f (sec?x — 5x* + 2cosx)dx = f (sec?dx — f Sx*dx + f 2cosxdx
0 0 ) 0

t 5x5+2 "/4_ 1 il —|—2\/E tg0 505+2 0
ax - .senx0 = 1024 3 g = .sen

T

T
f (sec?x — 5x* + 2cosx)dx = 1 —
0

-
+/2]
4

102
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| EXERCICIOS 21.1 ||

1)Calcule as integrais definidas:

3 2T
a)f 5dx I)f senx dx
0 0

2 /4 5
b)f x dx m)f sec x dx
2 0
4 31
c)f (—3x + 1)dx n)f = dx
1 1 x
2 -1 4
d)f,3(1 — xydx O)f_3 = x dx
J o — e+ [ —
e x — 4x + x —_
0 p) 0 1—x2 x
1
_ 2 2m 1
f)f0 (x — 1)%dx q)f e
0 14x7

1
f x*dx o 1
9) -1 r)f dx
2

. T 1+x2
h)f x® dx .
1 s)f (e + 3x2 = senx) dx
0

-1
i)f (x® + x* — x + 4)dx
1

t)fl(efx+x2— : )dx
4 0 1+x2
nf, e e
- u)fl (x3 + W_ 5\/x—2 dx
k)_f0 cosx dx

2)Calcule a drea entre a funcdo e o0 eixo x no intervalo indicado:
a)f({x) =2x no intervalo [—1,1].
b) f(x) = 12x — 3x*> no intervalo [0,4].
¢) f(x) =12x — 3x* no intervalo [0,5].
d)f(x) =1 + cosx no intervalo [0, r].

e) f(x) =ﬁ no intervalo [0,1].
f) f{x) =2* no intervalo [0,1].

g)f(x) =x*—2x>+x no intervalo [—1,1].

3)Calcule a area destacada em cada grafico:
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a)

e e m - =

b)

f(z) = 2 sen(x)

27

4)Um aluno resolveu as integrais conforme exposto a seguir

o

T
I—f sec’xdx = tgx| =tgm—tgd = 0— 0
0

n-[ ()

Sobre essas resolugdes podemos afirmar que:

a) ( ) Ambas estao corretas.

b) ( ) Apenas a resolugdo I estd correta.
c) ( ) Apenas a resolugao II esta correta.

d) ( ) Ambas as resolucgbes estdo incorretas, porque a area entre as fungdes

0

1
dx = ——
X

L,

respectivas e o eixo x, nao pode ser nula e nem negativa.

e) ( ) Ambas as resolugdes est3do incorretas, porque as funcoes envolvidas

ndo sdo continuas no intervalo.

21.2.2. Area entre funcdes

Iremos aplicar o conceito de integral como sendo a area seb uma fungao e o

eixo x, para calcularmos a area limitada por duas fungdes.

Sejam duas fungées f(x) e g(x), com f(x) = g(x), conforme a figura 21.2.2.1.

b
Sabemos que a area entre a fungao f(x) e o eixo x & dado por f f(x)dx, e que a
a

b
area entre a fungao g(x) e o eixo x é dado por f g(x)dx. Como a area entre as
a

duas fungbes é a diferenga entre essas areas, temos:

A= Lb FOOdx — f:g(x) dx.

Aplicando a propriedade 4 das integrais, podemos escrever essa area 4 como:
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b
A= 1re - geondx.

b
Caso g(x) = f(x), devemos usar 4 = f [g(x) — fF(x)]dx.

Exemplo: Calcular a area limitada pelas fungodes
fxX)= —x?+4x+1 e g(x) = 2x + 1.
Solugdo: Vamos inicialmente encontrar os pontos de intersec¢do entre as fungdes.

x =0

—x?4+4x+1 =2x+1 =2 —x*>+2x =0 = { "
% =2

O intervalo sera [0, 2] e como f(x) = g(x) para qualquer ponto desse intervalo (ver

o grafico na figura 21.2.2.2), temos

b 2
A= [ 1re —geldx = | [-#*+4x+1— @z + Dldx
a 0

2 X3 2 23 03 2
A:] [—x2+2x]dx=——+x2 =22 — | —— 02
o 3 5 3 3 5

A=—S4a-o0=la=2
=5 3 = —3u.a.

A representacao da area entre essas funcdes esta na figura 21.2.2.2.

Y
f(z)
9(x) i
x :
a b 2 /
f@) = 2 +42+1
Figura 21.2.2.1 Figura 21.2.2.2

E preciso estar atento ao caso em que as fungdes trocam de posicdao dentro do
intervalo de integragdao, conforme a figura 21.2.2.3. Nesse caso, ao calcular a

b
integral em todo o intervalo, isto &, f [g(x) — f(x)]dx, o resultado sera a diferenca
a

entre as areas (4, e 4,) e ndo a soma A, + A4,, pois, f(x) = g(x) no intervalo [b,c].
Diante dessa fato, devemos calcular as areas em intervalos separados e somar os
resultados, da seguinte maneira:

b c
A = fa [9() — f()]dx e A; = fb [f() — g()]dx = A = A, + A,.
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Exemplo: Calcular a drea limitada pelas fungdes
g(x) = x% e f(x) = 3x% —2x.
Solucgao: Vamos inicialmente calcular o intervalo a ser aplicado a integral.

g e 2o I — 5 — x=0
x°® = 3x 2x = x 3x*+2x=0 = x(x 3% +2) 0:){x2—3x+2=0'

x2—3x+2=0= (a =1,b = —-3ec = 2).
A=p?* =4 ac =>4= (3 =412 = A=9-8 [4=1
. 341
_ —bEVA (=BT 3+1 ¥ =572
*="=5a 21 2z )., 3-1
x'" = 5 =1

Temos assim, trés pontos de intersecdo: x = 0,x =1 e x = 2. Ver figura 21.2.2.4.
Para o primeiro intervalo [0,1] tem-se g(x) = f(x), assim
4 1

b
A= fa [g () — FO)]dx = ]:(xs —3x% 4+ 2x) dx =xT_x3 e

14 (84 1.
A1=T_13+12—(T—03+02)$ A1=Zu.a

Para a area A,, temos o intervalo: [1, 2] e f(x) = g(x). Desse modo,

b 2
A =f [f(x)—g(x)]dxzf [3x2% — 2x — x3]dx
a g4
-l g 1% 1
A2=(x3—x2——]1)=23—22—T—(13—12—T)=> A =7 w.al

Assim, a drea entre as duas funcdes é

div . =
A:A1+A2:Z+Z: A= —=u.al

Observagao: Para o caso de &area entre fungdes, ndo precisamos nos
preocupar com a contabilizagdo de areas quando as fungdes ou partes delas,

b
estiverem abaixo do eixo x. Isto €&, a férmula: fa [g(x) — f(x)]dx continua valida

mesmo nessas situagdes.
Como demonstragao desse fato, basta pensar no eixo x como outra fungao

h(x) = 0. Se por acaso, uma parte da area estiver abaixo do eixo x (ver drea A, da

figura 21.2.2.4 como exemplo), teremos

b Pod b b
[ t9e = reonax = [ 10— r@ldx + [ 1gG —oldx = [ g - el

Caso a area entre as fungdes esteja totalmente abaixo do eixo x, teremos

b b b b
f [g(x) — £(x)]dx = f [0 — FGO]dx — f [0 — g(x)]dx = f [9(x) — FCO)]dax.

Dessa maneira, a féormula continua valida para todos os casos.
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Ay

i o e

Figura 21.2.2.3 Figura 21.2.2.4

EXERCICIOS 21.2

1)Calcule a drea entre as fungdes f(x) =x +2 e g(x) = x2.
2)Calcule a drea entre as fungdes f(x) = 2x% e g(x) = x*.
3)Calcule a drea entre as funcdes f(x) = x% e g(x) = Vx.
4)Calcule a area entre as fungdes f(x) =x% e g(x) = —x2 + 2x.

5)Calcule a area destacada a seguir

a) f(x) =z -2 b) y
3
Y X g(x) = —z—2

\ / f(x) = —z3— 222
\/ g(z) = -1

6)De acordo com o grafico das fungdes ilustradas na figura a seguir, podemos
afirmar que
a) ( ) A area total destacada de cinza é:
Ay — Ay

b) ( ) A area total destacada é igual a:
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fﬁl(x — x*)dx

1

c) ( ) A area total destacada é igual a:

flil(x3 — x)dx

0 1
d) ( ) A area total destacada & Igual a: f (x* — x)dx +f (x — xdx;
-1 0

0 1
e) ( ) A area total destacada & Igual a: f (x — x*)dx +f (x — x»)dx.
-1 0

A, j~f(x) =1z’

Ay

=
i) = =

7)De acordo com os conhecimentos sobre integrais definidas e a area A entre
a fungdo f(x) e o0 eixo x, marque a op¢ao incorreta.
a) ( ) Adrea A entre uma fungdo continua f(x) e o eixo x, no intervalo [a, &],

pode ser dado por: A = fb|f(x)|dx.

b) { ) A integral definida de uma fungdo par f(x), continua no intervalo
[—a,a], pode ser dado por: A = fj f)dx = 2. f:f(x)dx.

c) ( ) A integral definida de uma fungdo impar f(x), continua no intervalo
[—a,a] é igual a: fjf(x)dx = 0.

d) ( ) A area A entre uma fungdo f(x) e o eixo x, no intervalo [a, £], é dada
por: A = fbf(x)dx.

e) ( ) A area 4 entre as fungdes f(x) e g(x) continuas no intervalo [a,b],

b
pode ser dado por: A = f 1f(x) — g(x)|dx.
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21.3. Integral indefinida

b
Vimos anteriormente que a integral definida f f(x)dx tem como resultado um
a

valor numérico que pode representar a area ou uma contabilizagdo de areas, entre

a fungdo e o eixo x. Nesta segdo, trataremos essa integral sem o intervalo de

integracgao [a, b], ou seja, na forma f f(x)dx.

Essa ultima integral, pela qual denominamos de integral indefinida, possui

como resultado uma fungao (ou se preferir, um conjunto de fungdes) na forma

F(x)+c, e ndo mais um valor numérico. Obviamente,

todas as técnicas e

propriedades de integracdo aplicadas as integrais definidas, aplicam-se também a

integrais indefinidas.

52
Exemplo:f(—: + x + Ddx

Solugao:

56~ e s
f(—T+x+1)dx= —s———wpi——paart e

12

2

Para o caso de fungdes continuas e positivas no intervalo, a integral indefinida

pode ser entendida como outra funcdo A(x) que representa a area entre a funcao

original e o eixo x, no intervalo [0, x].

Exemplo:

X x2 x3 x2
A = ——+x+1Ddx=——7+—-+x.
(x)f0(4x ydx=— T4+ x
A funcdo A(x) nos d& a area entre a fungéo
e 0 eixo x para qualquer x no intervalo [0, x].
Veja a figura ao lado.

A(z)

20 exemplo:f(—Z. 7% + 5. cossec®x)dx

Solugao:

f—2.7x dx +f5.cosseczx do= —2[7" dx +5]cosseczx dx

—2f7x dx +5j cossec?xdx =

7 e
_2_(m> + 5.(—cotgx) =|—2 (m> — Beotgx -l
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A seguir estdo reunidas em uma tabela as integrais de algumas funcgoes
(basicas) e suas respectivas funcdes primitivas. Cada integral pode ser verificada
derivando a funcdo primitiva e comparando com o integrando.

21.3.1. Tabela de integrais basicas

- xn+1 1
fx dx = +Cc (comn # —1) f—dx= In|x|+c
n+1 x
x x a*
fe do=ecXelsc fa dx = —+cC
Ina
f senx dx = —cosx+C f cosx dx = senx+C
fseczx dx = tgx—+c fcosseczx dx = —cotgx+cC
f secx.tgx dx = secx—+cC f cossecx.cotgx dx = —cossecx+C

ftgx dx = In|secx|+cC fcotgx dx = In|senx|+cC

f secx dx = In|secx + tgx|+cC f cosecx dx = In|cossecx — cotgx|+cC
1 1
f - dx = arctgx +cC f ———dx = arcsenx +C
1+x Lok

Essas integrais basicas serdo imprescindiveis na resolucdo de outras integrais
mais elaboradas, portanto, merece um carinho especial quanto a sua memorizacgao.

| 188



INTEGRAI

21.4. Técnicas de integracao

As propriedades ja vistas e a tabela 21.3.1 anterior de integrais basicas, podem
ndo ser suficientes para o calculo de primitivas de funcdes mais sofisticadas. Para
ajudar nesse ponto, nas proximas subsecdes, abordaremos algumas técnicas de
integracao.

21.4.1. Integracao por substituicao

Essa técnica consiste em substituir a varidvel da funcdo do integrando por uma
nova variavel de forma conveniente e com o intuito de tornar a integral mais simples
e facil de calcular. Esse processo estd relacionado a regra da cadeia que usamos na
derivacao.

Exemplo:fo 1+ 3x%dx

Solugdo: Vamos substituir x por u, fazendou = 1 + 3x2.
5 . du du e :
Se u = 1+ 3x%, entdo E = Y = 2x.dN = =5 Substituindo na integral, temos
du

3
fo \/1+3x2dx=f\/a.?=f?du= §f\/adu
vu
Perceba que a integral esta agora mais simples. Resolvendo-a, encontramos

a4 =)
3l L | iz 1 |2uz 2vu3
—fﬁduz—— +c==. !
3 8|14 37| 3
)

+c=
9
Comou = 1+ 3x? segue que

2Vu3 2

fo 14+3x2dx=———+4+c> ij 1+ 3x2dx =—=+/(1+3x2)3+c|
e 9 2 ol i 9

Vu Vu

Vamos derivar essa funcio primitiva e confirmar o resultado.

23 3
6.E(1+3xz)i‘1.6x= 2xy/1 + 3x%| < OK!

Observagdo: Ao optar substituir x por u de outra forma, como por exemplo: u =

v 1+ 3x?ou u = x ouaindau = x?, a integral nio ficaria tdo simples (faca os testes!) .

20 exemplo: ftgxdx

Solugdo: Embora essa integral esteja na lista de integrais basicas da tabela 21.3.1,
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vamos calcula-la como exemplo de aplicacdo da técnica de integracio por substituicéo.
senx
f tgxdx = f dx.
COSX
a

Fazendo u = cosx, temos T = Senx. O que implica em senxdx = —du.
x

Substituindo na integral, dispomos de

—du _ d_u i) Consulte a tabcla
u u . 21.3.1 e confirme!
Substituindo a variavel x de volta, encontramos /

ftgxdx= —In|cosx| +c = In|(cosx)™*| +c = |In|secx]| + c|

3° exemplo: f x> cos(1 — x) dx

au _ —4x3 = x3dx=——.

o e aid au
Solugao: Fazendou=1—x* = = Z

Substituindo na integral, obtemos

cosu

fx3 cos(l—x*)dx =

\—du/

2 U= N cosu du = Tsenu.

f—cosu =1 —1

=z Derive e verifique se a
solugdo esta correta.

Substituindo a variavel x de volta, segue que

= =i
fx3cos(1 — x*)dx =5 SeruL = T.sen(l —xH) +cl

1

4° exemplo: f dx

a’+x?

Solugdo: Esse exemplo é muito préximo da integral f

dx = arctgx +e.
1+x?

Precisamos de algumas manipulacdes algébricas antes da substituicao.

f 1 _1f 1 _1f 1
Pt T @) i T @ 1+ (x/a)? *

a2

Fazendo u = x/a, entao du = dx/a = dx = du.a. Substituindo, segue que

1f 1, d_lf du.a _1f NP | J—
a* (5)2 *=az 1+@?2 al) 1+ @)? N Rl
a

1+

Como u = x/a, concluimos que

f 1 d i " x+
———dx =— arctg—+c
a® + x? a 94
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EXERCICIOS 21.3

1)Calcule as integrais indefinidas, utilizando o método da substituigdo.

a)f (5 + x)3dx
b)fx(l — x?)3dx
c)fx 1+ 2x2dx
d)f V1 +3xdx
e)fxzmdx

f X
f) \/mdx
1
g)f ﬁ(l + V%) dx

h)fcos (7x)dx
i)fsen (5x + 1)dx

3
j)fxz. sen (¥~ — 3)dx
k)fcosx. senx dx
I)fcossx. senx dx
m)fcos3xdx
n)fsen3xdx

2)Calcule as integrais indefinidas, utilizando o

a)f x5/ 1 + x%dx

Inx
b) f —dx

X

n’x
c)f dx

X

d)f LY

1+x*

sec’x
e)f FR dx

o)fcoszx. senx dx

p)ftgx. sec?x dx

q)fcotgx. cossec?x dx

sendx
Nj —adx
1+cos4x

1
S)f N dx
x

4+

t)f \/52 dx

2w

u)f \/-:_de

V)f ﬁd;{
1

w)f \/ﬁ dx

J‘ %
X) dx
4

1+

5x—3
y)f e dx

f x2—1
z) x.e dx

meétodo da substituigdo.

f)f cos4x. senx dx

g)f sec’ (cosx). senx dx

—Senx COSX

cosx.e —SsSenx.e
h) dx
cosx __

—Senx
e

" cosx
|)f senx. e dx

f e +e ¥
i) —_—dx
ef—e ¥

191 |



21.4.2. Integragcao por partes

Existem algumas integrais em que o método da substituicdo ndo é suficiente
para encontrar a primitiva. Nesses casos, a técnica de integracdo por partes pode
ser uma alternativa util.

Enquanto o método de substituicdo é oriundo da regra da cadeia da derivacéo,
0 processo que envolve a integragdo por partes € proveniente da regra do produto
da derivacao. Veja:

[F(). 9] = f'(x). g(x) + f(x). 9" ().

Integrando ambos os membros, temos

[ireo-geon ax= [ re.geo ax + [ re.g'@ ax

[ rre.ge) dx = 1609 — [ £@.g' Gdax.

Esse processo consiste em encontrar a integral equivalente dividindo-a em
duas partes: um produto de duas fungdes e uma nova integral. Para que a nova
integral seja mais simples do que a original, é recomendavel escolher uma funcao
conveniente, por tentativa ou analise, de forma a tornar o procedimento eficiente.
Em alguns casos, pode ser necessario aplicar o processo mais de uma vez.

1° exemplo: fxcosxdx

Solugdo: Inicialmente podemos definir f'(x) = x e g(x) = cosx. Como no segundo
membro do processo precisamos de g'(x) e f(x) devemos calcula-los primeiro.

g(x) = cosx = g'(x) = —senx.
2

X
) =x=fe) =5

Substituindo na férmula:
[ rre0.ge ax =£eo.g@ - [ Fe.g'0) ax

i %2
fxcosxdx =—.senx— | —. (—senx)dx .

2
: : x x
Precisamos encontrar agora a integral f > - (—senx) dx. No entanto, essa integral
ficou mais complicada que a original. Isso se deve a escolha inapropriada para a funcao
g ).
Facamos entio, g(x) = x e f’(x) = cosx e, desse modo,

gx)=x = g'x =1
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Filx) =eosx = f(xX)=serx

Substituindo, encontramos

f £/ 9(0) dx = [(x). g(x) — f £ Q0. (o) dae

fxcosxdx = senx.x — f senx.1dx = fxcosxdx = senx.x +cosx + c|

Vamos derivar para saber se o resultado esta correto.

[senx.x + cosx + c]’ = cosx.x + 1.senx — senx + 0 = [Cosx.x]| ok’

Para evitar de repetir o processo por uma eventual escolha inapropriada,
recomenda-se selecionar a fungdo que sera derivada com base em seu tipo,
seguindo a ordem de prioridade da lista: 1-Logartimos; 2-Inversas trigonométricas;
4-Algébrica; 5-Trigonométrica; 6-Exponencial. A abreviagdo "LIATE" pode ser usada
para lembrar essa ordem de prioridade. Entéo, se por exemplo, o integrando for
composto por uma fungdo inversa trigonométrica e uma exponencial, devemos
escolher a fungdo inversa trigonométrica como sendo a funcgdo pela qual devemos
derivar, pois ela vem primeiro na ordem de prioridade.

Analise o exemplo anterior e veja que a escolha acertada, na segunda
tentativa, segue a ordem de prioridade dessa lista.

2° exemplo: fxzexdx

Solugdo: Observe que ao escolher g(x) = e¥ e f'(x) = x?%, obteremos
g(x) =e* = g'(x) =e*.
Fixd=x" s fla)y=y"/3

E ao substituir na férmula, encontraremos
[ rreo.ae dx = reo.g@ - [ £e0.0'G0) ax

x> &9
fxzexdx z?.ex—f?.ex dx .

O que torna a Gltima integral mais complexa do que a original. Assim, vamos seguir o
critério de prioridade da lista LIATE. De acordo com essa lista, devemos escolher a fung¢io
algébrica x” para derivar (para g(x)), em vez de e*, pois ela vem primeiro na ordem de
prioridade.

gle) =P =gl =2%
filx) =™ = fla) = e™

Substituindo na férmula de integracido por partes:

[ rreo.g dax = reo.g@ - [ £e0.9'G0) ax

Fee) = gf (Z) =e*r= {

fxz e*dx =ex.x2—fex.2x At = fxzexdx =ex.x2—2fex.x dx|. (D
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Observe que de fato, com essa a escolha, a integral que resta calcular é mais simples

3

que a original. Porém, o seu calculo ndo é imediato, precisamos aplicar a técnica de

integracao por partes mais uma vez.

x gy =x=>g"(x)=1
fe o e {f’(x)zex:f(x)zex'

Substituindo na férmula de integrag¢ao por partes, segue que

[erxax = erx— [ er1dx ~[FGG=1)

Substituindo esse resultado em (1), obtemos

Seguindo o
critério  da
lista LIATE.

e*(x—1)
—_—

fxz e*dx =ex.x2—2fex.x dx

fxzexdx = eXiwt = 26— 1) = fxz e*dx =e*(x? —2x+2)+c

Derivando para confirmar que o resultado estd correto:

lef (%2 — 2% 425 + e[ =62 (a2 — 2w 2) + (Ze—a).e® = |x%e|.0R

Solugao alternativa (Método tabular): Esse método consiste em construir
uma tabela com as derivadas e as integrais sucessivas das fung¢des g(x)e f(x).
Esse método nada mais € que a integragdo por partes aplicada reiteradas vezes.
Acompanhe o roteiro.

1° passo: Construir uma tabela com as derivadas sucessivas de g(x) e
integrais sucessivas de f(x). A escolha para g(x) deve obedecer a ordem de
prioridade da lista LIATE.

Derivada g(x) Integral f(x)

x* e

x

29 passo: Os produtos das derivadas sucessivas de g(x) com as integrais
sucessivas de f(x), a cada linha, devem ficar mais simples. Caso isso ndo ocorra,
isto é, se o produto das fungdes for igual ou mais complicado na préxima linha,
encerram-se os cdalculos.

Derivada g (x) Integral f(x) Observe que a cada linha de
calculo, o produto das fungdes

b ¥ = "
resultaram em fungdes mais
B ok simples. Uma nova linha
resultaria em um produto de
e* fungdes igual a  anterior,
= indicando o fim dos célculos.

3° passo: Multiplicar as diagonais alternando os sinais, comegando sempre
com o sinal positivo, sendo que a uUltima multiplicagdo deve ser em linha e ndo em
diagonal. Essa ultima multiplicagdo em linha corresponde ao integrando da integral,
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Derivada g(x) Integral f(x)
@ » e
@ P kX
Cl o
Ch: S

N

fxz e*dx =x2.ex—2x.ex+2.ex—f0.exdx =

INTEGRAL

segundo a férmula de integragdo por partes, enquanto que as demais sdo funcgdes.

A troca de sinal ¢ proveniente do
sinal negativo da integral da
férmula de integragdo por partes
(aplicada reiteradas vezes) e a
altima linha corresponde a essa

integral.

fxzexdx =e*(x%2—2x+2) +c|.

Derivada g(x) Integral f(x)
0 cosx
@ il senx
@ 0 —cosx

fxcosxdx = Senx.x+cosx+f0.(—cosx)dx =

X
3° exemplo: f e senxdx

Resolvendo novamente o 19 exemplo: fxcosxdx, utilizando esse método.

Observe que a escolha de x para
g(x) é a indicada, pois segue a
ordem de prioridade

LTATE.

da lista

~

S/

f xcosxdx =senx.x + cosx +c¢

g(x) = senx = g'(x) = cosx.

() =e* = f(x) =e”.

Aplicando na formula, obtemos

[ reo.g@ ax = r@.ge - [ ren.g'eo dx

fexsenxdx = ex.senx—fex.cosx ¥ | (1)

fex.cosx dx =>{

Substituindo, temos

ff'(X)-g(X) dx = f(x).g(x) — ff(X)-g'(X) dx

vamos aplicar a integracdo por partes mais uma vez.

g(x) = cosx = g'(x) = —senx

Frlx) = e = o) =e”

fex.cosx dx = ex.cosx+fex.senx dx

(2],

Solugao: De acordo com a lista de prioridade LIATE, devemos fazer g(x) = senx e

f'(x) = e*. Dessa maneira

Precisamos encontrar agora fex. cosxdx . Aparentemente ndo houve avancos, mas
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Substituindo (2) em (1), dispomos de

e*.cosx+ [ e¥.senx dx

fexsenxdx = e¥*.senx — fex.cosx dx
fexsenxdx = e¥.senx — [ex.cosx—l—fex.senx dx]

fexsenxdx =e*.senx —e*.cosx — f e*.senx dx

Passando —fex. senx dx para o 12 membro, segue que

fexsenxdx +fex.senx dx = e*.senx —e*.cosx

e*(senx — cosx)
2

Z.Iexsenxdx = e*(senx — cosx) = fexsenxdx =

p e*(senx—cosx)+(cosx+senx)e*
Derivando: 2( ) = . ok!

Outra solugdo (método tabular):

Perceba que a ultima linha da
tabela corresponde a mesma
fungéo original negativa,
indicando o fim dos calculos.

Derivada f(x) Integral g(x)

@ senx e* |
(=) cosx  ~—__ TheX
@—senx — e~

[ |
fe"senxdx =senx.e® — cosx.e¥ — f e*.senx dx .

Passando —fex. senx dx para o 12 membro, segue que

e*(senx — cosx)
> .

f e*senxdx =

4° exemplo: farctgx dx

Solucao: Aintegral ndo apresenta explicitamente um produto de duas fungdes, mas

podemos considerar g(x) como 1. Assim,
g(x) =arctgx = g'(x) =
Pl =1=Fflx) =%
[re.ee0dx = re.ge - [ reo.g'e ax

1
1+ x?

1+ x2

farctgx dx = x.arctgx—fx dx
f tgx dx = t j ~ _dx (1
arctgx dx = x.arctgx T x 1)

Vamos utilizar o método da substituicdo em f ﬁdx .Fazendo u = 1+ x? temos
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du du

o 2x = xdx = = Substituindo na integral, encontramos
f & P 1du_1f1d —1l||—1l(1+ 2y
1+ F " Juz 2] T T

Substituindo em (1), concluimos que

Fica como exercicio,
a aplicagio do
método tabular.

all
f arctgx dx = x.arctgx — Eln(l + x%) + cf

senx
4° exemplo: f e .senZ2x dx

Solugao: A ordem LIATE ndo se aplica, pois tem-se uma funcdo composta
(exponencial e trigonométrica) em e*°™*. Faremos por tentativas.

{g(x) = @5 =5 . () — 8P BosR

Fx) = sen2x = f{x) =— CO;ZX

Aplicando a férmula de integracdo por partes, temos

f F10).g () dx = f(x). g(x) — f FO0).g" () dae

cos2x f cos2x
=) ;

A nova integral ficou ainda mais complicada. Porém, analisando g’ (x) = e*“"*.cosx

JETERE, mae .

fesenx.sean dx = ese”x.(—

é pratico substituir sen2x por 2.cosx.senx, da seguinte forma

fese"x.Z.senx.Cosx A= 2.] ™" cory .senx dx (1)
g
g1(x) S0

g'(x) = e cosx = g(x) = e~
{f(x) = senx = f'(x) = cosx ’

Aplicando a férmula, encontramos
[reo.geax =re.900- [ re.ge ax

f 278X posi  senx dix = Senx %™ — f cosx. 5 dy |
SR G L
g:(x) F(x)
Poderiamos utilizar o método da substitui¢cdo na ultima integral, todavia a expressao

do integrando coincidiu com g'(x), cuja primitiva é g(x) = eSe"*. Assim,
fesem‘.cosx.senx dx = Senx.e5e"¥ — gSenX = pSeRX(gan— 1).

Substituindo em (1), concluimos que

f e sen2x dx = 2.e°°"*(senx — 1) +c|
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| EXERCICIOS 21.4 ||

1)Calcule as integrais:

a)f e*.x dx I)f In (V/x) dx
b)f e 2% x dx m)f x?. Inx dx
c)f e 2% x? dx n)f In (x2+ 1) dx
d)f e*.cosx dx o)f in?x dx

e)f x.Inx dx p)f arcsen(2x) dx
f)f (x2+1).e *dx q)f arctg(3x) dx
g)f x%. cosx dx r)f arcsen®x dx
h)f x.sen(3x) dx s)f senx.ln (cosx) dx
i)f x.tg?*x dx t)f e®oS* sen2x dx
j)f x%. senx dx u)f e*.x.senx dx
k)f x”.sen2x dx v)f x%.sen’x dx

2)Demonstre que:

a)f x"e* dx = x"e* —n.fx”flex dx
b)f (™ dx = x. (Inx)" — n._f(lnx)"“1 dx

3)Calcule as integrais definidas a seguir.

2 _ T x
a)f xe dx c)fo e .cosxdx
0

2 Fid
b)f x*Inxdx d)f x”. senx dx
1 0
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21.4.3. Integrais trigonométricas

Nesta subsegdo, abordaremos estratégias para a solugdo de integrais, cujas
fungdes no integrando, s&o estritamente trigonométricas.

Outra solugao seria
desmembrar cos®x em
cos?x.cosx. Substituir cos’x
por 1—sen’x e aplicar a
técnica de integragdo por
substituigdo (tente!).

Exemplo: fcos3x dx

g(x) = cos®x = g'(x) = —2.cosx.senx

Solucgédo: {f’(x) = cosx = f(x) = senx

Aplicando na férmula:
[re-ee0ax = ra.ge - [ reo.g'e ax
fcosg’x dx = senx.cos’x — f senx .(—2.cosx.senx) dx

f cos3x dx = senx.cos?x + 2. f sen’x.cosx dx

f cos®x dx = senx.cos?x + 2.fsen2x. cosx dx.
Substituindo sen?x = 1 — cos®x, temos

fcosgx dx = senx.cos’x + 2.[(1 — cos?x).cosx dx
f cos3x dx = senx.cos®x + 2. f(cosx — cos3x) dx

f cos®x dx = senx.cos’x + 2. [f cosx dx — fcos3x dx]
fcose‘x dx = senx.cos?x + 2.senx — 2.[ cos x dx.

Passando —2fcos3x dx para o 12 membro, dispomos de

3.] cos®x dx = senx.cos’x + 2.senx

senx.cos’x + 2.senx
3

fcos3x dx =

2° exemplo: Demonstre a férmula de redugdo (ou recorréncia) da integral da
poténcia do seno a sequir.

1 (n—1)
fsen"x dx = ——cosx.sen™ 'x +—f sen™ 2xdx |
n n

Solucdo: Fazendo sen™x = sen™ 'x.senx.

(%) = senx = f(x) = —cosx
{g(x) =sen™ lx = g'(x) = (n—1).sen™ ?x.cosx’
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f F10.9(0) dx = f(x). g(x) — f FO0-g' () dx

fsen"x dx = —cosx.sen™ 1x — f —cosx .(n —1).sen™ ?%x .cosxdx
fsen”x dx = —cosx.sen" " lx + (n—1) f cos?x .sen™%x dx
fsen"x dx = —cosx.sen™ lx +(n—1) j(l —sen®x).sen"%x dx

fsen"x dx = —cosx.sen™ tx +(n—1) f sen" 2x dx —(n—1) f sen™x dx

sen™x dx + (n— 1) f sen™x dx = —cosx.sen™ tx+ (n—1) f sen™ 2x dx

1 n—1
fsen”x dx = —;cosx.sen”_lx +%f sen®2x dx |

A demonstracdo de outras férmulas de redugdo serdo cobradas nos exercicios.

39 exemplo: fcosSx. sen’x dx
Solugdo: Poderiamos substituir sen?x por 1 — cos®x e aplicar a fé6rmula de reducio

anterior. Em vez disso, faremos cos®x = (cos?x)?.cosx = (1 — sen?x)?.cosx e assim:
[ rreo.g00 ax = re.900 - [ 160.9'G) ax

Jcossx.senzx dx = f(l — sen?x)?.sen’x.cosx dx.

du

Fazendo uw = senx, entio = cosx = cosxdx = du. Substituindo na integral,

encontramos

fcossx.senzx dx = f(l —uN2ul.du = f(u2 — 2ut + u®)du

fcossx sen?x dx _u_3_ 2 £+M—7
’ 8 "5 7
& 5 sen3x senx sen’x
cos xsentx dx = 3 —= 2. 3 + = 4 el

o i . w n m
Essa estratégia funciona para integrais na forma: f cos x.sen xdx, quando

n ou m for impar. Pois, desenvolvendo o termo impar e fazendo u = senx ou u =
cosx (a depender de qual expressdo & impar, obviamente), podemos aplicar a
substituicdo, como no exemplo anterior. Porém, essa estratégia pode falhar quando
ambos n e m sdo pares. Neste caso, é indicado utilizar os arcos da metade:

5 1—cos2x 5 1+ cos2x
sencx =T e |cosx =T
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4° exemplo: fsen‘*x.dx

Solugdo: Fazendo sen*x = sen?x.sen?x e utilizando a identidade sen?x =
1l—cos2x

> , obtemos
1 — cos2x 1—cos2x
fsen“xdx =fsen2x.sen2xdx =f( 5 ) ( - ) dx =
1 o il 1+ cos4x
—f 1—2cos2x + cos“2x dx z—f 1—2co82x + ————dx =
4 14+cosdx 4 2

2

1 [f il 5 f S f il — f cos4x d ] 1 [ 5 sen2x x sen4x]
4 . = = - — ._+__'_ 5
X cos2xdx > X 5 Py x > 5 -

i 1r13x sendx
sen®x dx =Z[?—sen2x+ ]

Outra situagao pode ocorrer quando os produtos de seno e cosseno estdao sem
expoentes. Neste caso, é aconselhdvel transformar o produto em soma e utilizar as
seguintes identidades trigonométricas:

sena.cosh

N =N RN =

.[sen(a + b) + sen(a — b)]
cosa.cosb = =.[cos(a+ b) +cos(a—b)]|

sena.senb =

.[cos(a — b) — cos(a + b)]

50 exemplo: fcos(4x).cos(2x) dx

Solucgao: Utilizando a identidade trigonométrica anterior, obtemos:

f cos{(4x).cos(2x) dx = f% [cos(4x + 2x) + cos(4x — 2x)]| =

%.fcos(6x) + cos(2x)dx = %(f cos(6x)dx —l—fcos(Zx)dx) —

senbx sen2x
1.2 4

T &

f cos(4x).cos(2x)dx =

Estratégia semelhante podemos utilizar em integrais na forma

n m 2
tg x.sec xdx. Se m for par, devemos separar e guardar um fator sec“x e

substituir sec?x por 1+ tg?x nas outras expressdes. Em seguida, fazer u =tgx e
aplicar o método da substituigdo. Se n for impar, o ideal que se separe e guarde

um fator secx.tgx e substitua tgZx por sec?x — 1, para em seguida, substituir u =
secx utilizando o método da substituigdo.

Em qualquer situagao lembre-se que:
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ftgxdx = In|secx| +c| e fsecxdx = In|secx + tgx| + c|

5° exemplo: ftg“x.sec”‘x dx

Solugao:
= tgx
tgtx.sectx dx = | tg*x. sec®x .sec?x.dx ={ "
fg x.sectx dx fg xseczx sec?x.dx e o P
1+tg92x
> tg°x tg’x
fu4.(1+u2).du =?+7 = ftg“x.sec‘*xdx: 95 = g7 +c

EXERCICIOS 21.5

1) Calcule as integrais.

a)f sen3x dx i)fsenx. (.cos4x)2 dx

b)f cos*x dx j)fsen(Zx). cos(3x) dx

C)f tgtx dx k)fsen(4x). cos(2x) dx

d)f sectx dx I)f (sen2x)?. cos(3x) dx

e)f sen?x.cosx dx m)fsen(_Zx). senx. sen(3x) dx
f)f sen?x.cos?x dx n)f tg®x.sec?x dx

g)f sen’x.cos?x dx o) f tgtx.sec®x dx

h)f senbx.cos®x dx p) f tgix.secix dx

2)Demonstre que:

1 o n—1 s
a)f cos™x dx = —cos™ 'x.senx + — fcos" Zx dx.
n n

tg"lx

b)f tgtx dx = ——m — ftg”fzx dx.

n-—1

| 202



21.4.4. Integracgdo por substituicdo trigonométrica

Esse método é aplicado em integrais cujas expressfes possuem algum dos

seguintes radicais:\/x%2+ a?, Vx2—a? ou Ja?—x® (em que a>0). O processo
consiste em substituir os radicais por expressdes com senf, cosf, tgl, secO, cossecO
ou cotgh de forma que possibilite solugdo.

Em todos os trés casos é preciso ter em mente um tridngulo retdngulo, cuja

posicdo dos radicais: vx%+a?, vx2—a® ou a2 —x?, depende do teorema de

Pitagoras. A sequir estdo trés possibilidades.

a? — a2 7 2 — a2

x x a

Em todos os casos, é possivel trocar os catetos de posigdo.

Uma vez estabelecido o triangulo retangulo, destacam-se as relagOes
trigonométricas entre x e 8 e fazem-se as substituicdes dos termos equivalentes na
integral. Para melhor entendimento, siga os passos dos exemplos a seguir.

1° exemplo: f V4 — x%dx

Solugdo: Inicialmente devemos pensar como deve ficar o tridngulo retangulo de
acordo com func¢do do integrando e o teorema de Pitagoras. A figura a seguir mostra uma

possibilidade para esse triangulo.

Em seguida, calcular os valores de senf, cosf e tg0.

Fa o2
senf = s = 42 x = |\/4— x2 = 2.senf |

hipotenusa
2 5 .
4-—a? Cateto adjacente x
cosf = —— =5 = [k=2.c0s50]
hipotenusa 2
0 Cateto oposto 4 — x? 55
tgl = - = = nao usaremos!
- Cateto adjacente %
Como x = 2.cos6, entdo dx = —2senfd6. Substituindo na integral, obtemos

fx/llu—xz dx =f2.sen9(—2.§en9)d9 = —4.f sen?6d6O |(1).

Uma vez que
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1 cos286 1 sen2@
fsenZQdQ :f -— = =0 — ;

2 2 2 4
Substituindo em (1), encontramos
—cosf@.senf + 6
fw/ 4 —x?dx = —4. f sen’6d8 = —4 (T) =[2cos6.sen8 — 26| (2).

Como a integral inicial estd em funcdo de x, devemos substituir em (2) os valores
correspondentes a variavel 8. Nesse caso, sao
4 — x?

0 === 0=arccos () fi=
cos 2 arccos 2 esen 2

Logo,

= x V4 —x? X
f\/4 —x%dx = 2cos6.senf — 20 = Z.E.T— 2.arcos (E> =

ST
f\/4—x2dx=X4—x—2.arcos(§)+c.

2

Vamos derivar e verificar se esta correto.

xV4 — x2 x SR x.(—2x)
——Z.arcos(i)+c = S

~1
- 2 2.2.\/4—x2_2.2_ /1_(%)z:>

4 — x? Sz 2 4—x2—x2+4_ 8 — 2x? 4 —x?

T + = — —_ —
2 2.4 —x2 4 —x2 2.4 — x? 2.V4—x2 4 —x2

4 — x?|ok!

Observagdo: A outra possibilidade para o tridngulo seria trocando os catetos de

posicao, conforme a figura a seguir.

Assim, senf e cos8 passam a ser

Cateto oposto  x

senf = — > = [x=2.send]
hipotenusa 2
2
x Cat. adjacente +4 — x?
il s = = |\/ 4 —x*=2.cos0 |
hipotenusa 2
0 E o resultado da integral sera

Derive e
R f\/4—x2dx——x =

> 2+2.arsen(§)+c.

1

20 exemplo:f —
x2%y/ x%24+9

dx

Solucgédo:

Para a expressio v x° + 9 o tridAngulo retangulo fica da seguinte forma:
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o Cateto oposto x =y |
senf = — nao usaremos!
hipotenusa /x2+9

2 Cat. adjacente 3 3

&t +8 cos0 = — L = = WxZ+9 = .
& hipotenusa /%2 +9 cosf
o Cateto oposto % T
- -1~ =
7] 0 Cateto adjacente 3 i
3

Como x = 3.tg@, entdo dx = 3.sec?0d6. Substituindo na integral obtemos

f 1 d f 3.sec? e f 3.sec? 48

—_—dx = = =3

x%\/x%+9 (3.tg0)2.— sene) i
(:059 ‘cosO

COS

j sec?
= 5 =
sen“0

cos?8’ COS@

00529 sen?

2 j cos@ 48
== — =
9 ) sen®@

1
5_[ cotgl.cossecdO =

1
5(—cossec6) (1).
2
Mas, senf = ;, entio |cossecd = X5 = (2):
v x?+9 X,

Substituindo (2) em (1), encontramos

—1\/x2+9:

e

1
s =
fxzx/xz +9

1
dx = + c|.
9 5 fxz /%2 + 9 & 9x &
Vamos fazer o teste derivando, dispomos de
— X2+ 9 . ¥1 2%% =4, S
— 4 = e—ee=—V**+ 9 | = | ———VX*+9 =
9% 9 2,2 /x2 49 D (%2 +9
—1 [x?—x?—9
e = ok!
9x vxZ+9 x%/x?+9

X

Vxi—4x+5

Nesse caso,

3° exemplo: f dx

Solugao:

diretamente, antes é preciso fazer algumas modificac®es algébricas na integral.

nao é possivel aplicar a substituicdo trigonométrica

Fazendo x?—4x+5como (x—2)?’+1leu =x—2,temos:du =dxex=u-+2e

consequentemente,

x u—+2
j—dx - j—du
Vx?—4x+5 VJuf+1

O tridngulo e as relagées para a variavel u estio a seguir.

iy
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u
senf = ———— = nao usaremos!
vus+1

vuz4+1 1 1

w €050 =———= |\ u2+1=
Juz+1 cos@

u
tgl = — = =tgl
g0 ="

1

Como u = tg0, entdo du = sec?0d0. Substituindo em (1), tem-se

(tgl + 2)coso

Lt 2 tgo +2
— du = | =—— 20do = dg =
Vuz+1 e f 1 we cos?6
cosfO
tga + 2
f—d@ = fsec@.tg@ d6+2.[sec6 do| (2).
cos@

Sabemos pela tabela 21.3.1 de integrais basicas que

fsecx. tgxdx =secx+c|e fsecx dx = In|secx +tgx| + ¢

Desse modo, a expressao (2) equivale a
u-+2

M 1

Comou=tgfe~u?+1= —

\/Zz;__fldu =\/u2+1+2.ln|\/u2+1+u|.

Porém, u = x — 2 e assim concluimos que

x =+x*—4x+5 + 2.ln|\/x2—4x+5+x—2| + c|.

du = secO + 2.In|secO + tg0|.

= secO, encontramos

| ==
x?—4x+5

4° exemplo: Vamos demonstrar a férmula para o calcular a drea de uma
elipse.

Solugao: Por simplicidade utilizaremos a equagao de elipse centrada na origem e a

parte positiva do 12 quadrante. Assim,

xZ yZ b2x2 + azyz P

E—'—F:l = TZl = : N
Bl fatyt =mthE = geyt =utht— et =

b2(a2_x2)
a?y? =bh2(a?2 —x?) = y?= —
b%(a? — x2) b
S O il R P PRI N o |
y=1= — y=t—va*—x
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A area sera 4 vezes o valor da integral no intervalo [0, a], isto é

& b 4b 2
A= 4.f (—vaz—x%dx = —f (v a2 — x*)dx.
o a a Jo
Utilizando a substituicido trigonométrica, temos o seguinte tridngulo:

va? — x? =
seng =—— = |\ a? —x* = a.senf|)
a

96
cos =— = | x=a.cosb8|
@ Vaz —z2 a
Va2 — x? .
—————— = nao usaremos!
%

ty 8 =

xr

Como x = a.cos8, entdo dx = a. (—sen8)d8.
Quanto aos intervalos, precisamos ter um cuidado a mais com as integrais definidas.

Esse intervalo depende da expressio em que possui o radical v . Para esse caso em que

x = a.cosB8, temos
vaz —x2 = [a? — (a.cosB)? = Va?z —a?.cos?l = \/az (1 —cos28) =
\f i &
sen?0
a .+sen?8 = al|senf| = |\/ a? —x2 = a|sen9||
L

\/a2 — x2 =+Ja2sen?0 =
&
positivo |send|
asenf,se <0 <m

[oaDl o
a e =
—asenO,sem <0 <21

Para que possamos utilizar +a? — x? = a.senf proposto no tridngulo inicial,
. Desse

devemos considerar o intervalo 0 < & < 7 na analise dos limites de integracao

% =10 =0 =u9/2

modo,
Para x = a.cosf, devemos ter:
x= =2 0=0
Substituindo na integral, cbtemos
(0]
(a.senf).a.(—send)do Utilizando:
1—cos26

4b (4 4b
A=—.] (Wa?2—xdx =—.
= @ Jnyz sen’6 =
2

4h (0] 0
=" —\a& . sen - = —4an. sen
(a? 20).do dab 20d0o
w/2

A
a /2
01 —cos20 o
A= —4ab.f ——do = —Zab.f (1 —cos20)do =
2z 2 iz
2 2
28 \1° 0 2
p =2 (020 )] = 2an[ (0252 )~ (G5 )] ~ ==
w2

Os mesmos passos podem ser seguidos para demonstrar a férmula da area de uma

circunferéncia. Para isso, basta fazera = b =r.

207 |



Observacgéo: Ao utilizar o método da substituicdo trigonométrica nas integrais
definidas, devemos analisar os extremos do intervalo de integragao consoante ao
radical da fungado obtida no tridngulo retdngulo. Veja que no exemplo anterior que
o radical foi equivalente a

2 — x% = q.senb.

a
E assim, ao analisar que senf = 0, inferimos que 0 < 9 < 1.
Porém, ao optar por trocar os catetos, obteriamos Va2 —x? = a.cosf. E nesse
caso, para cosf > 0, devemos utilizar: —7< g <7

Exemplos para outros casos:

- Se Va? + x? = a.sech, para secH > 0, devemos utilizar: —% o< %
- Se Vx2 —a?=a.tgf, para tgh = 0, devemos utilizar: 0 <9 < % <8 Sng.
E assim por diante.
2 1
50 exemplo: Vamos calcularf —_—dx
1 x2vVx%+1
Solugéao:
cos@=—2|\/x2 1—sec€| —E< B
VxZ +1 Z= T2
X
., tg6=I2 = dx =sec?0dd.
xi= 1. =8 =m/4
Para x = tg#, devemos ter: {x =3 e aretat
) |
arctg(2) sec 6 arctg(2) sec@
= ————— i = ——do =
f 2xZ+1 dx = f tg*0secod /4 tg*o
arctg(2) SECQ arctg(2) 1/COSQ arctg(2)
f — —f dg =f cotgf.cossec0df =
iy thQ sen29/cos (2] T
2 1 arctg(2) Consulte a
——dx = — =} = —cosseclarctg(2)] ++vV2 tabela basica
fl x*Vx2 +1 cossec ] . [ 92 de integrais.
/4

Porém, x =tg0 = cotgf = % = cotg0 :% = cotgl = % (parax =2). E além disso,

cossec?0 =1+ cotg?8 = cossec?8 =1+ % = cossec?d = %: cossecO = g
Assim, cosseclarctg(2)] = g e
Z 1 V5
| semte= 2443
1 x*VxZ+1 2
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EXERCICIOS 21.6

1)Calcule as integrais:

a)f L =i i)f B

Vvaxi-1

b)f 9 + x%dx . VxZ—-16
j) de

c)f x% — 4dx f Jax?—9
k) de
1
d —_—d
) = |)f —ux
e)f 1 , VxZ—6x+10
x
Va—x? m)f %dx
f)f 1 4 x“—2x+5
—dx
Vi +25 n)f V5 —4x +x% dx
x
g)f \/x2+1dx o)f Vx? + 2x dx

2
h)f LA p)f N S
vi-—x? (x?—4x+3)3/2

2)Calcule as integrais definidas:

fl 1 B x
— of ==
2J = o Vi @

_ 4—x2
b)f1 1 — xdx 4 VxP—a
0 e)f dx
2 x
i
C) — dx fl 1
f —d
0 1—x2 ) 0 (x2+1)2 X

3)Calcule a area A destacada na figura a seguir.

Ty
)=
\A%\
0 2 x
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21.4.5. Integracao de fungoes racionais por fragcoes parciais

P(x)
i) em que

Nesta subsegdo, mostraremos como integrar uma fungdo racional
P(x) e Q(x) sao polindmios.

Se o grau do polindmio P(x) for maior do que o grau de Q(x), deve-se
inicialmente dividir P{x) por Q(x) e calcular a integral do polindmio resultante. Caso
o0 Grau (P) < grau (@), aplica-se o método das fragSes parciais.

O método das fragdes parciais consiste em expressar a fungdo racional em uma
soma de fragdes mais simples, que denominamos de fragdes parciais.

De uma forma geral, se Grau (P) < grau (Q) e Q(x) for um produto de fatores
lineares distintos na forma (a,,x + b,;,)"™, a dlgebra nos permite expressar uma
fungao racional

P(x) P(x)
Q(x) - (a1x + b1 (azx + by)"2(azx + b3)"s .. (apx + b))
da seguinte maneira:

e Para a expressdo (a;x+ b;)"* devemos escrever uma quantidade r; de

incégnitas A;, A;, Az, ..., A cujos denominadores serdo expressdes ha

s
forma (a,x + b,;)¥ com y (inteiro e positivo) crescendo a cada parcela, de 1 até r,.
Da seguinte forma
i + Az + A3 A
(a1x + b))t (a1x+b1)2  (a1x + b1)3 7 (aix + by )™
e Para a expressdo (a,x+ b,)™ devemos escrever uma quantidade r, de

incégnitas: B;, B,, Bi, ..., B, cujos denominadores serdo expressfes na

forma (a,x + b,)Y com y (inteiro e positivo) crescendo a cada parcela, de 1 até ry,
da seguinte maneira
B, B, By B,,
(azx + byt + (ax + by)? + (azx +b3)3 " (arx + by)72’
e Continua-se esse processo até a Ultima expressdo (a;,x + b, )™ :
Z Z, Z Zg,
(amx + by)t * (amx + by )? + (@mx + bp)3 " (Apmx + by )T’

Como a quantidade de incégnitas sdo limitadas comumente utilizamos as letras
do alfabeto 4, B, C,..., Z, em vez de A, B;, C3... Z;, .

Exemplos:
x—1 i sl A B
\/ = = -+
x?—4x+3 (x—1)(x—3) x—1 x-—3

Observe que o expoente de (x — 1) é 1, e desse modo, utilizou-se uma incédgnita A. E

que o expoente de (x — 3) é 1, e dessa forma, utilizou-se uma incégnita B.
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v xZ+1 x+1 A e B C
x?—4x2-3x-2 (x—-1)*(x—2) x—1 (x—1)*" =x-2

Perceba que o expoente de (x — 1) é 2, por isso foram utilizadas duas incégnitas: A
para (x — 1) e B para (x — 1)% Como o expoente de (x — 2) é 1, somente a incégnita C foi
utilizada.

P(x) _ A B c D 5 &
(x—a)*(x—b)*(x—c) T x—a & (x—a)? fF —a)? + F + 7 -|_m

Veja que o expoente de (x — a)® é 3. Portanto, foram utilizadas trés incégnitas: A, B e
C. Os denominadores dessas incoégnitas sdo expressdes (x — a) de expoente crescente a
cada parcela em uma unidade, de 1 até 3, respectivamente. Observe ainda, que o expoente
de (x — b)? & 2, entdo duas incégnitas D e E foram utilizadas. E por fim, o expoente de (x —

c) é 1, somente uma incognita F foi necessaria.

Se caso Q(x) tiver algum fator quadratico irredutivel (ou seja, da forma ax? +

bx +¢, com b*—4ac <0), entdo além das fragdes parciais anteriores, devemos
L _ Ax+B

acrescentar para cada fator quadratico uma expressdo na forma ————.

ax“+bx+c

Exemplo:

F2+Dex?+x+1)
d A Bx+C Dx +E sao uredutiveis:

G-+ T2+ D -3 02+D B rx+D)| b*—amc<D)

De forma equivalente ao que se aplica aos fatores lineares na forma

(a,,x + b, )™, aplica-se também aos fatores quadraticos irredutiveis. Isto &,

2 AnX+Bn i ¥
acrescentamos expressfes na forma =—————— também de 1 até n, conforme a
(ax*+bx+c)"

seqguir.

P(x) _ Ax+ B, A,x + B, Azx + By Apx + B,
(ax®> +bx + ) (ax®>+bx + o)t (ax* + bx+ )2 (ax®+ bx + )3 " (ax® + bx + o)

Exemplo:

P(x) _ A Bx+C Cx+D Ex+F

+

(x24+4)*(x—1) ~ x—1 " (x7+4)  (x2+4)% ' (x2+4)?

Note que o expoente de (x? + 4)3 é 3. Portanto, foram utilizadas as trés expressées:
Bx +C,Cx+ D e Ex + F, com denominadores de expoente crescente em uma unidade, de

1 até 3, respectivamente. Observe ainda, que (x — 1) é linear e segue o critério anterior.

Usando esses artificios algébricos conseguimos obter fragBes parciais mais
simples e equivalentes a fungdo proposta na integral.

x—2

1° exemplo:f - dx
x“—4x+3

Solugdo: A expressio x> — 4x + 3 pode ser escrita como (x — 1) (x — 3).
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f % —2 d _f x—2 d
X —dx+3 (x —1)(x—3) -

Expressando . S em fra¢des parciais, temos
(x—1)(x—3)
X—=2 A B A(x—3)+B(x—1) Ax—-3A+Bx—B
x-—D@x-3 -1 x-3  G-D&x-3»  G-D&-3 _
B —42 :(A+B)x+(—3A—B):) A+B=1 { _1/2:)
(x—1D(x—3) (x—1)(x—3) —3A—B= -2 B=1/2

3 — ik , 2
(x—l)(x—S)_x—1+x—3'

Substituindo na integral, obtemos

f a8 f1/2+1/2d 1f L . 4
- — = e — =
= A3 1 wm—3 ) e—1 R8>

f T —1ln|x 1] + In|x — 3| C In|x? — 4x + 3|] +
——— = = — == — = |— i A

x2—4x+8

—_—dx
x%—4x344x?

29 exemplo: f

Solugdo: Podemos decompor x* — 4x® + 4x*, como x2(x? —4x + 4) = x*(x — 2)°.
—4x + 8 —4x + 8
= | ——————— dx.
x* — 4x3 + 4x7 % (x —2)?
" P x%—4x+8 - it
xpressando o—2) em fragdes parciais, temos

2—4x+8_A+B+ € N D _ ARl —=2)F =Bl —2)7 + Ga%(¥—.2) D"

x2(x —2)2 x % x—2 (x—2)% x*(x — 2)?
—4x+8  Ax®—4Ax* +4Ax + Bx? —4Bx + 4B + Cx?® —2Cx? + Dx?
x2(x—2)2 2 (e —2)
—4x+8 x*(A+C)+x*(—4A+B—2C+ D) +x(4A —4B) +4B
x2(x —2)2 x%(x — 2)?
Aigualdade de polindmios no numerador nos dé o seguinte sistema
A+C=0
—4A+B—2C+D—1
44 — 4B = —4
4B =8

Resolvendo esse sistema:

4B=8=>B=3 S[E=2]

4A—4B=—-4 > 4A—-42=-4 = 4A=-4+8 > 4A=4 =>[A=1].
A+C=0 = 1+C=0 =[C=-1].

—4A+B—-2C+D=1 =—-41+2—-2.(—-1)+D=1 =[D=1].

Encontramos
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x2—4x+8_1 2 e al
x%(x —2)* =% %2 +x—2+(x—2)2

x? —4x +8 1 2 -1 i
J-x“—4x3+4x2 ae zf(;+x_2+x—2+(x—2)2) W =
1 2 -1 1
f;dx+f;dx+fx_2dx+fmdx=>

2
In|x| —;—ln|x—2| i

E assim,

+:€|.
—2 -
x*+4x3—4xZ+e6x—1
39 exemplo: >
(2x—1)(x2+1)
Solugao:
x* bda® —dxZ e A Bx +C Dx+E

Z—-DE D -1 P+l i
Ax?2+12 4+ (Bx+O)x2+1D2x— 1)+ (Dx+E)(2x— 1)
2x—1D)(x2+1)° -
Ax* + 2Ax2 + A+ (Bx3 +Bx+ Cx?> + C)(2x — 1) +2Dx? — Dx + 2Ex — E
(2x — 1) (x2 + 1)°
Ax* + 2Ax% + A+ 2Bx* + 2Bx? + 2€x® + 2Cx — Bx? —Bx — Cx?> —C + 2Dx?> — Dx + 2Ex — E
(2x— D2 + 1)?
(A+2B)x*+(2C —B)x*+ (2A+2B—C+2D)x*+(2C—B—D+2E)x+A—C—E
(25— 1)(x*+ 1)°
Aigualdade de polindmios no numerador nos da o seguinte sistema
A+2B=1
2C—B =4
24 + 28— &+ 2B = —4;
2c—B —D+2E =46
A =il =1
Substituindo o valor da equacio 2 na equacgio 4, temos

4
2(—B—D+2E=6=>4—D+2E=6 =|-D+2E=2 |(1).

Desmembrando a equacdo 3

2A+2B—C+2D=—4=>[A+A+2B—C+2D=—4]
s
Substituindo a equag¢do 1 naequacdo 3: A+ A+2B—-C+ 2D =—4 =

A41—C 42D ——4 = [A—C 20 =—5|(2).
Da equacdo 5, temos:A—C—E= —1 = [A—C= —1+E]|

Substituindo em (2), encontramos
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—1+F
A—C+2D=~-5= —1+E+2D=-—5 = |[E+2D =—4|(3).
Montando o sistema com (1) e (3), dispomos de

—D+2E=2 (x2) N{—2D+4E=4
E+2D=—4 E+2D=—4

De (3),temos: F+2D =—4 =0+2D=—4 = [D=—2]
Da equagdo 5,obtemos: A—C= —1+F = (4).

Da equacdo 1,obtemos: A+ 2B =1 = |B=(1—-A4)/2 |

Substituindo em (2): 2€ ~B=4 =2¢ 122 = 4 S@ECTA=9](5)
Montando o sistema com (1) e (3), dlspomos de

{A—C= -1 (x4) ~{4A—4C= —4
4C+A=9 4C+A=9

De(4): A—C=—-1 =1—-C= -1 = [C=2]
Da equacdo 1, obtemos: A +2B=1 = 1+2B=1 = .
Dessa forma, a integral fica assim
Xt 4x® —d4x” +6x— 1 A Bx+C Dx+E
2 2 = R T 2)
(2x —L(x*" + 1) 20— mEEHA X+ 1)

= hE =0 = |E=0|

=eA=5 = A=1]

1 —
f ( = g ) dx = Use o método da
2x—1 x*+1 (x* + 1)* substituigio nessa integral.

) o f (52) o+ | (i) o

fx4+4x3—4x2+6x—1
2x — 1)(x%2 +1)?

1 1
dx =—=In|2x — 1| + 2. t + :
-3 > n|2x | arctg(x) FEal

EXERCICIOS 21.7

1)Calcule as integrais.
S =
f —=d
W GermE

f xZ+x+1 d
9J) rnitern

C)f Zx;zdx h)f 3x2—x+1 3xT x4l
x<—3x+2 2(x+1)
3x—1
)f XZ+x+1 A I)f Zxt10
X2 4+4x+13
f 2x+1
e x3_x2_x41 R —— )f - +;x+;ff+2 dx
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21.5. Comprimento de curva (ou arco)

Nesta secdo estudaremos as ferramentas de cadlculo integral para encontrar o
comprimento de uma curva plana (ou arco).

Seja uma fungdo f(x) com derivada continua no intervalo [a,b], conforme
figura 21.5.1. O comprimento do arco é a medida L “esticando a funcao”, conforme
a figura 21.5.2. Para calcular o comprimento L dessa funcao, precisamos dividi-la
em n pequenos segmentos, conforme a figura 21.5.3. Esses pequenos segmentos

serdo denotados como L, (figura 21.5.4).

1
: (@) ;
1
i f(@)
1 ! €T
1 : T
a b
Figura21.5.1 Figura 21.5.2
Y Yy
f(mn)
i f(ﬂin—l)
1
1
; 7(a)
: L o ,
G b
Figura 21.5.3 Figura 21.5.4

Aplicando o teorema de Pitagoras na figura 21.5.4, obtemos

Ly = (Axp)2 + (Ayn)? =V (Ax)? + [f(x0) — f(xn-1)]? (D).

O teorema 20.5.2.3 (teorema do valor médio), afirma que: se uma fungdo f é

continua em [a, b] e derivavel em (a, b), entdo existe ao menos um ponto x, € (a,b)

tal que

fx) — f(xn_1)

Xn — Xn-1

=f'(xn") = |f(xn) —fCn_1) = f ). Axy, |
Substituindo em (1), encontramos

Ly = V@2 + BAy)? = VB2 + [F Gen™)- Bxnl? = Ly, = Ay /1T + [F (a2}

Para aplicar a soma de Riemann devemos tomar o limite de n crescendo
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infinitamente, dessa forma, Ax,, — 0 e o comprimento serd dado por

n b
L= limAxn_,OZAxn.\/l + [ (e *)]? :f Jl + [F'(x)]?dx =
i=1 &

b
L= ] /1 + [f'(x )]?dx
a

Exemplo: Vamos encontrar o comprimento do arco da curva f(x)=x do

ponto (—1,—1) ao ponto (2,2).
Solucgao:

b
fix)=1 2L=f ﬂ1+[f'(x)]2dx:> . /
flz)==

2
==,

2 2
L=f \/1+12dx=f \/Ed?f:\/ix] = "3vz
-1 -1
2 :/ 1 2 3
L=vZ2-VZ(-1) =L =3v2 ud

~4

Use o teorema de Pitigoras no grafico da funcgao

que esta na figura 21.5.5 e comprove o valor 3v/2. Figura 2L.5.5

20 exemplo: Vamos encontrar o comprimento do arco da curva f(x) =x?*do
ponto (0,0) a0 ponto (z,2)-

Solugdo: f'(x) = 2x. Assim,

b 1/2 1/2
L=f [1+ [0 dx =f {1+(2x)2dx=f 1+ 4x2dx.
a 0 0

Utilizando a substituicao trigonomeétrica:

- Cateto oposto 2% 5 \
senf = T TR - = ndo usaremos!
Cateto adjacente il
cosf = = = w/1+4x2 =
hipotenusa V1 + 4x2 cos@
. Cateto oposto 2% 9 _—
= = — =y D=
g Cateto adjacente 1 g Para cos@ = 0

1 devemos ter:

Como x = %, entdo dx = % (sec”0)d6 e para {x
X

Substituindo na integral, temos

/4 1 sec?d 1 pEe
I =f ; o = —f sec30do.
o cos@ 2 2

f'(0) =sec?*0 = f(x) =tg0

Agora, aplicando a integracdo por partes: {g(Q) = Fuah = g {x) = ol TP A
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f £1(0). 9(0) dx = £(0).g(0) — f £(0).5°(0) do

f sec0 dO =tg0.sect — f tg0.secH.tgl dé = tg0.secO — f tg?0.secl do
Substituindo tg?@ = —1 + sec?@, dispomos de

fsec30 do =tg0.secl — f(—l + sec?0).sec do
fsec36 de =tg8.seco +fsec@ de —fsec36 deo

fsec30 do +fsecgé? do Zth.SECQ-l—fSECQ do

e =
ln|secB+tgf|

2. f sec30d0 =tg0.secO + In|secO + tg9|

1
fsec36 do = 7 (tg0.secO + In|secd +tg0l))
Dai segue que

/4 i
= —f sec*9do = i (tgB.secO + In|secO + tgb|) ]
0

)

1
L=Z(\/§+ln|\/§+ 1| = [L =0,573897 u.c] Angns

0:2

(tg— sec—+ln|sec—+ tg—D (th secO +In

secO . th
B e o

1
L =-1V2+ V2 +1|=

0.4

= 0.573897
O gréfico da funcio f(x) = x? esta na figura 21.5.6.

R = . |t~
Ao “esticar” a parte da fun¢io destacada e medirmos em - - o < <5

uma régua, encontraremos 20,58 cm (se a escala for em

centimetros). -02

Figura 21.5.6

|| EXERCICIOS 21.8 |

1)Calcule o comprimento do arco da curva nos intervalos indicados:
a) f(x) =2x+ 1 no intervalo [-1,2]
b) f(x) =+/x no intervalo [0,1]
c) f(x) = x? no intervalo [0,2]
d) f(x) = In (secx) no intervalo [1,%]

e)f(x) = In (cosx) no intervalo [O,E]

f) f(x) =+ x — x? no intervalo [0,1]
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21.6. Volume de sélidos

Além do calculo de area e comprimento de curva, podemos utilizar as integrais
para calcular volumes de sélidos. As subsecdes a seguir abordardo trés formas em
que isso pode ser feito: por meio de fatiamento, revolugdo ou camadas cilindricas.

21.6.1. Volume de sélidos por fatiamento

Considere um sélido que se estende ao logo do eixo x, no intervalo de [a,b],

cuja secgao transversal é perpendicular a esse eixo.
Podemos fatiar esse sélido em n fatias (subintervalos
entre a e b) conforme figura 21.6.1.1. Se cada fatia
possui area A(x) e altura Ax,,, podemos obter o seu
volume V aplicando soma de Riemann:

A(z})

n
b
V = limpyx, o z A(xy,™).Ax, :f A(x)dx = <
= a a Az, b

b Figura 21.6.1.1
V=f A(x)dx.
a

Caso o solido se estenda ao logo do eixo y (no intervalo de [a,b]) e sua secgdo
transversal for perpendicular a esse eixo, teremos de forma equivalente que

V= j:A(y) dy.

Em outras palavras, o volume de um soélido pode ser obtido integrando-se a
area que representa sua seccdo transversal entre os extremos a e b desse sélido.

Exemplo: Vamos calcular o volume de uma pirdmide cuja base é um quadrado
de lado a e altura h.

Solugédo: Inicialmente, precisamos encontrar uma relagio entre y e x aplicada a area
transversal A(x).

Aplicando a semelhanca de tridngulos na figura a seguir, temos

ﬂ h %_ h y_a(h—x)

L)
y h—x: y h—x: 2h D

A area da seccdo transversal pode ser calculada por

4= =[a=w@.
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Substituindo (1) em (2), dispomos de

a(h—x))2 - =4a2(h—x)2 aZ(h—x)Z_

A =4y? = A(x) =4( =% i =|Ax) = =

b B Bt a2 % sh
v:f Atxidx :f (%) dx :>V:%f ((h— 1)) dx =

aZ rh aZ/ rh h n
V=—zf (h? — 2xh + x%) dx :>V=—2(f (hz)dx—th xdx+f xzdx)
h=Jo h*\Jo o 0

a? x 1" a2 h3 a’h
Vzﬁ(hz.x—hx2+?)]0 2V=ﬁ(h2.h—hh2+?):V= .

29 exemplo: Vamos calcular o volume de uma esfera de raio R.

Solugao: Para encontrar uma relacao entre y e x aplicada a area transversal A (x)

da esfera, vamos aplicar o teorema de Pitagoras na figura a seguir.

R e o i

A area A é uma circunferéncia de raio y, logo A = 7ry“. Substituindo em (1), obtemos

A(x) = m(R? — x2).

O volume é, portanto,

V= fbA(x)dx = fRn(Rz —x) dx =
a -R

2 X3 i
Vv =7r(R x—?)]_R:'
\% =7r<R2R— R;) = (RZ.(—R) = (_,f)a)

v B By [ Aake
Bl 3 = & |

A(z)
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21.6.2. Volume de sdélidos de revolugcao (método dos discos)

Considere um sélido gerado pela rotacdo de uma regido plana compreendida
entre a curva (a funcdo) e uma reta. Se a rotacdo se da em torno dessa reta (que
deve estd no mesmo plano da regido a esse sélido), denominamos o sélido gerado
de sélido de revolucao e a reta de rotacdo de eixo de revolucao.

Por simplicidade, iniciaremos a rotagdo de uma fungdo em torno do eixo x,
conforme a ilustracao a seguir.

Y }y

f(x)
R “ ’

Como a sec¢io tem forma de discos, esse método

ﬁ‘

também ¢ denominado de método dos discos.

Podemos encontrar o volume desse sélido aplicando o volume por fatiamento.
Claramente a area da seccdo transversal desse sélido é dado por A(x) = m.[f(x)]?,

uma vez que é a area de uma circunferéncia de raio f(x). Assim,

b
% :f . [f(x)]?dx.

Quando a rotagdo se da em torno do eixo y, utilizamos

b
v= [ miroray.

Exemplo: Vamos calcular o volume de um sélido obtido a partir da rotagcdo em
torno do eixo x da regido delimitada por y = 2x e o eixo x, no intervalo de x=0 a
x=2.

Solugdo: A rotacdo e sélido gerado estdo representados nas figuras a seguir.

A area da seccgdo transversal é uma circunferéncia de raio f(x). Assim,

b 2 ) 5
= fa 7. [F )] %dx = ]0 7. [2] 2 d = fo mdx*dx = 4-7{[0 %2

o[- ()] ~FTEed
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Use a féormula do
Y volume de um cone

para confirmar o valor
y =2z anterior.

O 2 o

o

Nhehcecac e asa=

2° exemplo: Calcular o volume de um sélido obtido a partir da rotagcdo em
torno do eixo x da regido compreendida entre y =vx e y = % no intervalo de x =0
ax=1.

Solugao: A rotacio e sélido gerado estio representados nas figuras a seguir.

Yy Como a sec¢io tem
! =L forma de arruelas,
! esse método também
y=Va ]
; v ¢ denominado de
1 1}

] - i :. método das arruelas.

H Y= '

. 2 1l

1 L

P ' ™

¥=3 ! i

H i1

]

1 A

O volume pretendido é a diferenca entre o volume gerado pela rotagio da funcéo y =

= 5 X 5 i 3
Vx e o eixo x e o volume da fungio y = 5 e o eixo x, no intervalo de 0 a 1.
1

Va = fbn. [Fe))Pde= fln. [mzdx = flnxdx zrrf Ao =
a 0 0

(0]

oG] -[)- ()] s

Vy = fbﬂ. [f(x)]?dx = fln. [g]zdx z%flxzdx =

-3 -H6)- 6] -

i V_T[ 7r_67r—7r=>V_57r
ST T TR T T 12 T |

221 |



MATEMATICA APLICADA AS CIENCIAS AGRARIAS - CONTEXTUALIZACAO - MODELAGEM - TECNOLOGIA

Diante desse exemplo, podemos inferir que o volume gerado pela rotagdo da
area compreendida entre duas fungdes f(x) e g(x) (com f(x) = g(x)) no intervalo

de a a b, segundo o eixo de rotacdo x, &

b
e f 7. ([f )12 — [g ()] dx.

E para um eixo de rotagéo y,

b
= f 7. (OO — [g (12 dy.

Aplicando a formula no exemplo anterior, encontramos
2

v= [ marer - lgeorar=n [ Wl [ dr=r [ x-Zax=

x2

Vi =T[<—

Z

3

-5, ) G- [("2)

)

S
= V1 :E u.v|

392 exemplo: Calcular o volume de um sélido obtido a partir da rotacdo em
torno do eixo y da regido compreendida entre y =+v2x + 3,

Solugdo: A rotacdo e sélido gerado estdo representados nas figuras a seguir.

y=x e 0 eixo y.

Y
Yy A D 7
~ \ / .
~ .
=i/ 3 = S % 7 Pl —
y=virz+ R g
~
e v Y P
Ba, “s. o v s el
Ba v, Y Ve
TR ? 2. o8
NN A
22y = V22 + 3
y=21 y=4a
T
<5 x

Inicialmente devemos encontrar o intervalo, os pontos de interseccdo das duas

funcgoes.

= x2—2x—3=0=

V2x+3=x =2x+ 3 =x?
2-2x—3=0 =(a=1b=-2ec=-3)= 4=>b*—4ac=[4 = 16|

. 2+4
_—btVA  —(-2)+V16 244 | X =5 =3
n - n - 2—4 :
2.8 &l ¢ " 5 = —2 (descartada!)
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Como a rotacdo esta em torno do eixo y, as funcdes devem estar em funcao de y.

=
y=\/2x+3:>y2:2x+3:x=f(y)=y2 !

E a outra funcio sera

Quanto ao intervalo, parax =3 = eparax =0= . Assim,

b 3 237"
v=| n.([g(y)F—[f(y)]Zde=n.f0[y]Z—[y - ] dy =

3 1—6y°+9 3/—y*+10y?—9
ver| (yz_i)dy:n.f (L)dyi
[0 4 (o] 4

il s vy i 1 I’
Vz—f (—y*+ 1092 —Ddy = V =— A =95 =
Z ), 2\"s 3 !

vorF —35 10.33 Bl —05  10.03 o
= {5 —t—5 98|~ gt—5 80§ =

V_n —243 68— 57 L —243 - V_n 72 V_187r
_4'[ - ]_4'[ g ]: _4'[5 |l s |

O exemplo a seguir aborda o caso em que o eixo de rotagdo ndo é nenhum dos
eixos x e y convencionais.

4° exemplo: Calcular o volume de um sélido obtido a partir da rotagdo da
regido delimitada por y =x%, y=0e x=1, em torno dareta x = 1.

Solugao: A figura do sdlido pretendido esta a seguir.

A area da secg¢io transversal é uma circunferéncia de raio 1 — x ou 1 — 3/y. Assim,

b 1 Ay
sz n.[f(y)]zdyzfo 7T, [1—3\/;]2dy2

1
%4 znf (1—2%/y +/y2)dy =
0

1.

TS
V=m y—2.1 15 =5
§+1 §+1 ”
2 5\1"
s Y+
V= —3.—+4+3.— =
T 2 5
0
4 5 4 5
V= i 31§ 31§ 0 30§ 30§ = gl I V—1
=T .2+ s .2+ = —n( 2+5)2 —10u.v.
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II EXERCICIOS 21.9 [I

1)Encontre o volume do sélido de revolugdo resultante da regido sombreada
quando gira em torno do eixo especificado.

a) b)
) d)
Yy = Vsenx
1
05
QA
T U
4
-0.5
e)
10
8
6
4
2
T
0
0 a4 s

2)Calcule o volume do sélido obtido a partir da rotagdo da regido limitada pelas
curvas em torno do eixo x nos intervalos especificados.

Ay=vx—1l,y=1,x=1lex=4,
b)y=1/x,yv=1,x=1lex=4;

Ay=v9—x%*,y=0x=1lex=2;
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d)y=\/senx,y=\/COSX,y=O,XZOXZ%F
e)y =+/secx ,y =+2cosxex =0.

3)Calcule o volume do sélido obtido a partir da rotacdo da regido limitada pelas
curvas em torno do eixo ¥ nos intervalos especificados.
a)y=+x,x=0,y=4ex=4;
b)y=Inx,x

e,y=0ey=1;
c)y=% e y=—x+3;
dy=x,y24+x=2ey=0;

e) y = arcsenx e y = arccosx.

4)Usando o cdlculo de volume por fatiamento, calcule:

a)Um tronco de uma piramide reta de altura h, base quadrada maior a e
base quadrada menor b.

b) Um tronco de cone circular reto de altura h, raio da base maior R e raio
da base menor r.

¢) Um tetraedro regular de aresta a.

d) Uma calota de uma esfera de raio R e
altura h (conforme a figura ao lado).

5)Monte as integrais que calculam os volumes gerados por cada regido da

figura seguir. Use a notagao f(y) e g(y) para especificar a curva em funcao de y.
a) A regido A; em torno do eixo x.

y
b) A regidao A, em torno do eixo y.

c) A regiao A, em torno do eixo x.

d) A regiao A; em torno do eixo y.

6)Calcule o volume de um sdlido obtido a partir da rotagdo da regido limitada

pela curva y = x? + 2 no intervalo de x = 0 e x = 1 girando em torno da reta y = 1.

7)Calcule o volume de um sélido obtido a partir da rotacdo da regido limitada

pela curva x =,/y +4 no intervalode y=0 e y =1 girando em torno da reta x =
1.
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21.6.3. Volume por camadas cilindricas

O método das camadas cilindricas (ou cascas cilindricas) é uma alternativa para
calculo de volumes quando os métodos anteriores apresentarem um integrando
dificil de encontrar a primitiva ou quando a drea da secg¢do transversal ndo pode ser
calculada. Em alguns casos, esse método pode ser mais pratico que os anteriores.

Considere uma regiao plana compreendida entre a curva (a fungao) e o eixo x,
dentro do intervalo [a,b], conforme figura 21.6.3.1. O sdlido gerado pela rotagao

dessa regido (area) em torno do eixo y esta na figura 21.6.3.2.

Yy 4
L = Yy
1 f@)
f\f(a : :
: i e
H 1 1
1 1
E Regiao i i
: : : :
' : _ T OO >
a b T a b L
Figura 21.6.3.1 Figura 21.6.3.2
: —
' RS ()
i h = f(x)
1
:
= Azr
2
xT
Figura 21.6.3.3
a b

Figura 21.6.3.4

Segundo a figura 21.6.3.2, o volume IV desse sdlido pode ser obtido subtraindo
o volume do sdlido de fora V, que podemos assumir que tem raio r,, pelo volume
do cilindro interno V,; de raio r;. Dessa forma
V=V,—-V,= (mrn? —mr®Dh=n(? —nDh=ralrn —r)( +r)d)h (1).
Fazendo Ar =1, —r; (@ espessura da camada - retangulo da figura 21.6.3.3),
temos r = (1, —11)/2 (o raio médio da camada). E ao multiplicar (1) por 2 e dividir

(ry + 1) por 2, obtemos

.,.

———— Ar circunferéncia espessura altura
(-r-z —+ rl) PRS- . S e o~ -
V=2m — (ro,—rD)h = V= 27r . Ar . h
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INTEGRAI

Esse é o volume de uma camada (uma casca) disposto na figura 21.6.3.4. A

somatdria de Riemann de todas essas camadas constitui o volume do sdélido:

. altura espessura
raio

n
b
= limn_,ooz 2 F f (B)AX :>f 2 % . FCx) -
i=1 a

O que equivale a

b
V=f 2nxf (x)dx.

Se a rotacao for em torno do eixo x:

b
V=f 2y f(y)dy.

Para um volume entre duas fungdes:

b
1a— f 2ax[f(x) — g(x)]dx.

Para um volume entre duas fungdes, se a rotacao for em torno do eixo x:

b
- f 2y [f () — g 1dy.

Exemplo: Calcular o volume de um sélido obtido a partir da rotacdo em torno

do eixo y da regidao compreendida entre f(x) = e, x=0ex=1.

Solugdo: A regido em questdo esta na figura a seguir.

Utilizando o método das camadas cilindricas, temos

b 1
V= f 2 () = f 2nxe™ dx =
a 0

1

Vznexz] =me—m=|V=m(e—1)|
0
Para fins comparativos, vamos resolver agora

Flai=c®

utilizando o método dos discos:

y=ex2:lny=l'nex2= Iny = x? : Jnyl

b e e
V’:j - [f(y)]Zdyzf1 n(,/lny)zdyzf1 ninydy =

e

V' = my(lny — 1)] =mle(1—1) —1(-D]=n=[V=xr]

1

- ~ e i -~ 2
Esse é o volume gerado pela revolucdo da regido compreendida entre a funciao e*’,
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y = e e x = 0. Devemos, entao, subtrair do cilindro externo gerado de raio 1 e altura e. Da
seguinte maneira,

V=ml1l%¢e—mn=|V=nle—1)|

Cilindro

O método das camadas cilindricas, para esse exemplo, foi mais pratico.

2° exemplo: Calcular o volume de um sdlido obtido a partir da rotagdo em

torno do eixo y da regido compreendida entre f(x) = x® e g(x) = x, no 1° quadrante.

Solugao: Calculando a intersecao das curvas: Y
x=0 | e
x3=x=>x—-x =0 :>x(x2—1)=0:>{x=1 E
we= —f :
O intervalo é [0,1]. A regido esta na figura ao lado. g(z) = = i
b 4 i
V= f 2rx[g(x) — FE)]dx = f 2x[x —x|dx = R
a 0 f(x) == f -
1 3 xS5\]" 1l
V=27Tf [x2 —x*ldx=>V =2n{——— =
0 3 Bl

by (L 1y _, (5=3\ [ 4=
B ”(3 5)_ ”( 15)2 =

Resolva utilizando o método dos discos e comprove o mesmo resultado.

3° exemplo: Calcular o volume de um sélido obtido a partir da rotagdo em
torno do eixo y da regido compreendida entre f(x) =x3 —2x? +1e g(x) =x? — 2x +

1, nointervalo x =0e x=1.

Solugdo: Observe que nio é possivel aplicar o Y
método dos discos, pois nao ha como escrever x em
funcao de y nas func¢oes. Vamos aplicar o método das > flz)y =2*—22*+1

camadas cilindricas.

b

v = [ 2mxlfo - g@ldx .
4 N —

V:f 2mx[x3 —2x? +1 — (x%2 — 2x + 1)]dx glz) =z*—2x+1
o

(=)

1 i
V=27rf [x3—2x2+1—x2+2x—1]dx=27rf [x3 —3x2 + 2x ]dx
0 0

V=m L x3 + x? 1—27r(1 1+1) V=—uv
e e | | |
4 L 4 2

Para a escolha entre o método dos discos e das camadas cilindricas, varios
fatores devem ser levados em conta. Entre eles, verifique em qual método é mais
facil encontrar os limites de integracdo (o intervalo). Também, considere qual
método requer apenas uma integral para resolugdo ou qual método produz um
integrando facil (ou possivel) de integrar.
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EXERCICIOS 21.10

1)Encontre o volume do sélido de revolugdo resultante da regido sombreada

quando gira em torno do eixo especificado. Use o método das camadas cilindricas.

a) b)

Tz =—232+3y

0.5

lo 0 05 i 15 U

c) d)

m:y2—4y+4 =

| —+ Y = cosxT

0.5

Yy = senx

R e

2)Calcule o volume do sélido obtido a partir da rotacdo da regido limitada pelas
curvas em torno do eixo e intervalos especificados. Use o método que achar
conveniente.
a)y=x°,y =x% em torno do eixo y.

b)y=Inx,y=0e x =e em torno do eixo x.
oy =%,y =—Xx +%em torno do eixo x.
dy= %,Zy = —x+ 3, em torno do eixo y.
3)Considere um sélido S obtido pela rotagdo da regido compreendida entre a
fungdo e o eixo x no intervalo de [0, 1], em torno do eixo y. Explique por que a

solugdo é complicada para o método dos discos e pratica para o método das
camadas cilindricas.
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21.7. Integrais impréprias

Nesta secdo, vamos estudar as integrais definidas que possuem intervalos
infinitos ou que tenham alguma descontinuidade infinita dentro desse intervalo.
Nesses casos, denominamos essas integrais como impréprias.

Sé&o basicamente dois casos a considerar:

e Caso 1: Integral impropria com intervalo infinito.

+ oo 1 0 + oo 1
f —dx; f exdx;f > dx.
1 o - e X

As integrais impréprias no caso 1 sdo assim definidas e calculadas:

Exemplos:

+oo

b
f(x)dx = bl_L;?_z’loo [a f()dx

a

f_hmf(x)dx = al_L;r_nmfhf(x)dx

+co

f(x)dx :f_ f(x)dx +f f)dx.

Quando esses limites resultam em um numero real, dizemos que a integral
imprépria converge e o resultado desse limite é o valor da integral. Quando esses
limites tém como resultado +o ou —oo, dizemos que integral imprépria diverge e
nao possui valor algum.

+o0 1
Exemplo: Calcule fl ——dx.

X2

Solucgao:

+oo q . b i ) 1 b ) 1 +00 1
f —dx = lim —dx = lim ——] = lim (1——):> f —dx =1|
i X o 1 b S

b—+oco 1 b—+co X b—+co

Vamos generalizar essa integral imprépria variando o expoente da variavel x.
Do seguinte modo,

+o0o 1 b 1 b x—p+1 b b—p+1 —1
f —dx = lim —dx = lim x"Pdx = lim —] =| lim —]
1 xP b—+oo 1 xP b—+oo 1 b—+o00 —p +1 N b—+oo —p +1

Se p>1, entdo o expoente —p +1 é negativo e quando b — +oo implica em

1
b~P*150, o que resulta no valor -

| 230



Se p <1, entdo o expoente —p + 1 é positivo e o resultado da integral é +oo,

portanto, divergente.

Mas, se p = 1? Neste caso, temos

b
b

+ oo . 1 ) ) )
f1 ﬁdx = bl—ﬁ-nm ) ;dx = bl_l)inm lnx] = bl_l)inm[lnb —Inl] = +oo (divergente).
i

Essa generalizagdo demonstra o seguinte teorema.

Teorema 21.7.1:

—dx = p—1

1
f"’wl ——,sep>1
1 XxP

diverge,sep <1

Como o valor da integral representa a area entre a fungdo e o eixo x no
intervalo, pode-se pensar ocasionalmente que, se x tende a +o, entdo essa area

também tende a +o. No entanto, esse teorema deixa claro que ndo é sempre o
caso! Veja na figura 21.7.1 o comparativo entre as areas que representam as

’ - . N 1 1 " < 2
integrais improprias das duas fungoes oo (no intervalo de 1 a +x) ja calculadas.

A primeira a area vale 1 u.a (converge - area finita) e a segunda + (diverge — area
infinita). Essa é a ideia por tras das integrais impréprias, verificar se a area
compreendida entre a fungdo e o eixo x, no intervalo indicado, é finita ou infinita.

+o0o 1
2° exemplo: Calcule f dx.
- 14x2
Solugdo:
= e [ litos [ i
——dx = ——dx ——dx =
g e 52 e 1+ X7 e 142
S| I O |
dx = lim ——dx + lim dx
f_oo 1+ x? a=—co ), 1+ x? bs+oo J . 1+ x?
Utilizando o método da substituicdo e escolhendo ¢ = 0, encontramos
0 b
+0o
|, Tex = jim are W] * s, are fgx] =
a (o]
+0co i 9 ,—»—0
f sdx = lim (arctg0 —arctga)+ lim (arctgb — arctg0) =
P I a——oo b—+00

+ oo “+oo 1
joo 1+ 22 dx = lim (—arctga) + bl_L;Tm(arc tghb) = f_oo N dx =)

a——oo

TC TC

2 2
Portanto, essa integral converge e area destacada na figura 21.7.2 vale m u.a.
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15

, 1@ = 152
Area = 7w u.a

1 \ ' ‘ ;—Woe

Area =1u.a Area = 400

Figura 21.7.1 Figura 21.7.2

e Caso 2: Integral imprépria com descontinuidade infinita dentro do
intervalo (integrando descontinuo).

Exemplos:
3 q 1 /2
f dx ;f Inxdx ;f secxdx.
1 X —2 0 0

As integrais impréprias no caso 2 sdo assim definidas e calculadas:

e Se f for continua em [a,b) e descontinua em b

b t
fa f()dx = tl_i)?gl_ faf(x)dx.

e Se f for continua em (a,b] e descontinua em a:

b b
fa f(x)dx =tl_i)m—L f()dx.

Da mesma forma que ocorre com o0 caso 1, quando esses limites resultam em
um numero real, dizemos que a integral imprépria converge, caso contrario,
diverge.

Caso f tenha uma descontinuidade em ¢ (a < ¢ < b), podemos fazer

b c b
f f(x)dx :f f(x)dx +f f(x)dx.
a i 8 c
Se as duas integrais improprias do lado direito forem convergentes, entdo a
integral do lado esquerdo serd convergente. Se algumas das integrais do lado direito
for divergente, entdo a integral do lado esquerdo sera divergente.

1
Exemplo: Calcule fo Inxdx .

Solucgdo: Sabemos que nio existe [n0, portanto, ha uma descontinuidade na funcio

nesse ponto. Aplicando a definicao, temos
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INTEGRAL

1
1 1
fo Inxdx = tl_z)‘r(ﬁ ft Inxdx = tl_l,m Inx.x — x] = tl_l)?g;t+ [[n1.1—1— (lnt.t — t)]
&

Na expressao Int.t, tem-se uma indeterminagdo —oco X 0. Aplicando a Regra de

L’Ho6spital nessa expressio, encontramos .
I p / Derivando o numerador
Int .

i 1 e S » ¢ o denominador.
% Lo b o] (1/t) . ( 92 ) ER

Dessa forma,

i 0 0 1.
f Inxdx = tlim (? — 1= Int. t) = f Inxdx = —1|(convergente).
0 = 0

O valor negativo é devido a area estar abaixo do eixo x (ver figura 21.7.3).

1

3
20 exemplo: Calcule f —dx.
1 x—2

Solugdo: Ha uma descontinuidade na fun¢do no ponto x = 2. E como 1< 2 < 3,

vamos dividir o intervalo da integral em duas partes, seguindo a definicdo do caso 2.

f:f(x)dx - ftf(x)dx +fbf(x)dx.

fjx—z _f

Resolvendo a primeira integral do lado direito, encontramos
t

—2

2 1 I
f dx = lim dx = lim [in |x—2|]] = lim [In|t — 2| — In|—1|] = —
g =42 =528y k=2 t—27 t=2~
1

Como uma das integrais diverge, a integral improépria proposta é divergente, ndo

sendo necessario calcular a outra integral.

A area infinita que representa a integral esta destacada na figura 21.7.4.

1| f(z) = In(z)

-2
-2

-3

Figura 21.7.3 Figura21.7.4
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Il EXERCICIOS 21.11 I

1) Calcule as integrais impréprias caso sejam convergentes.

0 1 1 + o 1
a)f_me dx g)f_lmdx m)_f3 \/;dx
; +o0 1 + oo 2x
B ) 4 . dx h)f —dx n)f0 —m dx
/2 +00 4o 1
c)f sec x dx i)j‘o tg x dx 0)f —_—

— 00 (x_l)z

4+ Inx
p)f — dx

d)f —dx i) f+°°e’xdx
|<)f+m idx

e) f .
0 \/ 9—x?
/4 cosx
— | —_—d
f)f dx ) 0 A/ senx *

2) Calcule as integrais improprias.

a)f0 — b)f+m i

& f+00 X

dx
- (1+x2)2 0 (1+x%)2 —® (1+x?2)2
+ o0 X + o0 X
d f )f dx f) f dx
—© 14x2 1+x2 —0 142

3) Na questdo anterior, a integral imprépria do item “c)” é a contabilizagao da
area negativa do item “a)” com a area positiva do item “b)”, como sdo iguais em
modulo, o resultado do item “c)” foi zero. Isso pode ser observado no grafico dessa
fungdo na figura 21.7.5. De forma semelhante, a integral imprépria do item “f)”
também é a contabilizagdo da area negativa e positiva, respectivamente, das
integrais impréprias do itens “d)” e “e)”. E pelo gréafico da fungdo na figura 21.7.6,
essas sdo também iguais em médulo. Explique por que no item “f)” a integral

imprépria ndo pode ser entendida como zero.

: T
7O vy

0.5 0.5

iR

1@ =y

-0.5 ~0.5

-1

Figura 21.7.5 Figura 21.7.6
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21.8. Integracdao numérica aproximada

Existem duas situagbes em que € impossivel calcular o valor exato de uma
integral definida. A primeira € que nem sempre uma integral apresenta como
primitiva uma funcdo elementar. Perceba que é impossivel encontrar as primitivas
das integrais definidas a seguir, mesmo aplicando todas as técnicas de integracdo
possiveis:

1 2 5 1
f exzdx,f egxdx,f In (lnx)dx,f V1—x%dx
0 0 3 0

A segunda, pode acontecer em um determinado experimento cientifico, onde
nem sempre, para os dados coletados, existira uma funcdo que se ajusta aos dados.

N&o obstante, em ambos os casos, podemos encontrar um valor numérico
aproximado para essas integrais. E uma das formas é utilizar o método dos
retdngulos, que ja foi visto na introducdo dessa unidade, ou outros métodos mais
sofisticados como a regra do ponto médio, trapézio, Simpson ou polindmio de
Taylor, que sdao mais eficientes, propostos ao longo dessa secgao.

21.8.1. Regra do ponto médio

Essa regra consiste em dividir a area a ser calculada em retangulos de bases
iguais e altura correspondente a ordenada da média aritmética das abscissas.

b
] f)dx =M, = Ax [f(x) + f (X)) + F(3) . + F G-

Xi—1+x

Onde: Ax :bn;a, n é quantidade de reténgulos e X, = == L (ponto médio).

Como exemplo para essa regra (e todas as demais), iremos calcular a integral

21
f =dx.
1

X

Na figura 21.8.1.1, decidiu-se dividir a area no

intervalo de x=1 a x=2, em n =4 retangulos. \ "
Quanto maior for a quantidade n desses retangulos F@) = x
maior serda a aproximacdo do valor correto da —
integral. Desse modo, |
f =2 L g2,
4 4

A altura de cada retangulo é o valor de f(x) no
Xj—1tX;
2

Figura 21.8.1.1

ponto médio: X, = . Logo,
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1+ 1,25 1,25+ 1,5

ra = £ (—52) = raazsy; fam = £ (=0 —2) = F(1L375).
1,5+ 1,75 1,75+ 2

@ = £ (22 = pu62s); £ = £ (R0 = F1875).

E o valor aproximado da integral é

2
f %dx = 0,25.[f(1,125) + £(1,375) + £(1,625) + £(1,875)]
1

led~025[1 e 1]
L x T 1125 T 1,375 1,625 ¢ 1,875

21 21
f —dx = 0,25.2,76488 = f —dx = 0,69122]
1 X 1 X

21.8.2. Regra do trapézio

Essa regra consiste em dividir o intervalo em trapézios de base maior f(x;),

base menor f(x;_,) e altura igual a Ax = x;_; — x;.

2 A
| reodx =T =S5 17 x0) + 2 Gea) + 21 (r2) + 21 (3) o+ £ Gon)]

Onde: Ax zb%a, n é quantidade de trapézios e X, = a +i.Ax.

1

2
Calculando novamente a integral f1 —dx com
X

o mesmo numero n = 4, s6 que agora de trapézios,

conforme a figura 21.8.2.1.
2—1 1
Ax = 5 =Z=0'25
x,=a+i.Ax=1+1i.0,25=>

X = 1; %4 = 1,258 %5 = 1,6} %5 = 1,75 e &4 = 2

. . Z Figura 21.8.2.1
O valor da integral aproximada é

29 0,25
f1 ;dxz > (D +2£01,25)+2F(1,5) +2f(1,75) + f(2)]

29 0,25
f ;dx = -5 - [1+1,64+ 1,333+ 1,142857 4+ 0,5]
1

21 0,25 21,
j —dx = .[5,57619] = 0,697024 = f —dx = 0,697024 |
1 X 2 1 X

| 236



21.8.3. Regra de Simpson

Na regra de Simpson!® a soma S,, consiste no uso de parabolas ao invés de
segmentos. Sua regra é dada por

2 A
[ reodx =5, =55 7o) + 4G + 27 (i) + 4f (i) + 20 () o+ £ G,

Onde: Ax = b—Ta en é par.

Resolvendo o mesmo exemplo anterior para o mesmo n = 4, temos

21 0,25
[ e =T Q) + A7 Ger) + 2 () + 47 Gea) + G

3

21 0,25
;dx = 3 [1+3,2+1,333+2,285714 + 0,5]
1

le 0,25
;de A +4£(1,25)+2f(1,5) +4f(1,75) + f(2)]
1

21 0,25 21
j —dx = ——.[8,319048] = j —dx = 0,693254
1 X 3 1 X

Agora, vamos comparar o valor das trés regras anteriores ja calculadas com o
valor correto da integral.

O valor correto é:
2

i
f;dx: ln|x|] =In2 —Inl =[In2 = 0,693147]
¢

1

O valor da regra do ponto médio foi M, = 0,69122, diferenga: 0,001927.
O valor da regra do trapézio foi T, = 0,697024, diferengca: —0,00388.

O valor da regra de Simpson foi S, = 0,697024, diferenga: 0,00011.

As aproximacgoes utilizando a regra de Simpson foram melhores que as regras
do ponto médio e do trapézio. De uma forma geral, isso sempre acontece pelo fato
da regra de Simpson ser a média ponderada das regras do ponto médio e do
trapézio.

N&o faz sentido deduzir aproximacgdes de uma integral facil de calcular como a
flz i dx utilizada como exemplo. O objetivo dessa escolha é apenas para comparar

e mostrar a eficacia das aproximacdes dos métodos (das regras) quando a integral
ndo possuir primitiva elementar, como o 2° exemplo da subsegdo a seguir.

13 Thomas Simpson (1710-1761).
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21.8.4. Polindmio de Taylor

O polindmio de Taylor!* nos fornece também uma aproximacdo de integrais
definidas. A ideia principal é encontrar um polinémio P de grau n que melhor se
aproxime da fungdo em uma vizinhanga x, (proxima) e a partir dessa fungao
polinomial encontrar a integral definida.

Definicdo 21.8.4.1: Seja f uma fungdo n vezes derivavel em x,, entdo o

enésimo polindmio de Taylor de f em torno de x, é dado por:

Pa) = £ Gxg) + ) e — 3eg) + XXX [T — %)

+f"(xo)glx! — xg)"

Como exemplo, vamos calcular o terceiro polindmio de Taylor (n = 3) da

funcdo f(x) = % em uma vizinhanga x, = 1.
-1 -1
34 =—=f(1)=—=-1
F@=—=fO=0

f1) =2 = =2
FU) =22 = ) =6

x4

P3(x)éf(x)=lé 1—1(x—1)+(x—1)2 —(x—1)3

Pi(x)=f(x)=—=1—-x+1+4+x?—-2x+1—x3>+3x*—-3x—1

|| ®RIP X

Ps(0)=f(x)=—=—x3+4x>—6x+4

X

Calculando a integral utilizando esse polindmio, encontramos:

21 2
f —dxzf—x3+4x2—6x+4 dx =
1 X 1

2

21 x* 4x3 5 T
f —dx = ——+ —3x“+4x| =—=0,5833.
X 3 . 12

Py(z) = —z?+ 4z —6x+4

1
fl@) =~
A diferenca desse valor para o correto (In2 = z

0,693147) deve-se ao fato do polinémio de Taylor
representar a fungdo em vizinhanga préxima de 1 e,
além disso, foi utilizado o fator n apenas até o 3. | % 15 e 3
Veja na figura 21.8.4.1 a aproximacgao da funcdo \

R R s

com o polindmio P;(x) no ponto x =1. Figura 21.8.4.1

14 Brook Taylor (1685-1731)
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INTEGRAI

2

1
20 exemplo: Sabemos que fo e" dx no possui como primitiva um funcao

elementar. Vamos calcular seu valor numérico aproximado usando a regra de
Simpson para n = 10 e o polindmio de Taylor para uma vizinhanga préxima de O.

b—a 1—0 _

Solugao: Utilizando a regra de Simpson: Ax = 5 qp = 0,1.

b A
f fdx =58, = ?x Qo) +4f (1) +2f (x2) +4f (x3) + 2f (x4) .. + f(xn)]

1
f e* dx E—Oél [F(O)+4F(0,1)+2f(0,2) +4f(0,3)+ -+ f(1)]
0

[ e* dx E% [1+4F(0,1)+2f(0,2) +4f(0,3) +:+ f(1]

& 0,1 e
f e* dx = = [43,88044] = f e* dx =1,462681|
0 0

Utilizando o polindmio de Taylor para f(x) = e* em uma vizinhang¢a xg = 0.
fi(x)=e*.2x = f/(0)=0
F(x) = 4xZe® + 2.eX = f(0) =2
F'(x) =8xe™ +eX.2x.4x2 + 2. .2x = f(0) =0 ef*(0) = 12.
[ Geo) (x — x0)? S Go) e — x0)®

Py(x) = fxo) + f(x)(x — x0) + 51 3!
7 Exp) (2 —mo)™
* n!

Px)=f(x) =e* = 1+%x2 +%x3+i—%x4 S|F) =e* =1+x2 +%x4.

Desse modo,

1. il =

; 1 43 "

f e* dx Ef 1+x%2+=x*dx =—= 1,433...> f e* dx =1,433
o o 2 30 o

3 /

f@) = e

Na figura 21.8.4.2 esta o calculo da area realizado

pelo software geogebra, bem préoximo dos valores 2
anteriores. Veja como calcular essa area usando esse

software na secido 21.9 a seguir. s

Area: 1.46

o] 0.5 : | 1.5

Figura 21.8.4.2

A seguir estd um exemplo que representa a Ultima situagdo, que é o caso em

que um experimento cientifico pode ndo ter uma fungdo que se ajusta aos dados.
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32 exemplo: O escoamenta da produgdo de soja de uma propriedade em
toneladas de graos por hora, est3o na tabela a seguir:

Escoamento (ton. Graos/ hora) 2 1 0,5 10,3 (0,2 ]0,1 8]
Tempo(h) 0] ] 1 1 2 2 3y =

Estime utilizando a regra de Simpson o total de grios escoados nas 3 primeiras
horas.

Solugao: A velocidade de producao (ton. Grios/h) esta variando ao longo do tempo
em intervalos de 0,5 h. A integral dessa velocidade nos da o escoamento (ton. Graos). No
entanto, os dados ndo representam uma fungdo elementar para que possamos integrar
{(verifique!). Assim, usaremos o método de Simpson proposto para estimar o escoamento.
B—a 3—0

T

- A
f Flxddx =5, = Tx [flxo) +4f(xy )+ 2F () + 4 (xz) + 2F (x4) oo+ F(x0]]

Ax — =S ey S ]

B
Sg = UT [£C0) +4f(05) +2f(1) +4f(1.,5) + 2f(2) + 4f(2,5) + f(3)]

0.5
Sgie= =5 [24+ 4.1+ 2.05+4.0,3+2.0,2+ 4.0,1 + 0]

0.5 0.5
Se=— [24+4+1+1,24+04+04]= 5, =— [9] =[S = 1,5 toneladus|

21.9. Calculo de integrais utilizando o geogebra
« Calculo de area (integral definida) entre a funcio e o eixo x.

z
Como exemplo, calcularemos f x* — x + 1 dx.

Digite a fungdo x? —x + 1 no campo de entrada do software. Em seguida digite:
“integral(f,-1,2)" e tecle enter. A tela de visualizagdo do software mostrard a area
entre a fungdo e 0 eixo x e o seu valor.

Entrada: 7() = x* - x + 1 - 2

-1
Entrada: W -1,2) -
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e Calculo de area entre fungdes.

Como exemplo, calcularemos a area entre as fungdes f(x) =x*—x+1le g(x) =

—2x + 3.

Digite a fungdo no campo de entrada do software as duas fungdes.

- Calcule os pontos de intersecdo da fungdo ou use a ferramenta “intersegdo
de dois objetos” do software, conforme a seguir.

.E‘} Ponto em Objeto

P
‘," Vincular / Desvincular Ponto

g 'ntersecao de Dois Objetos

L]
.* Ponto Médio ou Centro

.z Nimero Complexo

f(x) = x? —x+1
g(x) = —2x+3

B=(1,1)
A=(-2,7)

Pontos de
intersecdo

Apods a selegdo dessa ferramenta clique na pardbola e na reta, depois disso, o

software mostrara os pontos de intersecdo, conforme a ilustracdo.

Os pontos de insercdo sdo x= -2 e x= 1. Digite no campo de entrada:

“integralentre(g,f,-2,1)" e tecle enter (conforme a imagem a seguir):

Entrada: (g, f, -2, 1))

A tela de visualizacdo do software
destacard a area entre as fungdes e o
seu valor a=4.5, conforme a ilustragdo:

» Janela de Algebra %

® f(x) =x>—x+1
® g(x) = —-2x+3
® B=(1,1)
®A=(-2,7)

® a=45

» Janela de Visualizacdo

-2




» Calculo de integral indefinida (primitiva).

Como exemplo, calcularemos a integral f x* —x+1dx

- Digite a fungdo no campo de entrada do software: f(x)=x* —x + 1.
- Em seguida, digite: “integral{f)".

Entrada: () «

- Apos o enter, o softwares mostrara a fungido g(x) resultado da integral

indefinida, conforme a ilustragdo a sequir.

@ t(x) =x>—x+1

1 —1
® g(x) = 3 x3+ > x2+x

Resultado da
integral (primitiva)
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Il EXERCICIOS 21.12 I

1)Calcule o valor aproximado da area entre fungdo f(x) = e * e o eixo x, no

intervalo de 0 a 3. Use a regra do ponto médio, do trapézio e de Simpson, para
n =6 e compare com o valor exato (calculando a integral pela primitiva). Qual dos

métodos (regras) mais se aproximou do valor exato?

x

2)Calcule o quarto polinomio de Taylor (n =3) para a fungdo f(x)=e * em

uma vizinhanga x, = 0. Use esse polinémio para calcular o valor aproximado de e~ 1.

5
3)A integral f3 In (Inx)dx ndo possui uma fungdo elementar como primitiva.

Estime o seu valor usando a regra de Simpson para n = 10.

1
4)A integral fo sen(x?)dx ndo possui uma funcido elementar como primitiva.
Estime o seu valor usando a regra do trapézio dividindo o intervalo em cinco partes.

5)Uma fazenda estd representa no mapa a seguir de escala 1:10000000.
Sabendo que as medidas do mapa estdo em centimetros, use a regra dos trapézios

em intervalos de 1 centimetro para estimar a area dessa fazenda.

4

6)A verificagdo da viabilidade de um projeto de irrigagdao de uma cultura, esta
ligado ao volume de agua disponivel em um lago préximo a plantagdo. O lago, que
possui profundidade de 1 metro, foi medido horizontalmente a cada 4 metros,
obtendo as medidas verticais que estdo na figura. Qual o seu volume de agua em

m3?
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7)0O grafico a seguir mostra a relagdo entre as grandezas y e x de um

2
experimento. Calcule o valor aproximado de fo ydx usando a regra do trapézio

para n=>5.

2 A S i
1
1
2 |emmm e e f a0
18|-=--- H i
14 |- == - -- : i
1 1 1 1
] 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
0.8 f-f~--- qm-==- : ' i
1 1 1 1 1
P A
] 1 1 1 1 T
0.4 0.8 1.2 2

8) O escoamento da produgdo em toneladas de graos por hora de uma
propriedade em toneladas esta representada no grafico a seguir.

Estime utilizando a regra de Simpson
para n = 6 o total de graos escoados nesse

intervalo de tempo.

5

y (ton. de graos /R

ora)

W

z (

horas)

9)Por questdes técnicas, uma operador precisar variar a velocidade de uma

colhedora de acordo com o tipo de graos plantado. Os dados estdo a seguir:

Velocidade (km/h)

0

2

20

56

Tempo(h)

(0]

4

7

12

Estime utilizando a regra de Simpson a distdncia percorrida pela colhedora.

10) Explique por que o software geogebra ndo calcula a integral indefinida (a

primitiva) da fungéo f(x) =+VInx.

Veja a ilustragao do resultado apresentado pelo software:

» Janela de Algebra

® f(x) = VIn(x)
g(x) =7

» Janela de Visualizacdo

-t

1 f
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21.10. Aplicacoes de integral

Nesta secdo, vamos estudar a aplicacdo da integral em diversas ciéncias,
inclusive em ciéncias agrarias.

21.10.1. Centro de gravidade (centroide)

Suponha uma lamina de espessura desprezivel e homogénea (ou seja, que
possui massa inteiramente uniforme em toda sua composicao) cuja regiao R esteja
num plano horizontal xy. E seja uma forga gravitacional agindo verticalmente sobre
ela. Existe um ponto C(x,y) denominado de centroide, tal que o efeito da gravidade
nesse ponto é equivalente a de uma sé forga, que agindo nesse ponto (C € R) em
sentido contrario, equilibra horizontalmente a lamina. A esse ponto denominamos
de centro de gravidade.

O Calculo de C(x,¥) é dado por:

1 b b
X =— dx.
& area de Rfa lade
lyr'ul‘id(ul(}
Ze fhl[()]zd \
Y = areade R — flx = N

A area de R é dada por

b
Area R :f f(x)dx.

Se a regiao R for entre duas fungdes f(x) e g(x), temos

b
A= mj x[f(x) — g(x)]dx.
1 bq
y= area de R fa E{[f(x)]z —[g(x)]?}dx.

A area de R é dada por

b
w = [ [re - g@lax.
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MATEMATICA APLICADA AS CIENCIAS AGRARIAS

- CONTEXTUALIZACAO - MODELAGEM - TECNOLOGIA

Exemplo: Podemos conjecturar que o centroide (o ponto de equilibrio) de um
retdngulo de lado 4cm e 2cm, conforme a figura a seguir é (2, 1). Vamos confirmar

usando o centro de gravidade.

Solugdo: A area de R é 4x2 = 8 (nao precisou usar integral). Claramente a funcao

do lado superior do retangulo é dada por f(x) = 2 e o limites serdo 0 e 4. Assim,

1 B 1 12
X =mfa xf(x)dx =§f0 2xdx = 3
9 gHF z@ flz) =2
=33 —¥-E=2 :
8 2 5 8
1 RegiaoR

_ 1 fbl g _1f4122d -
Y = Freade R a2[f(x)] *~3 02[] *

1l
_— y =

“rgal Ty

1 4 1 £ A
y==| 2dx=-= dx = — il |
v 8_{0 X 4f0xx 42

L
Defato; C & (2;1)-

2° exemplo: Calcular o centroide da regido R limitada pelas fung8es f(x) =

x24+x+1eg(x)=—x+4.

Solucgdo: O ponto de interseccdo das duas funcées éx = 1. EaareaR é

AreadeR:fol[—x+4—(x2+x+ 1)]dx =

1
AreadeR=f [-x+4—x2—x—1]dx=>
0 RegiaoR

1
Area de R = f [—x% — 2x + 3]dx =
0

|

1
=4
0

5 X2
Area de R = —?—x2+3x

i 12+ 3.1 = - A d R—5
= . _3$ rea de =3}
b i i
& éreadeRfax[f(x) S 5/3f0 B~ PR Sl
3 o1 3
%= _f x[—x2 — 2x + 3]dx = _f [—x32 — 2x% 4+ 3x]dx =
51y 5Jy
x*  2x3  3x2]" 1% miF sdE [
v o = —— — = = —= )
2 3 Z . 3 B 2 B i
_ i fbl 5 214
Y= Zrende B ). 3{FO — [g0017)ax
= i 1 + 412 24+ x+1]%}d

. @t
yzgf E{x2—8x+16—[x4+2x3+3x2+2x+1j}dx
0
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311
Ef Sw* ~ 26 — 20 — 10 + 15)dx
0

V=
31 (—x5 2x* 2x3 10x2 . 78 .
- - =
5Tl & x B 2 |
__ 3 =8 2% 243 10.12_|_151
LT 7 B 2 :
3 (259 177
y=—]—tt= —— yvi= 2,59}
¥ 10{ 30} z00 = 2=259]
Resposta: C(0,58; 2,59). G T s
Esse ponto esta representado na figura ao lado.

21.10.2. Energia e trabalho

Na Fisica, a grandeza trabalho esta relacionada a forga e a distancia. Exemplos:
e Empurrar um livro sobre uma mesa a uma distancia d;
e Puxar uma mola de um ponto a um ponto b;
e Carregar um objeto de um lugar (ponto a) para outro (ponto b);
e Empurrar um carro a uma distancia d.
Nesse contexto, quanto maior for a forca exercida, maior sera o trabalho, e
quanto maior for a distancia d, também maior sera o trabalho (grandezas
diretamente proporcionais). Isto é

W =F.d.

Agora, imaginemos uma forga variavel aplicada sobre um objeto, na diregdo
do movimento e sobre o eixo x, provocando seu deslocamento do ponto x =a ao
ponto x = b. Podemos dividir esse deslocamento em n subintervalos e o trabalho

realizado, no i-ésimo intervalo Ax; = x; — x;_,, pode ser aproximado por
W = F(x*i).Axl-.

Somando essa aproximagodes, obtemos a soma de Riemann:
2 b
w = limn_,ooz F(x*).Ax; > W = f F(x)dx.
i=1 <

Conclusdo: O trabalho realizado por uma forga varidvel F(x) em um
deslocamento do ponto x = a ao ponto x = b é a integral:

wW = be(x)dx.
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Como exemplo dessa aplicacdo, podemos citar a lei de Hooke'® empregada em
uma mola esticada em x unidades, que é dada por F = kx, onde k é uma constante

da mola. O trabalho realizado pela mola é ’
Formula bastante

Fex? b conhecida da Fisica no
> ensino médio.

b
W=f kxdx =W =
a

a

Exemplo: Calcule o trabalho e a forca exercida por uma mola de constante
k =2N/m foi esticada k = 1m além do seu comprimento natural.
Solugédo:

F=kx = F=21= F=2N.
51

d
sz 2dx:>W:2x] = W = 2 joules.
0
0

Ainda na Fisica, a segunda lei de Newton afirma que se um objeto de massa m
for submetido a uma forga F, entdao o objeto adquire uma aceleragao conforme a
equacao

F =m.al.

Conforme vimos na secdo de aplicagcdo de derivada, a derivada da velocidade
em relagdo ao tempo é a aceleragdo: V'(t) = a. Logo,
F=mV'(t).
Se x = x(t) = dx = x'(t)dt, substituindo em

w = be(x)dx,

obtemos:
v(t) o
m.V'(t).x'(t) dt = m.V’'(t).V(t)dt.

to to

ty

w = bedxz
L 0

Porém, V =V (t) = dV =V'(t)dt e com isso

Vi V21"
W = m.V.dv=>W=m.—] =
Vo 2 Vo
2 2 Pesquise sobre essa formula
W=m V; = VL nosq livros de  Fisica
2 2 (cinematica) do ensino médio.

- & |4 . o .
Fisicamente a expressao mT representa a energia cinética do movimento.

Isso posto, o trabalho de uma forca é dada pela variacdo da energia cinética. Essa
concepcgdo em Fisica € denominada de teorema da energia cinética.

15 Robert Hooke (1635-1703)
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21.10.3. Lei de resfriamento de Newton

A lei de resfriamento de Newton diz que se um objeto quente for colocado em
um ambiente frio, esse resfriara a uma taxa proporcional a diferenca de
temperatura entre o objeto e o ambiente. A afirmacdo em forma de equacdo é a
seguinte

dT—kT T,
— = k(T —T,).

dT ; L . .
e é a taxa de variagao da temperatura ou velocidade de resfriamento;

T — é a temperatura do objeto;

T, — é a temperatura do ambiente;

k — constante do material do objeto.

Se o corpo apresentar temperatura inicial T,, temos

dT k(T T ) dT(TO _Ta) kdt
—_— = — = — =
dt @ (T_Ta)
constante
B AT (To— Ta) fb T—
—— 9 % _ | kdt =>In|l—2| =kt =
fa (T_Ta) a To —Ta

T—T,
L =kt = T T, =(Ty—Ty).e* = | T =T, 4+ (Ty — Tp).e*.
To—'T,

Exemplo: Um corpo inicialmente a 80°C é posto em um ambiente de
temperatura constante de 20°C. Sabendo que ap6s 5 minutos o corpo esta a 40°C,
em quanto tempo ele estara a 30°C?

Solugao:

T =Ty + (Tog—Tg).e*t
40 = 20 + (80 — 20).e*5
20 = 60.e5° = - gk =>% = g%k = ln% = lnek =

60
1,09861

1
ln§= bk = —1,09861 =5k = k = I = |k=—0,21972|

Assim a funcao é

|T =20+ 60.6_0'21972-f|_

Substituindo T = 30, temos

0= 204 60,e WT2E =5 B0 — 20=e0.ug APt
10
5=

i :
Ine=in 021972t = _1,79176 = —0,21972.t = [t = 8,15 min |

—0,21972.t _

10 = 60, %1972 = e
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21.10.4. Teorema do valor médio para as integrais (TVMI)

Teorema 21.10.4.1 (Teorema do valor médio para integrais-TVMI):
Seja f uma funcdo continua em [a,b], entdo existe pelo menos um valor de ¢ do

intervalo (a, b) tal que

1 b
f@ == reax.

Demonstracgcdo: De acordo com teorema 20.5.2.3 (teorema do valor médio-
TVM), se uma funcdo F é continua em [c,d] e derivdvel em (c,d), entdo existe um
F(b)—F(a) 2
ponto c € (a,b) tal que = F’(c). Como f f(x)dx = F(b) — F(a),
= a
podemos dividir tudo por b —a e com isso comprovar que
F(b) F(b) — F(a) ;
o= [ reoax — L P = f ().
Esse teorema afirma, do ponto de vista geométrico, que existe um ponto ¢ no
intervalo [a,b], tal que a area entre a fungdo e o eixo x (a integral) é igual a area
de um retdngulo de medidas b —a e f(c¢), como ilustrado na figura 21.10.4.1.

Y Yy

/ f(x) / f()
f(o) (o) =

Qe
o frmmmememacaaaa

Tl R

a c

Figura 21.10.4.1 Figura 21.10.4.2

Vamos mostrar que as areas A; e A, da figura 21.10.4.2 sao equivalentes.
Nessa figura, vemos que a area entre a funcdo e o eixo x (a integral definida) é
igual a area do retangulo de altura f(c) e base b — a, mais a area 4,, menos a area
A4, matematicamente:

b
ff(x)dx = f().(b—a) +A,—A;.
a area do retangulo

area entre a fungio
eoeixox

Como a area entre a funcdo e o eixo x, e a area do retdngulo sdo equivalentes

no ponto ¢, concluimos que 4,;= 4,.
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Além dessa visdo geométrica, podemos demonstrar que o valor f(¢) do TVMI

é também o valor médio de f(x) no intervalo [a, b]. Para isso, vamos dividir a area
. X . . b—a
que representa a integral em n retangulos de base iguais a Ax, tomando Ax = >

tdo pequeno quanto se deseje. Nessa conjuntura, se f,,, a média aritmética de todas

as imagens f(x,"), entao
PR CRLYCYRI(CYIY
m n .

Mas, n . e area de cada retdngulo é f(x,").Ax. Logo,

Ax
£ fICGe™) + f(x,") + f(x3™) .. f(x,")]AX
me b—a )

Aplicando o limite n — oo, concluimos que
n

1 1(*
fo= m(limn_m Zf(xn*).Ax) = fin= mfa fx)dx .

i=1
Vale ressaltar que o valor médio f,, calculado na forma acima, conforme a
demonstracao, representa a média aritmética de infinitos valores de f(x).

Exemplo: Considerando que a produgao de graos (em toneladas) de uma

propriedade foi modelada pela fungdo P(x) =0,5x3 —0,5x2 +2x, sendo x em

hectares de area plantada. Qual a média de produgdo dessa propriedade que possui

10 hectares de area plantada?

Solugao: 470
1 10 400

fm =16—=0J,

_ 4 st 05 KT
fm=10\"2 3 % " 200

1 70,5:10* 0510% 5
fmZE — 3 0= | = f, = 118,33

(0,5x3 — 0,5x% + 2x)dx

118,33

4
Esse valor esta representado na figura 21.10.4.3.

y
123456 7 8 91011

Figura 21.10.4.3

Para comprovar que esse é o valor médio para funcdao em infinitos valores, foi
feito um calculo com a ajuda de um computador. Utilizando intervalos de 0.1 (ou
seja 0;0,1;0,2;0,3;...10) e considerando 100 valores, encontrou-se uma média de

119,5, bem préxima do valor médio mencionado anteriormente.
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21.10.5. Aplicacdao em matematica financeira

Estudamos em Matematica financeira, especificamente em juros compostos
(subsecdo 3.3.2 - volume 1), a seguinte formula exponencial

M=C(1+ D]

Onde M é o montante, C o capital, i a taxa de juros e t o periodo (o tempo).

Exemplo: Um capital de R$ 5.000,00 é aplicado em fundo de investimento a
uma taxa i = 6% a.a durante 5 anos. Qual o montante desse investimento ao final
desse periodo?

Solucgao:

6
M =C(1+ i)t =5000(1 +ﬁ)5 =|M = R$ 6.691,12].

O regime de capitalizacdo desse exemplo é denominado de descontinuo. Ja o
regime de capitalizacdo continua é um regime de taxa constante i, capital C,
que transforma em t periodos de tempo, um capital acumulado (montante M) igual
a

M = C.elt,

Nessa modalidade, os periodos de tempo sdo considerados infinitesimais
implicando em periodos de capitalizacdo instantdneos (continuamente capitalizados
a cada periodo infinitesimal). Por esse motivo, a taxa de juros nessa modalidade &
denominada de taxa de juros instantanea.

Demonstragcdo: Considerando que queremos aumentar um numero n de
capitalizacbes, para aumentar o montante M em periodos infinitesimais, temos:t' =

n.t e i’ =i/n, substituindo em
t

M=ca+i"=ca +%)ﬂ-t =c [(1 +%)n] :

Como a taxa de juros é instantanea, M é o limite de n — oo
t

i\ i\ .
M=limC[(1+;)] =i lim(1+;) =[c.e™]
n—oo

n—oo

el

Resolvendo o mesmo exemplo anterior, porém utilizando a capitalizagcdo
continua, encontramos
M=M= C.e"* =5000.(2,718182)%9%5 = R$ 6.749,22.

O montante aqui foi maior (e sempre serd) pois a capitalizacdo é continua.
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O exemplo acima trata apenas de um uUnico depdsito (aplicagcdo) que fica
capitalizando mensalmente. Suponha que haja depdsitos mensais durante todo o
periodo, como calcular o montante?

O montante em questdo é denominado também de valor futuro (VF) de um
fluxo continuo de depésitos.

Como, nesse caso, a taxa de juros é instantanea, podemos dividir o tempo t
em n subintervalos de comprimento At e o valor futuro de cada subintervalo i sera

C.etto—t"DA¢*;. O valor futuro entdo, serd a soma de Riemann

n
e % to n
VF = limp o0 ) C.eb@0=t"DAc"; =| VF =f C.etCoDqt
i—1 0

i=

Exemplo: Suponha 4 depdsitos mensais de R$ 100,00 em uma aplicagcdo com
taxa de rendimento de 1% a.m.

Solucgao:

0 saldo do 12 depésito apés 3 meses é: M = 100.(2,71)%°1-¢4~1D = R$ 103,04.

0 saldo do 22 depésito apés 2 meses é: M = 100.(2,71)%°1-(4=2) = R$ 102,02.

0 saldo do 32 depésito apés 1 més é: M = 100. (2,71)%°1(4=3) = R$ 101,00.

0 saldo do 42 depésito apés 0 més: M = 100. (2,71)%°1-¢4=9 = R$ 100,00.

O valor futuro sera a soma de todos os montantes de cada depésito:

VF =103,04+ 102,02 + 101,00 + 100,00 = R$ 406,06.
Utilizando a férmula para um fluxo continuo de depdsito, temos

to ) 4
VF = f C.ellto—dt = VF = f 100. e %01-(4—t) gy
0 0

4 4 4
Vsz 100.60'01'(4_t)dt=f 100.e0:04 =001t gy — 100.e°'°4f e~0:01t gy
0 0

104,08 0
e—001t 4 e—0.01.4 e—0,01.0
VF =104,08| ——— = 104,08 el =
( 0,01 )]0 0,01 0,01
—96,0789 —100

VF =104,08.3,921 = [VF = R$ 408,10

21.10.6. Custo de armazenamento

Considere uma quantidade ou peso (Q,) de um produto armazenado
inicialmente (estoque inicial). E seja a taxa de venda k (peso ou quantidade/tempo)
desse produto constante. Entdo, a quantidade de produto armazenado no tempo
t sera dado por: Q(t) = Q, — kt.

Por outro lado, se os custos desse armazenamento C(t) (preco/peso ou
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quantidade/tempo) for dada também em funcgdo do tempo ¢, temos que o custo de

armazenamento sera dado por
CA(t) =C(@®).Q®).

E o custo do armazenamento total (CAT) em um periodo t sera

t
CAT = z C®). Q).
1

Exemplo: O custo de armazenamento de um certo tipo de grdos em um silo é
estimado em R$ 0,05 por quilograma por més. Com um estoque inicial de R$ 2
toneladas desse graos, as vendas nos primeiros 5 meses tiveram uma taxa
constante de 200kg/més. Calcule o custo total de armazenamento desses graos
nesses 5 meses.

Solugéo:
estoque inicial taxa de venda
Q)= 2000 — 200 ¢
C(t) = 0,05

CA(t) = 0,05.(2000 — 200¢) = [CA(0) = 100 — 10¢].

Para o custo de armazenamento total, podemos fazer uma tabela més e més e somar

os resultados:

Més i 2 3 4 5 Custo de Armazenamento Total (CAT)
Custo de
armazenamento 90 80 | 70 | 60 | 50 350

Resposta: CAT = R$ 350,00.

Porém, essa solucdo sera exaustiva para um periodo muito longo. Nesse
contexto, para estimar um valor usando integral, vamos dividir o intervalo em n
subintervalos de comprimento At e o custo de cada subintervalo i sera C(t*;).Q(t*;).

O custo de armazenamento total sera o limite de n —» o da soma Riemann:

0

n %o
CAT = limn_,ooZC(t*i).Q(t*i)Atiz:’ CAT () = f c(®). Q) dt.
i=1

Aplicando no exemplo anterior, temos
5
o

CAT(t) = f OC(t).Q(t)dt = fg(loo —10t)dt = (100t — StZ)]
0 0
0

CAT(E) = 100.5 — 5.5% = 500 — 125.=s [CAT() = RS 375,00,

O valor do custo do armazenamento total foi maior, porque a contabilizacdo do custo

é continua.
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EXERCICIOS DE APLICACAO 21.13 |

1)Encontre as coordenas do centroide das regides destacadas a seguir.

a) b)
3
4
2 1
-2 0 2 4 6 -2 -1 0 1 2 3
-1
<) d)
7
6 f('l:) p= 2.'L'+] /_4— Yy =— cosx
5
E: 1
3 0.5 E
2 :
1 1
y = senx |
1
/o 1 2 3 4 5 6 7 !
-1 wi/a
3

2)Calcule o trabalho e a forga exercida por uma mola de constante k = 5N/m
foi esticada 2m além do seu comprimento natural.

3)Qual o trabalho que devera ser realizado sobre um corpo de massa iguala 5
kg, para que sua velocidade passe de 10 m/s para 20 m/s?

4)Um corpo inicialmente a 100°C € posto em um ambiente de temperatura
constante de 25°C. Sabendo que apdés 10 minutos o corpo esta a 50°C, em quanto
tempo ele estard a 30°9C?

5)Um corpo inicialmente a 100°C & posto em um ambiente de temperatura
constante desconhecida. Sabendo que apds 10 minutos o corpo estd a 90°C e apds
20 minutos o corpo esta a 85°C. Qual a temperatura do ambiente?

6) Uma amostra de uma hortaliga foi posta em uma estufa (micro-ondas) para
a determinagdo de matéria seca. Ao término do aquecimento, o material foi retirado
da estufa a uma temperatura de 90°C em um ambiente de temperatura constante
de 20°C. Se apds 10 minutos o corpo estd a 60°C, em quanto tempo ele estara a
300C?
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7)Considerando que o custo de produgdao de um cultivo de bananas de uma

150

propriedade foi modelada pela fungdo C(x) = 100 += onde x é dado em hectares

de area plantada e ¢ na ordem de mil reais, qual a média do custo dessa propriedade
entre 1 e 10 hectares de area plantada?

8)A produgao de um cultivo (em toneladas) de uma propriedade foi modelada
pela fungdo P(x) = 0,001x® — 0,01x + 50, sendo x em hectares de &area plantada.
Qual a média de produgdo dessa propriedade que possui 12 hectares de area
plantada?

9)As projegdes de venda de meldao de uma propriedade foram modeladas de
acordo com a fungdo Q(t) = —2t + 100, onde t é o tempo de dias corridos e Q(t) é a

quantidade de meldes vendidos. Quantos meldes em média foram vendidos entre o
100 dia e o 400 dia?

10)Um capital de R$ 10.000,00 é aplicado em fundo de investimento a uma
taxa i = 10% a.a durante 4 anos. Calcule:
a)0O montante desse investimento ao final desse periodo utilizando o regime
de capitalizagdo descontinua?
b) O montante desse investimento ao final desse periodo utilizando o regime
de capitalizagdo continua?

11)Pedro realizou depédsitos de R$ 1000,00 mensalmente durante 5 meses em
sua conta poupanga. Sabendo que taxa de juros de rendimento da poupanga esteve
constante e no valor de 0,5% a.m durante esse periodo, quanto Pedro resgatou ao
final dos 5 depédsitos? Use a capitalizagdo continua.

12)Um proprietario de uma fazenda pretende comprar um trator agricola que
custa no mercado R$ 200.000,00. Para isso ele pretende fazer depésitos mensais
iguais em sua conta poupanga, que rende 1% a.m, durante 5 anos (ou seja, 60
depédsitos). Qual deve ser o valor mensal desses depésitos, para que ao final dos 5
anos, o saldo seja suficiente para a compra desse trator? Use a capitalizagao
continua.

13)0 custo de armazenamento de um certo produto é estimado em R$ 0,01
por quilograma por més. Com um estoque inicial de R$ 1500kg, o proprietario
percebeu que as vendas nos primeiros 10 meses tiveram uma taxa constante de
20kg/més. Use a integral para calcular o custo total de armazenamento desse
produto nos 10 meses.

14)Um armazém possui em estoque 10 toneladas de milho. A expectativa é

que as vendas girem em torno de 1800 kg por més. Se o custo de armazenagem é
dado por C(t) = 100 — 18t sendo t em meses, calcule:

a) O custo de armazenamento total, de acordo com a expectativa de venda,

| 256



durante 6 meses. Use a integral.
b) Se as vendas foram acima das expectativas, zerando o estoque j& no 5°

més, qual foi taxa de vendas (kg/més)?

15)0 crescimento vegetal é decisivamente influenciado pelo tempo em que a
planta mantém ativa sua superficie foliar. Esta caracteristica € definida pela duracao
da area foliar (D) e pode ser representada pela equacgao:

t
2
D :f A(t)dt
Ly
Fonte adaptada: (BELTRAO, FILHO e OLIVEIRA, 2008)

A solugdo para D para A(t) > 0, pode ser dada por:
a) () A(ty) —A(ty);
b) ( ) B(t,) — B(t,), onde B(t) é uma fungdo cuja derivada é A(t);
c) ( ) B(t,) —B(t,), onde B(t) € uma fungao cuja integral é A(t);
d) ( ) Valor numérico da area entre a funcdo A(t) e o eixo t, no intervalo de
[t t2];
e) ( ) Valor numérico da area entre a fungdo A(t) e o eixo 4, no intervalo

de [tlﬁtZ];
16)Uma fazenda estd limitada em sua parte superior por um rio. Dispondo suas
medigoes em um plano cartesiano, conforme a figura, o rio se modela de acordo

com a fungdo f(x) = cos?x — senx. Se escala do plano estd em quildmetros, quantos

hectares possui essa fazenda? Rio

Fazenda

17)Um tanque cilindrico agroquimico possui 2 metros de raio e 4 metros de
comprimento. Disposto na horizontal, conforme a figura, a altura h do liquido mede

3 metros. Qual o volume desse liquido?

e m——y

257 |



18) Um projeto de irrigagdo, na escala em quildbmetros, prevé um desvio na
canalizagdo da agua do ponto A ao ponto B. Estudos apontaram que o modelo
matematico que melhor se ajusta a curva necessdria para o desvio € a fungao f(x) =

2 2 : o e o s
zxz, conforme a figura. Quantos quildmetros de canal serdo necessarios para a

execugdo do projeto?

Ponto A

19)A agua de um tanque de irrigagdao vaza a uma taxa de y litros por hora. A
fungdo y por x (em horas) foi modelada segunda a fung&o f(x) = e * de acordo com
as trés primeiras horas. Qual o total de dgua que vazou nesse intervalo de tempo?

20)Em dendrometria, usa-se integrais para cdlculo de volumes de troncos de
arvores, veja a aplicagdo seguinte para dois casos.

a) Uma arvore teve o volume do seu tronco modelado pelo sélido de
revolugao gerado pela fungao x = —0,1y + 0,8 em torno do eixo y. Se a altura dessa
arvore era de y = 5 metros, qual o volume do tronco dessa arvore?

b) Uma arvore teve seu tronco modelado pela parabola de Neil na forma y =
+bx2/3, cujos valores estdo na figura a seguir. Se a altura do tronco dessa &rvore

é de 10 metros, qual o seu volume? Arredonde a resposta em até duas casas
decimais.

Yy

10

| 258









CAPITU

22

GEOMETRIA
ANALITICA
ESPACIAL






GEOMETRIA ANALITICA ESPACIAL

22. GEOMETRIA ANALITICA ESPACIAL

Embora ja tenhamos, de alguma forma, tido contato com objetos espaciais
como prismas, pirdmides, cilindros, cones e esferas na unidade de geometria
espacial, e outros sélidos como os de revolugdao na unidade anterior, a partir dessa
unidade, iremos estudar esses e outros objetos como pontos, retas, planos, vetores
e superficies de forma minuciosa e em um plano cartesiano tridimensional.

Nesta unidade, especificamente, daremos énfase a esses objetos empregando
os conhecimentos adquiridos sobre vetores, mas agora no espago tridimensional.

22.1. Representacao em um espaco tridimensional

Qualquer objeto matematico tem sua representagdo no espacgo tridimensional
com o eixo x (eixo das abcissas) representando a profundidade, o eixo y (eixo das
ordenadas) representando o comprimento e o eixo z (eixo das cotas),
representando a altura desse objeto. A convengdo mais utilizada nessa
representagdo, estabelece que os sentidos: para frente, para a direita e para cima,
sao positivos e os seus opostos sdo negativos, com a origem (0, 0, 0) no encontro
dos eixos (ver figura 22.1.1).

Enquanto o plano cartesiano tradicional é dividido em quatro quadrantes, o
espaco tridimensional é dividido em oito regides, geradas pela intersegdo dos planos
xy, xz e yz, denominadas de octantes. Sendo que os quatro primeiros (19, 29, 30
e 49 octantes), ficam na parte superior do plano xy e os quatro ultimos (59, 6°, 7°©
e 890 octantes), na parte inferior desse plano, de forma que a ordem de leitura
dessas regides estejam no sentido anti-horario horizontalmente. Ver figura 22.1.2.

Representacao de um ponto: Um ponto é representado pela tripla ordenada
(x, v, z), em que x é a abscissa do ponto, y € a ordenada do ponto e z é a cota do
ponto. A seguir estao alguns pontos e suas representagoes:
e A(1,2,3) na figura 22.1.3;
e B(-1,-2,2) na figura 22.1.4;
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e C(-1,2,— 2) na figura 22.1.5.;
e D(— 2,—2,— 2) na figura

22.1.6.

z
5+ Plano yz
Al
34
=4
25 =3 4
1o ,="~2 \
i B ] ’,A'—l Plano zy
bt b .
1 G 1 2 3 4 5 6
Origem (0, 0 ,0)
_24
=g
Figura 22.1.1 Figura 22.1.2
< z
3T~ A
-+ T 1(1’2,3) B(—1,-2,2) ¢_ .
.r;" vt 2 S
1 A r L
7 a1
} ”_I : 12 1 Il Il :-" . - y
1 L T T T
LAd==== v =20 I
xr
Figura 22.1.3 Figura 22.1.4
< z
-

—gfE=="

..--®C(—1,2,—2)

D(-2,-2,-2) A

Figura 22.1.5

Figura 22.1.6




22.2. Distancia entre dois pontos no espaco

Sejam dois pontos do espago P(x,,¥p,2p) € Q(xq,¥q.24). Pela figura 22.2.1, o
tamanho do segmento P’'Q’ formado pelas projegdes do ponto P e Q no plano xy,
pode ser calculado pelo teorema de Pitagoras a seguir.

Dp,,q/ Z\/ (xq —Xp)z + Oy —yp)z .

Por outro lado, o tridngulo formado no espaco, conforme a figura 22.2.2, é

retdngulo de catetos Dp, o, € Z,Z,;. Sendo assim, a hipotenusa sera a distancia:

Dro = \/ (xq — xp)z S (v, _YP)Z +(Zg — Zp)?.

Figura 22.2.1 Figura 22.2.2

1° exemplo: Calcular a distancia entre os pontos P(1,4,2) e Q(—1,2,3).
Solucgao:

Dpo = J (—#) "+ (g —9) + 05— 2"

Big =\/ (=14 (B—d<4 (321"

Dpo=+(=2)2+ (=2)>+ (D) = Dp,g=V9 = [Dpo =3 u.c]

2° exemplo: Calcule o valor de x para que a distancia entre os pontos P(x,0,1)
eQ(—1,1,0) seja 2 u.c.

Soluggdo: Dy, = J (g =) + (g =) +L(2; ~Z)°
2=y/(x+1)2+O0—-1)2+(1—-0)2= 2=/(x+1)2+(-1)2+12=
4= (x+1)>+ 2 = (x+1)2=2 =
(x+1)2=4v2Z = [x=—12VZ}
Isso significa que os pontos (—1++2,0,1) e (—1—+2,0,1) estio a mesma
distancia v 2 u.c do ponto Q(—1,1,0).
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22.3. Equacdo de uma esfera

A férmula para o calculo da distancia entre dois pontos nos fornece o lugar

geomeétrico do conjunto de pontos equidistante a um ponto central, o que coincide
com a definicdo de uma esfera.

Definigdo 22.3.1: Esfera € uma superficie formada por um conjunto de pontos
que estdo a mesma distancia do espaco, denominado de raio R, de um ponto central
C(a,b,c).

Assim, a distancia do centro (a,b,c) a um ponto genérico (x,y,z), conforme a
figura 22.3.1, nos da a seguinte equacdo de uma esfera:

R=\/(x—a)2+ y—>b)2+(z—0c) =

(x—a)?+ (y—b)?2+ (z—c)?=R>

Exemplo: Qual a equagao de uma esfera de centro €(0,—1,2) e raio R = 47?
Solucgao:

\/(x—a)2+ (r=b)2 +i(z=6) = R=

\/(x—0)2+ - +Ez—-22=4>

2+ (+12+ -2 ==

| x2+ (y+1)2+(=z—2)%= 16|=> Equacio da esfera.

Sua representacio esta figura 22.3.2.

(:E, Y, Z)

Pyt

R

Figura 22.3.1 Figura 22.3.2
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22.4. Ponto médio

Sejam dois pontos do espaco: P(xp,,¥Vp,Zp) € Q(xq,Yq.%Zq), © ponto médio

M (X, Ym, Zm) do segmento PQ é dado pelas seguintes coordenadas:

. :xp+xq »
72 2
x - Yp +Yq
M (X, Y 2m) = | Y = Lt olap
i Z z"l H d
zp + 24 1 M
A _—— il
m 2 q :h,~~~ \
H ,  $YUm Yg
— ~ "
Ou seja, assim como ocorre no plano Tp ----},o';, ¥ 7
Tm b g e
cartesiano bidimensional, o ponto médio é xq ‘\_i/
T o (4
um ponto equidistante aos pontos
r
extremos, portanto é dado pela média -
Figura 22.4.1

aritmética das coordenadas desses pontos
extremos.

A ilustracdo de um ponto médio M entre P e @, esta figura 22.4.1.

Exemplo: Calcule o ponto médio entre os pontos P(3,0,3) e Q(—1,2,3)

Solucgao:
xm:xp—;—xq:3+§—1):1
M (X1 Vins Zem) = ym=yp2ﬂ=¥=1 = M(1,1,3).

22.5. Baricentro de um triangulo

De forma semelhante ao que ocorre com o plano bidimensional, o baricentro
(ou o centro de gravidade) de um tridngulo no espaco é dada pela média aritmética
das coordenadas dos pontos de seus vértices. Dessa maneira, seja os pontos
P(xp,yp,zp), Q(xq,yq,zq) e R(x,,¥,, z,) vértices de um tridngulo, seu baricentro

G(xg,¥g,24) € dado por:

X X by ’
x. = w Para demonstrar essa formula,
< 3 siga os mesmos passos da
G(x 2,) = Yot Yq ¥ demonstragio do baricentro de
9:Yg:%g Yg = 3 um tridngulo no  plano
Zael s bidimensional na  subsecio
=1 Ty g
Zg = 3 3.3.9 do volume 2.
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Exemplo: Calcule o baricentro de um tridngulo de vértices P(1,0,3), Q(5,3,2)

e R(0,— 6,4).
SoluGgao:
Xpt+xq+x, 1+5+0
Xg = 3 = 5 —
Yp+ ¥q TV, 0+ 3 (6
C(Xg,¥g:25) =4y = L 3q ~ = 3( )=—1=G(2,—1,3).
zptazz+z, 3+2+4
Zy = 3 = 3 =

EXERCICIOS 22.1

1)Represente os pontos no plano cartesiano tridimensional e diga em que
octante se encontra.
a) A1,1,2)
b) B(—1,3,2)
c) C(-1,—2,4)
d) D(-3,—-2,—1)

2)Calcule a distancia entre os pontos:
a) P(2,0,6) e 2(—2,0,3)
b) P(—1,—4,—2) e Q(—2,-1,0)

3)Calcule o valor de x para que a distancia entre os pontos P¢1,2,1) e Q(—1,x,1)

seja 2 u.c.
4)Qual a equagao de uma esfera de centro na origem € raio R =27

5)Qual a equacdo de uma esfera de centro €(—3,—1,1) e raio R=17

6)Qual a equagdo de uma esfera que passa pelos pontos (3,0,0), (0,3,0) e
0,0,3)?

7)Calcule o ponto médio entre os pontos:
a) P(0,0,4) e ¢(—6,0,2)
b) P(—1,5,—2)e Q(—1,—1,—1)

8)Calcule o baricentro do tridngulo de vértices:
a)P(0,0,3), Q(3,0,0) e R(0,3,0)
b)P(—1,2,7), Q(10,0,-2) e R(0,7,1)

9)Quanto a mede a mediana do tridngulo de vértices P(—1,3,8), Q(7,7,6) e
R(3,—7,2) relativa ao lado PQ?
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22.6. Vetor no espacgo

As mesmas definigdes, teoremas e propriedades de vetores que estudamos na

segao 13.3 (no volume 2) em um plano cartesiano xy, podem ser estendidas ao

espaco tridimensional xyz. A diferenca apenas é que o vetor terd um componente

a mais.

Definigdo 22.6.1: Sejam dois pontos A(x4,y4,24) © B(xg,yg,25) do espago, o

vetor AB é definido por:

AB = (xp — X4, Yp —YaZB =

Exemplo: A(2,2,1) e B(—5,4,3), o vetor AB = (-5—2,4—-2,3—-1)=(-7,2,2).

A representacdo desse vetor no espaco esta na figura 22.6.1.

Definicdo 22.6.2: Sejam U = (x1,V1,2,) € U = (x3,¥2,2,) dois vetores de um

espaco, entdo:

o |u|= J x12+ Y12+ z,? (médulo de um vetor);

o u' = Iﬁl (versor: vetor unitario na diregdo e sentido de u);

+ =l
':il sl

|

= (x1 +x3,y; +¥2,2z; + z;) (soma de vetores);

X1.-X2 +Y1.Y2 +21.22

gl @l gl :1 el x

til <l <l
||

=0 & a=90° (ortogonais)

= (kx41,ky,, kz,) (multiplicagdo de um vetor por um escalar);

(x1 — X2,Y1 — ¥2,21 — 22) (subtragdo de vetores);

[d]. 7. cosa (produto escalar %.7).

Podemos também representar um vetor no espaco usando os vetores unitarios

canodnicos i,j,k do sistema de coordenadas. Da seguinte maneira,

|ﬁ = (x1,¥1,21) = x4 +J’1j+21k|-

Onde i=(1,0,0),j=(0,1,0)e k= (0,0,1), representados na figura 22.6.2.

Exemplo: Sendo i = (1, 3,4) e ¥ = (—1, 0,1), vamos calcular:
a) [l

[Tl =22+ y12+2,2 =+ 12+ 32+4%2 =26
b) 17|

Bl=+vx12+ y2+2z2=/(—1)2+ 02+1%2 =2

c)Um versor de ¥

P _ (101 _ (_g g)

7] V2
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d)3.u
3.7 =3.(1,3,4) = (3,9,12) ou 3i+9j + 12k.

e)u+7v
U+v=(1,3,4)+(—1,0,1) = (0,3,5) ou 3j + 5k.

f) 4.7
UD=%x1-X2+V1-V2+21.2,=1.(—1)+3.0+41=—1+0+4=3.

g)0 angulo entre os vetoresu eV

T = [ 3. " Ay 5 _8f1E . __(3J13
U.v= v|.cosax cosa = |U|I?| \/—\/— 76 a = arccos _26 s
z z

y k ’,' Yy
——— -
2 o f— =" g
T A@2,1) i
T xTr
Figura 22.6.1 Figura 22.6.2

22.6.1. Produto vetorial

Enquanto o produto escalar tem como resultado um numero, o produto vetorial

tem como resultado um vetor.
Definicdo 22.6.1.1: Sejam dois vetores u = (aq, b1,¢1) € V= (az, by,¢c3), 0
produto vetorial 1 7 é definido por

—

u = (by.cz —€1.by ,—ay.c; + ¢1.az,a1. b2 — by.az)
ou
U X U=(bi.co —cq1.by)i—(ai.co —c1.a2)j + (ay.b, — by.az)k.

Onde i, j e k sdo os vetores unitarios canénicos do sistema de coordenadas.

N&o é facil memorizar essa definicdo, por isso utilizamos por praticidade o

determinante da seguinte matriz:
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Para calcular esse determinante usaremos a regra de Sarrus (segdo 14.1.6 —
volume 3). Vamos relembrar!

Primeiro, repetimos a 12 e a segunda coluna ao lado da matriz. Em seguida,
multiplicamos os valores que estdo nas diagonais (que possuem trés informagdes)
subindo e descendo, segundo as setas a seguir. O resultado das diagonais que
sobem troca de sinal e o resultado das diagonais que descem mantém o sinal.

Ao final, somamos os resultados.

Exemplo: Sendo os vetores u= (0,—1,2) e ¥=(—2,1,3), calcule i x ¥ e

| x .
Solugao:
i j k
uxv=|0 —1 2|l«—u
—Z A 3le—7v
—2k — 2i + 0 «— trocam de sinal
U X VU=

BByt o

U X T=—2k—2i—3i—4fj = [d x T=—5i—4j—2k|

—

[ x Bl = [x?+ 3,2 +2f = S92+ (D2 + (—2)2 =

VZ5F¥16+4 =45 = |1 x ¥ =95 |.

Ainda nesse exemplo, vamos calcular o produto vetorial de forma inversa v x u

e verificar se a propriedade comutativa é verdadeira, ou seja, se u X ¥ é igual a

v X U.

i j k
Vxu=|[-2 1 3|—%
0 —1 2l—%
0 + 3i + 4j < trocam de sinal
Ve
Y X u=|-2

i+0+2k

T X U=3i4+4j+2i+2k = |V x u=>5i+4j+ 2k|
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A propriedade comutativa ndo é verdadeira, mas o vetor U x ¥ = —5i —4j — 2k
é oposto ao vetor ¥ X U = 5i+4j+ 2k (veja a inversdo dos sinais), mas isso ndo é
coincidéncia. Vimos em matrizes que ao trocar uma linha pela outra, o determinante
da nova matriz terd o mesmo valor do determinante da matriz original, porém, com
sinal trocado (ver segdo 14.1.8 - volume 3). Desse modo,

U X v=—(T X ).

Nessa ocasido, ja sabemos calcular o vetor i X ¥ e seu comprimento (modulo),
falta verificar sua diregcdao e sentido. Para isso, vamos calcular o produto interno
entre1 el X ¥ e em seguida entre ¥ e ¥ X u e analisar os resultados.

Sejam dois vetores 1 = (a4, by,¢1), ¥ = (a,, by,c;) e o produto vetorial i X ¥
definido por i X ¥ = (by.c; —¢1.by ,—aq.co +¢c1.a3,a,.by — by.as).

. (@ X V)= (ay, by,¢1).(b1.c2 —€1.b3,a4.C2 — €1.A,a1.b; — by.az)
. (U xv)= %Cz_%bz_wcz+b%az+%bz_%az

[t.@ x ¥) = 0] = os vetores U e U x ¥ s&do ortogonais.

V. (W x V)= (ay, bs,c3). (by.c; —c1.by ,—a,.c; +c1.a5,a,.b, — by.a;)
T. (U X V)= ax-bilc, —a,-€1 b, — ;_,al/.cz+b},9{a2+c‘2,a1/.b2— b1l as
= 0s vetores ¥ e U x U também sdo ortogonais.

—

Portanto, i x ¥ é um vetor ortogonal ai e a 7, isto é, ortogonal ao plano que
contem u e 7.

Para saber o sentido do vetor 1 X ¥ usamos uma regra denominada regra da
mao direita. Essa regra consiste em apontar com o dedo indicador na direcao do
primeiro vetor 1 do produto e, concomitantemente, apontar o dedo médio na

= o

direcdo do segundo vetor 7 desse produto. O sentido do produto i X ¥ sera o
sentido apontado pelo polegar. Veja a ilustragcao da mao direita na figura 22.6.1.1.

Nas figuras 22.6.1.2 e 22.6.1.3 a seguir, estao
duas representacgdes para o vetor iU X 7. Enquanto
nas figuras 22.6.1.4 e 22.6.1.5 estao a
representagdo do vetor ¥ X u (em vermelho) no
sentido oposto de i X 7. Use a regra da m&o direita
e constate que o vetor do produto vetorial
resultante, esta na direcdo e sentidos corretos.

Figura 22.6.1.1
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22.6.2. Relacao entre o produto vetorial e o produto interno

Sejam dois vetores u = (a4, b1,c1), ¥ = (az, b,c2) em um plano conforme a
figura 22.6.2.1. A area do paralelogramo é dada por

A = |uU|. |D]. sena. (1)

Elevando ao quadrado:

AR = |ﬁ|2.|?|2.sen2a Area
A% = |uU|%.|1P|%. (1 — cos?a)
A? = [U]%.1P1%2 — [[|?. |P|?. cos?a
v
A% = |2 |92 — (. D)2 (2)

Tigura 22.6.2.1
Substituindo os componentes de cada vetor:

A2 = (a12 + b1® + c12).(az? + b + c22) — (@1.az + by.by + c4.03)3

A2 = (a2 +b1% +c12). (az? + b + c2?) — (ag.a; + by by + c1.¢3)3

12 parte

22 parte
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13parte = a,2.a,2 + a;2.by2 + a12.¢3 + b1%.az% + b1 2. b2 + by 2 + 2. a2

2
+c12.b° + c,2.0,°

23parte = a,2.a32 + b1%.by% +c12.¢3 +2.a;.a,.b1.by +2.by.by.cq.Cx

+2.a;.a;3.c1.05.
Eliminando expressdes iguais de ambas as partes, temos

2 2 2 2
=a,2.by,* +a.%.c2+bi%.a?+bi%.cp2 +c1%2.a,% +c12.bp° —2.a4.a5.b4.by

AZ
—2.by.by.c1.c —2.a4.a5.C1.Co.
Seu X ¥=(by.c; —c1.by,—aq.co +cq.az, a,.b, — by.as), entdo
[t x B|?2 = (by.c; —C1.b2)%2 + (—ay.cy +c1.a)% + (ay. by, — by.ay)?
[T X B|2 =b1%.c22 —2.¢1.b2.b1.ca+ 12 b2 +a;2.¢3 — 2. ay.cz.¢1.a5 + ¢12.a52

+ alz.bzz —2.a4.by.by.a5 + blz.azz.

Concluimos que: A% e |© x ¥|? sdo equivalentes, logo

A=d x 9. (3)

O moédulo do produto vetorial [ x7| tem como valor a area do

paralelogramo representado pelos vetores U e 7.

Como (1) é igual a (3), temos

[ x P| = [U].|?].sena.

E como (2) é igual (3), provamos uma igualdade denominada de identidade
de Lagrange'® que relaciona o produto interno com o produto vetorial:

2 x ¥|2 = [u|?. [¥]|? — (@ D)2

Exemplo: Sendo os vetores i = (—3,1,—1) e ¥ = (—1,—1,0) calcule:
a)u X v;
b)v x U;
c) A area do paralelogramo representado pelos vetores U e v;
d)O vetor unitario na direcdo de u x U;
e)Um vetor direcdo de U X ¥ que tenha madulo 4.

f) Represente os vetores U, ¥, U X v eV X U.

Solucgao:
a)
i J k
AxT=|-3 1 -—1|l7
=1 ==l 0le—7T

16 Joseph Louis Lagrange (1736-1813)
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k—i+ 0« trocamde sinal

O =743k

UxTP=k—i+j+3k = (i xT=—i+j+4k|

b) P XuU=—{ XV)=i—j—4k

g A= % i = TP == Bt ]

Outra solugdo para o calculo da area utilizando a identidade de Lagrange:
[d12=(—3)2+12+(—-1)%?=11
@2 ={—12 +(—1)2+02=2
Uurv=-3.(-1)+1.(-1)—1.0=3—-1=2
[ x 9% = [d]?. [V]* — @.v)?

g % P|% =11.2 — (2)?

i3 P2 =18 = | x P| =vV18 =|4=3v2 idl
X U
——. Assim,
X v

u
=
ux vl

UXT _ —i+j+4k _|=vV2. V2., 2J2
= 5 l+?]+Tk

d) O vetor unitdrio na dire¢do de i x 7 é dada por

[u x7v| — 3JE

—PT . . ONZ . . BYZ
——l+=—j+—k;

e) Basta multiplicar o vetor unitario por 4:

20 exemplo: Dados os pontos A(0,—1,0), B(0,—2,3) e C(2,4,—2). Calcule:
a)A area do tridngulo ABC;
b)A altura relativa ao lado BC.
Solugao:
a)Sabemos que a area de paralelogramo pode ser dado por: |t X 7|. Como a area

—_— ., —

de um tridngulo é a metade da area de um paralelogramo, basta fazer i = AB eV = BC e

" 5 U X T
area sera dada por A = e .

%=AB=(0-0,—2—(—1),3—0) = (0,—1,3)
T=BC=(@2-0,4—(-2),—-2—-3) = (2,6,-5)
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k —18i — 0 «— trocam de sinal

5 +6j+0

U X B=5i +6j+2k—18i = [ x ¥=—13i+6j+ 2k
[i x B =/ (—13)2 + 62 + 22 =209

U KT V209
A=%=> A = > u.a

b) 0 lado BC mede:
—C:DBJC:J(Z_O)ZWL g (—ZDE L {2 -3 = AT 36725 — V55

Uma vez que a area de um tridngulo pode ser dada por: A = basexzﬂpodemos

obter a altura h da seguinte forma:

209 BC.h n 209 % 209 e
d —28 n= B2 - =TEud
= =t = [P ue » [F=18ud]

| EXERCICIOS 22.2 I

1)Sendo 1 = (—2,0,4) e ¥V = (0,3,—4) , calcule:
a)lal;
b)7|;
c) O versor de ¥;
d)—2.%;
e)u—v,;
f) w.v;

g)O angulo entre os vetoresu e v.

2)Sendo os vetores u = (0,3,4) e v = (—1,0,0) calcule:

a)yu x V;

b)? x u;

c) O vetor unitdrio na diregdo de 1 X U;

d)A area do paralelogramo representado pelos vetores 1 e ¥,

e)Represente os vetores u, ¥, u X Ve ¥V X u.

3)Sendo os vetores u=i+j— 2k e v=1i—j calcule:
a)yu x v;
b)? x u;
c) O vetor unitdrio na diregdo de U X ¥;
dYUm vetor dire¢do de 1 X ¥ que tenha modulo 2.
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e)A area do paralelogramo representado pelos vetores 1 e 7;

f) Represente os vetores U, ¥, U X ¥ve ¥ X u.

4)Sendo os vetores U = —2j e ¥ = —j +V/3k calcule:
a)u X v;
b))V x u;
c) O vetor unitario na direcdo de u X v;
d)Um vetor diregdo de 1 X ¥ que tenha moddulo 5.
e)A area do paralelogramo representado pelos vetores 1 e 7;
f) O é@ngulo entre U e v;

—

g)Represente os vetores U, ¥, U X ¥ e ¥ X U NO e€spaco.

5)Utilizando as ilustragdes: @ para vetor saindo ortogonal ao papel e ® para
vetor entrando ortogonal ao papel. Informe a seta ou o simbolo que estd abaixo

para representar o vetor i X U em cada caso.

_l_loe

r 3

au X) |7 i —> ()7
b) T (X) L? e)ﬂI -— T
AE X N l «—7

6)Demonstre as seguintes propriedades.
a)u x 1u=0;
b)d X @+W)=TU X B+U X w=0;
Ok.(Ud X D)=k X V;

— —

d) U x ¥| = |ul.|¥] = U eV ortogonais.

7)Calcule o produto vetorial entre os seguintes vetores unitarios.

a)T x k. b)7 x J. o) x .
8)Calcule um vetor ortogonal a ambos os vetores i = —10i —20j + 5k e T =
—5j + 15k.

9)Dados os pontos A(2,—1,0), B(0,—2,5) e C(2,4,0). Calcule:
a)A area do tridngulo ABC;
b)A altura relativa ao vértice B.
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22.6.3. Produto misto de vetores

Definicdo 22.6.3.1: O produto misto entre vetores é definido pelo produto
escalar de um vetor w pelo produto vetorial de outros dois vetoresu X 7.

e T

Na pratica, basta calcular o produto vetorial i X ¥ e em seguida o produto
escalar w. (U x ¥). Entretanto, vamos ver um artificio ainda mais pratico.

Sejam dois vetores U = (aq, by,¢1), V= (ay, by, c;) e w = (as, bz, c3), o produto
vetorial © x ¥ é definido por

—

U X V= (by.c; —c1.by )i —(a;.c; — ci.a3)j+ (a,.b, — by.ay)k

ou
. . b cq| . a cql . a b
dxv=|1* i—|1 1|] +[1 k.
b, c, az €3 a, b,
Ao multiplicar por w, encontramos
_ s by ¢4 a; 1 a; by
w.(U X v)=a i—b |'+c A
@ ) 3|p, o, 3la, ¢!/ 3la, b,

De acordo com o teorema 14.1.7.1 (teorema de Laplace), o resultado sera um
numero calculado pelo determinante de
az; bz c3
a; by cq.
a, by c;

w.(i X V) =

E imediato perceber que 4. (¥ x w) e (i x ¥).w sdo equivalentes, pois as duas
matrizes tem todas as linhas apenas permutadas entre si, ndo alterando o seu
determinante (ver propriedades de determinantes subsecdo 14.1.8 - volume 3).

Exemplo: Sendo os vetores u = (2,5,—2), ¥=(0,1,0) e w = (—5,1,1), calcule
U@ x w)e (U x V).w.

Solucgao:
2 5 -2
Uu@xw)y=|0 1 0
-5 1 1
=10 + 0 + 0 «— trocam de sinal
=
U@ xw)y=|0 1

2040
U@ x w)=—10+2=[d. @ x w) = —8]
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0—10+0

= 1
@A xv).w=w.(U xv)=|2
1
0+0+2
IW. U x D) = —8|<— Como previsto.

Intepretacdo geométrica: Geometricamente, o médulo do produto misto
w.(U X V) equivale ao volume de um paralelepipedo, cujas arestas sdo formadas
pelos trés vetores envolvidos.

Demonstracgao:

O volume de um paralelepipedo é dado pelo produto da area da base por sua
altura. A area da base entre os vetores w e 7 é dado por [¥ X w|. Sua altura h é a
projecdo de U sobre ¥ x w, ou seja, h = [t ]|.cos8 (ver figura 22.6.3.1). Nesse
sentido, o volume do paralelepipedo é dado por:

V = area da base X altura = [V X w|.|u |.cos0.

O que equivale ao moddulo do produto
interno entre dois vetores:

V=|u.@ x w)|.

Figura 22.6.3.1

Exemplo: Considerando os vetores u=(1,0,1), 7=(0,—3,—1) e w=
(—3,0,— 1), arestas de um paralelepipedo.
a)Calcule o seu volume.

Solugdo:
1 0o 1
U@ xw)=|0 -3 1
=3 0 1

=9 + 0 + 0 «— trocam de sinal

—34+0+0

V=[u.@ x w)|=]-9-3|=t.@ x w) =12 u.v|

b)Considerando esses vetores como arestas de um tetraedro, calcule o seu
volume.
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Conforme foi visto em geometria espacial,
Paralelepipedo

s N @

um paralelepipedo pode ser dividido em dois
prismas congruentes e, esses dois prismas por
sua vez, em 3 tetraedros também congruentes.
Assim, para calcular o volume do tetraedro,

basta dividir o volume do paralelepipedo por 6.

12
v =2~ r=zuv

20 exemplo: Considerando os vetores u=(1,0,5), v=(3,2,17) e w=

(—2,0,—10), arestas de um paralelepipedo, vamos calcular 4. (v x w).

Solugao:
1 0 5
X w)=|8% 2 4%
=2 B =10
20+ 0 + 0 «— trocam de sinal
W0 X W)=
—20+0+0
V=t x W)|=[9—20|=>[u.(T x w) =0uv|
Significa, geometricamente, que esses trés 7‘E "

vetores sdo coplanares (estdo no mesmo plano,

ver figura ao lado), conforme o teorema a

At

1

:

:

. :
seguir. :
1

d

:

1

:

—10

Teorema 22.6.3.1: Trés vetores sdo coplanares se, e somente se,
[d.(¥ x w)| =0.

Demonstragdo: Se trés vetores sdo coplanares, entdo um vetor é combinacgdo
linear dos outros (o fato de serem multiplos esta aqui incluindo). Se uma fila (linha
ou coluna) de uma matriz é combinagdo linear de outra, entdo o determinante é
zero, conforme a 7° propriedade da subsegdo 14.1.8 - volume 3.

Por outro lado, se . (¥ X w) =0, entdo ©i e ¥ X w sdo ortogonais. Como

7 X W é um vetor ortogonal a ¥ e w, isso acarreta a U, ¥ e w coplanares.
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EXERCICIOS 22.3

1) Calcule %.(¥ x w) em cada caso:
a) 4 =(2,10,-7), = (—5,3, 2) ew = (15,—10,0);
b) % =(0, 412),B=(1,4,7)ew =(3,2,1);
QUu=—j+2kvVv=2j—kew=—i—j—k;
du=i,v=jew=k.
2)Demonstre que
AV.(U+D) X W= X W) +V.(Vx W);
bYk. P x w) =7v. (ki X w).

3)Calcule o volume de um paralelepipedo cujas arestas sdo os vetores:

a) U=(4,44),7=(1,-11Dew=(23,4);
b) =(0,2,1),%=(27,5ew=(0,—3,-5);
¢) u=(1,0,0),7=(0,1,0) ew = (0,0,1).

4)Qual o volume de um tetraedro cujas arestas sdo os vetores:

a)u=(3,-14),7=(201) ew=(—21,5);
b)Yz = (0,1,1), T = (1,0,1) ew = (0,1, 2).

5)Verifique se os vetores sdo coplanares:
a)yu=(0,1,3),v=(0,1,2)ew = (2,—1,0);
byu=(1,0,1),v=(—12,1) ew =(3,2,5).

6)Qual deve ser o valor de k para que os vetores u =(1,2,5),v=(0,3,2) ew =

(5,k,1) sejam:
a)Coplanares;
b)Arestas de um paralelepipedo de area 10 u.v.

7)Qual deve ser o valor de k para que o volume do paralelepipedo formado

pelos vetores u =3i+2j+k, V=—i+j+kew=ki+ 1j seja 6 u.v.

8) Se o produto vetorial 1. (¥ x w) =0, é certo que:

a) ( ) u é perpendicular a V;

b)Y ( ) ¥ é ortogonal a w;

c)( ) ¥ e w sdo ortogonais;
dY ( ) u, Ve w sdo coplanares;
e) ( ) ¥ é paralelo a w.
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22.7. Equacdo da reta no espaco

Se uma reta passa pelos pontos 4, B e um ponto genérico P(x, y,z), entdo ela

tem mesma direcdo do vetor 4B, ou seja, AP ou BP sdo multiplos de AB. Assim,

AP =t.AB.
Denominando AB =¥, temos retar
P(z,y)
Ra=—p Aot

AB B
Essa é a equacgdo vetorial ou paramétrica de

uma reta no espaco. A

Sendo P = (x,y,2), Py(x0,¥, 20) € vetor diretor ¥ = (a,b,c), temos

(x,y,2) = (x0,¥0,2%0) +t.(a,b,c).

Comumente escrevemos

X =x9+at
=y et bt
z=2zy+ ct

Exemplo: Calcular a equacdo vetorial da reta que passa pelo ponto A
(—1,1,— 2) e é paralela ao vetor 1 = (2,0,5).
Solugédo: O vetor diretor é o préprio u.
6, y,2) = (x4,Y4,24) +t.(a,b, )
xy.2)y=(—L141,—2)+t.(2,0,5)

x=—-1+2t
Equacdo vetorial: { y=1 :
z=—-2+5t

Outra forma de escrever a equagdo de uma reta é resolvendo o parédmetro t:

x =xq t+at
{y=y0+bt - x_xozy_YO:Z_Zo
zZ=2zg+ ct L b C

Essa forma é conhecida como equacdo simétrica da reta.
Se algum dos valores de a, b ou c¢ for nulo, devemos escrever a equacao
correspondente isoladamente. Se a = 0, por exemplo, escrevemos
Y —Yo _ Z—Zy
b c |

Essa equagado diz que a reta pertence ao plano vertical x = xq,.

X = Xo,
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x=—-1+2t
No exemplo anterior [y =1 ,a reta possui a seguinte equacdo simétrica:
z=—-2+5t

="l

2 5

x+1_z+2

20 exemplo: Calcular a equacdo vetorial e simétrica da reta que passa pelos

pontos A (—2,1,2) e B(2,—1,1).

Solucdo: AB=B—A=(2,—-1,1) — (—=2,1,2) = v = (4,—2,—1)].

(x,y,2) = (x4,Y4,24) +t.(a,b,c)
G y,2) =(—2,1,2)+ t.(4,—2,—1)

x=-2+4t
Equacdo vetorial:{y =1 =2t CL):
7= Ph—t

Outra equacao vetorial pode ser encontrada
utilizando o ponto B como ponto inicial:
(x:ynz) == (xBryB'ZB) +it. (a, b, C)
(x,v,2)=(2,—1,1) +t.(4,—2,—1)

x =2+ 4t
{yz—l—Zt (2).
Z2=1 —¢

As equacdes vetoriais (1) e (2) sao

equivalentes, representam a mesma reta no espaco.

Essa reta esta representada na figura ao lado.

Isolando o parametro t na equacdo vetorial (1), encontramos a equacao simétrica:

x+2 —y+1l —z+2

4 2 i

22.8. Distancia de ponto e reta

Consideremos uma reta r passa que passa pelo ponto P,(xg,¥,, 29) na direcao

do vetor T¥=(a,b,c) e um ponto P(xp ¥p Zp),

conforme a figura ao lado.

A distancia Dp, do ponto P a reta r corresponde

a altura do paralelogramo, cuja area é |(PP, x ¥)|,

assim,

_(PPy x )|
2L I

Exemplo: Calcular a disténcia do ponto P(2,2,3) a reta r: {y: —1+3t.

x=1+4+2t

z =2 — 2t
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Solugao: Pela equacao da reta, a mesma passa pelo ponto Py, = (1, —1,2) e possui

vetor diretor U = (2,3, —2). Desse modo,
PPy = (. —2—1.—2,2—8) ={—1,—3;—L).
k + 31 — 2j «— trocam de sinal

PP, X ¥ =|—-1
6i —2j —3k
PP; x ¥=9i —4j+ 3k Dp,>~25 Az

3
|(PPy x )| = /92+(—4)2+32=\/81+16+9=\/106 \
reta r
\

[7| = |22+ 324 (—2)2P =4+ 9 +4= 17
y
PP, x ¥)| 106
Dy, =[PP x PN % 5 =z5wq
g 3] 17 :
T
Ii EXERCICIOS 22.4 |

1)Calcule a equacio vetorial (paramétrica) e simétrica da reta que passa pelo

ponto A e na direcdo do vetor ¥, respectivamente, em cada caso.
C) A (_2’2’ _2) eV = (0!_1! _1)1

a) A (_1!0’ 2) eV = (0!1’ _3);
d) A (0,0,1) e B = (1,0,0).

byA(1,1,1) e V= (1,1,1);
2)Calcular a equagédo vetorial (paramétrica) e simétrica da reta que passa pelos

pontos:
a) A (0,1,2) e B(2,1,0);
b) A (—2,1,5) e B(3,—1,2);

¢) A (5,15,20) e B(—5,—15,—20);
d) A (1,0,1) e B(1,1,0).

3)Calcule a distancia dos pontos as respectivas retas:

x=1+¢t < y+1
a) P(1,0,1) ar: {y:—l-l—t ; b)P(—1,2,—1)ar.x=T=Z—1.
z=—2—2t
4)Verifique se as retas sao paralelas, coincidentes, concorrentes ou reversas.
x=1+t x =2t x=2-t x=1+3t
a)riy=1—3t e s:idy=2-—2t' c)r:{y=1—2t e siqy=-1+6t
z=t z=—t" 2 =3+t Z=4‘—3t'
x=1-—4t x=1-2t x=1—t x=—1+2t
b)r:{y=3—2t e si{y=—t d)r:{_’y:Zt e s: y:2—2t'
z=5—4t z=2—2t z=1 z=—1+2t'
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22.9. Equacgao do plano

Sejam P e Q dois pontos pertencente a um plano e o vetor 7 = (a, b,c) normal

a esse plano, conforme a figura 22.9.1. E seja ainda um vetor genérico P—Q) em que

P(xq, Yo, %) é fixo e Q(x,y,z) é variavel. Como o vetorﬁ é perpendicular a normal
71, temos que o produto escalar entre eles é zero. Assim,
(a,b,0).(x —xg,y —¥V0,2—29) =0
ax + by + cz—axg— byy —czqg = 0.

Como —ax, — by, — czy, € constante denominaremos de coeficiente d, e dessa

maneira a equacao geral de um plano pode ser dada por

ax + by +cz+d = 0.

Onde 7 = (a, b,c) é o vetor normal a esse plano.

Exemplo: Vamos calcular a equagao geral de um plano que possui vetor
normal 7= (—1,2,4) e ponto Q(0,1,—1)?
Solugao:
(a,b,0).(x — %0,y —¥0,Z2 — 27g) =0
(-1,2,4).(x—0,y—1,z+1) =0
—x+2y—2+4z+4=0

[-x+2y+4z+2=0]

Equacdo paramétrica de um plano: Sejam P(xqg, Yo,%20) € Q(x,y,z) dois
pontos pertencentes a um plano. Seja ainda, U = (aq, by, c1) e ¥ = (as, by, c3), dois
vetores distintos e paralelos a esse plano (ou pertencentes ao plano). O vetor
genérico P4Q’ da figura 22.9.2 é dado pela soma

PQ=tli+hv = Q—P=tU+hv = [Q=P+tu+hV]

Figura 22.9.1 Figura 22.9.2
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Substituindo as informacdes dos pontos e dos vetores, temos a equacao
paramétrica de um plano:

(xv}’:Z) = (x()!yolz()) + t. (allbll Cl) + h. (a21b21 CZ)'

Exemplo: Qual a equacdo parameétrica de um plano paralelo aos vetores u =
(0,1,2) e ¥ = (0,—1,1) sabendo que o ponto (5, 2,1) pertence a esse plano?
Solugédo:
(x,y,2z) = (x0,¥0,%0) + t.(ay, by, c1) + h.(az, bz, c2)
[Cexz)= (52 1) + &40, 1, 2) +-&.00, 1,1}

2° exemplo: Qual a equacdo paramétrica e geral de um plano que passa pelos
pontos A(2,1,0), B(1,0,2) e C(1,3,2)?
Solucgao:

_—

AB=B—A=(1—2,0—

1,2—0) =[4B = (—1,-1,2)|

BC=Cc—-B=(1—1,3—0,2—2) =|BC = (0,3,0)
(x,v,2) = (%0, Vo, 20) + t.AB + h.BC

[(x.9.2) = (2,1,0) + t.(—1,— 1,2) + h.(0,3,0)|
Para encontrar a

equagdo geral precisamos de um vetor normal
7 = (a, b, ¢) a esse plano. Para isso, vamos utilizar o produto vetorial:

—_—  — i j k
M=AB x BC=|—-1 —1 2|<2aB.
0 3 o0l—Bc

0 — 6i+ 0 « trocam de sinal

Escolhendo o ponto A(2,1, 0), dispomos de

(a,b,¢).(x —x0,¥ —Y0,Z2— %) =0
(—6,0,—3).(x—2,y—1,z—0) =0

[-6x — 3z + 12 = 0] equacio geral.

Para mostrar que o ponto escolhido poderia ter
sido qualquer um, faremos com o ponto B(1,0,2):
(a.b,e). (8 = %6:Y — Vo:.2 —Zp) =0
(—6,0,=38).(x=1,y=0,z=2) =10
—6x+6—3z+6=0

[F6x —3z+ 12 = 0]

Esse plano esta na figura 22.9.3.

Figura 22.9.3
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3° exemplo: Dados os planos: a:—x —y+3z+1=0e f:—2x+3y+z—1=0.
Calcule a equacgdo da reta de intersegdo desses planos.
Solucgdo: O vetor diretor ¥ da reta é ortogonal aos vetores normal 71, e i, de cada

plano. Assim, vamos calcular esse vetor diretor.

i j k
mr=(—1,-1,3) eny; =(—2,31)> A=n7xn;=|-1 —1 3
—2 B 1

—2k — 9i + j « trocam de sinal

—i—6j—3k

A=—2k—9i+j—i—6j—3k =>[f=—10i— 5 — 5k}

Precisamos de um ponto inicial que pertenca aos dois planos, para isso vamos fazer

z = 0, nos dois planos e resolver o sistema.
a:—x—y+3z+1=0= —x—y+3.0+1=0=>

—e—y =1 =[Fy=1]
p:—2x+3y+z—1=0= :—2x+3y+0—-1=0=|-2x+3y =1}

{x+y=1 (%2) {2x+2y=2 el B 3

—2x+3y=1 —2x+3y=1 X ="l
3 2
x+y=1:>x=1—§=> x=§.
Com isso, a equacdo dareta é
2
x==—10¢t
2 3 5
(B¥3) = (E’E’O) + £ {—10, —5,—5) = y=§— -
z = =5t

Uma soluc¢do alternativa, seria resolver o sistema que envolve os planos, uma vez que

areta de intersecio é comum a esses planos. Da seguinte forma,

—x—y+3z+1=0 _ A= 1
{—2x+3y+z—1=oz’z——3 = Bw=ppd 1=
il i el | 4
T=2x—3y+1=—5x+10y—4=0= x=2y—§.
4
_x+y—1_2y_§+y_1:> B 3
z= 3 = 3 z=y—gr

Utilizando y como parametro t', obtemos

; Para se certificar que essa equagio
&= _§+ 2t de reta equivale a calculada
= t I anteriormente, faca:
3 e
Z:—§+t’ f*E—Sf
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22.10. Angulo entre dois planos

A mesma concepgdo aplicada ao calculo do angulo entre retas, pode ser
aplicada ao angulo entre planos. O médulo do cosseno do angulo entre os planos
tem o mesmo valor do mdédulo do cosseno entre os vetores normais de cada plano
(ver figura 22.10.1).

Sendo assim, dados dois planos a:ax + by + cz +

d=0 e p:a'x+b'y+c'z+d =0 e suas respectivas
normais n; = (a,b,c) e n; = (a’,b’,c"), o dngulo entre
os dois planos é dado por

—
ny.Ny

|cosa| P )
[724]. 2]

Figura 22.10.1

Exemplo: Vamos calcular o angulo entre os planos anteriores: a: —x —y + 3z +
1=0epf:—2x+3y+z—1=0.
Solugao:
Como 1y = (—1,—1,3) e i, = (—2,3,1) sdo as normais de cada plano, temos
77l =V (=12 + (—1)2 + 32 =11
[zl =V (=2)2+32+1° =14

A, =—1.(—2)—13+31=2

—
ny.n,

2
cosa| = ———=|cosa| =———= 0,16 = __a = 80,5°|.
| | 771 Iz ! | V11.4/14

2° exemplo: Dados os planos: a:—x —2y —5z+5=0 e f:—2x —4y — 10z +
13 = 0. Vamos calcular:
a) A equacdo paramétrica da reta intersecdo desses planos;
Solugdo: n; = (—1,—2,—5) en, = (—2,—4,—10)
—4k — 20i — 10§

20i +10j — 4k

7= —4k —20i —10j + 20i+ 10j — 4k =>[A =10]

Significa que os planos em questdo sdo paralelos e nao existe reta de intersecao.

b) O angulo entre os planos.
Solucgao:
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Ja sabemos que os planos sido paralelos e portanto, o dngulo entre eles é nulo.
Entretanto, vamos aos calculos para a confirmagio dessa informagao.

Os vetores normais de cada plano sdon; = (—1,—2,—5) e i, = (—2,—4, —10). Logo,

7] = J(~ 12 + (—2)% + (—5)? = V30

[75] =/ (—2)2 + (—4)2 + (—10)%? = /120
n.n, =—1.(—2) + (—=2).(—4) + (=5).(—10) = 60

.7, 60 60
e [l 2] |z v30.4/120 60

22.11. Distancia entre dois planos

Sejam dois planos aiax+by+cz+d=0 e fBiax+by+cz+d =0,
representados na figura 22.11.1 (planos em perfil). Seja uma reta r perpendicular

aos planos que passa pela origem.

A equacao da reta r é dada por

x =at -
r:{yzbt.

zZ=ct ﬂ\

O ponto A é dado pela intersegao entre a reta r 4
e o plano a. Desse modo, B
ax+by+cz+d=0=aat+bbt+cct+d=0=>
aA’t+bt+c*t+d=0=>((a?+b?>+cHt=—d = \
t = —4- Fi 22111
(a2 + b? +c?) e

A= —ad —bd —cd
S \@+ b2+ (@ + b2+ (@ + b2+ D))
O ponto B é dado pela intersegdo entre a reta r e o plano 8, como os calculos

sao analogos, temos

B —ad’ —bd’ —cd’
T\ (@2 b2 4D (@24 b2+ D) (@2 + b2+ A )

A distancia do ponto A4 ao ponto B é a distancia entre os planos, assim

Do =Dyp :\/ (kg — %402+ (g —ya)? +(Zg —Za)?

2

( —ad’ —ad )2+( —bd’ —bd )+
az+b2+c? a?+b2+c? aZ+b2+c? a?+b2+c?

Dap =

—cd’ —cd £
a2+ b2 +c? a?+ b2 +c?

a(d —d") \? b(d —d) \? cld—d) \?
Pas = |G e) * ( ) +( 2)
’ a2 +b?2+c a?z+b?2+c a?+b? +c
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(@2 + b2 + c?)(d — d’)? (d —d")?
= @2+ P (@it

(d—d)

Da.B

Exemplo: Vimos na secdao anterior que os planos a:—x—2y—5z4+5=0 e
p:—2x —4y —10z+ 13 =0 sao paralelos. Como f equivale a p:—x —2y —5z+
13/2 = 0, a distancia entre eles é

Boge 2 ED |
d va?+ b2+ c?
D _ (5—13/2) _|( 3/2) D _3\/105
afB = \/ = > = = = > = a.B ——2 u.c
1=+ (=2)2+ (—10)

22.12. Distancia entre ponto e plano

Podemos utilizar a formula da distancia entre dois planos anterior e demonstrar
a formula para o calculo de distancia entre ponto e plano. Fazendo um ponto
P(xq,¥0,29) pertencente ao plano 8, temos
axg+byy+czg+d =0=d =—axg— byg— czg,.
Substituindo em (1), encontramos
(d—d)

s _ |(d_( axy — by, _CZo))
Ny o

D.p =
“ T VaZ+brtc?

Dy,p=

Dessa maneira, sejam um ponto P(xq,¥q,Z0) € um plano a:ax+ by +cz+d =0,

a distdncia de P a a, pode ser dado por

Perceba a similaridade

_|axo + byo +czo +4d dessa formula com a
formula da distancia de um

| v a? + b* + ¢? ponto a uma reta no plano
bidimensional:

axy + by, +c¢
Dp, = |———

N

Exemplo: Calcule a distancia do ponto P(1,—1,0) ao plano a:3x+4y+z—5 =

0.
Solucgao:
axg+ byy +czg+d
DP,Dt:| |
—_ 31+4.(—1D)+1.0—5 |3— —5|_ |_ _ 3vV26
s V327 + 42 + 12 | vZe R i3
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EXERCICIOS 22.5

1)Qual a equagdo geral de um plano que possui vetor normal 7 = (1,—1,2) e
ponto @(5,1,—3)7

2)Qual a equagdo paramétrica de um plano paralelo aos vetores 1= (2,1,—2) e

7 =(1,0,1) sabendo que o ponto (1, 0, 0) pertence a esse plano?

3)Calcule a equagdo paramétrica e geral do plano que passa pelos pontos:
a)A(1,1,2), B(5,0,1) e C(—1,0,4) c)A(5,7,9),B(—1,2,—-3) e C(—2,1,2)
b) A(0,1,0), B(0,0,1) e C(—1,0,1) dyA(1,1,—-1), B(—7,1,—7) e €(3,3,3).

4)Dados os planos: a:—3x —4y+5z+2=0e f:—x—y+z—1=0. Calcule:
a)A equacgdo paramétrica da reta de intersecdo dos dois planos;
b) O angulo entre os dois planos.

5)Dados os planos: a:5x+12y+20z+10=0 e [:10x+ 15y +20z+12=0.
Calcule:
a)A equacgdo paramétrica da reta de intersecdo dos dois planos;
b)O angulo entre os dois planos.

6)Calcule a distancia entre os planos:
ayairx+y+z+1=0e Six+y+z—2=0;
bya:2x—2y+z+8=0e f:—6x+6y—3z—33=0.

7)Calcule a distancia entre os respectivos ponto P e plano a, em cada caso.
a)P(0,0,0) aoplanoa:x+y+z—1=0.
b)P(—1,0,2) ao plano a:2x+ 3y +z—7 = 0.
c) P(10,10,5) ao plano a:4x —2y +4z+ 5= 0.

8)Encontre as equagdes paramétrica e geral do plano determinado pelas
seguintes retas concorrentes.

x=1+2t x=1-4t x=—4t x=4t'
a)T:[y=3t e siy=2-—2t . b) T:{y=2—t e sidy=1-—1t
z=1-—-5¢t i z=3—2t z=5—3t'
9)Encontre a equacgdo geral do plano que € paralelo ao plano a:—x + 2y — 7z +
12 =0 e passa pelo ponto P(2,4,6).
10) Encontre a equagdo paramétrica de dois planos distintos cuja intersegdo é

aretax=1—-3t, y=5—7tez=3+4t.

11) Encontre a equagdo geral de um plano tangente a esfera
(x—1)2+ (y—2)?+(z-3)2 =10 no ponto (2,3,6).
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22.13. Objetos matematicos no geogebra 3D

Nesta secdo, vamos aprender a visualizar objetos matematicos como: ponto,
vetor, reta, plano e esfera, no geogebra 3D.

Para exibir a janela de visualizagdo 3D do software, clique em “exibir” em
seguida em “janela de visualizagdao 3d”, conforme a figura a seguir.

Arquivo  Editar  Exibir Opgbes Ferramentas Janela Aj

v | Janela de Algebra
£*" planilha

+* | Jx calculo Simbslico (CAS)

v @ Janela de Visualizagdo
# Janela de Visualizagdo 2
o ,
s Protocolo de Construgao
< Calculadora de Probabilidades
[ Teclado

v Campo de Entrada

Launut

Em seguida, feche a “janela de visualizagao” para ficar somente a “janela de
visualizacao 3D":

o6 Tootebra Classiet

[RllALA NG E

 Janela de Algebra > Janela de Visualiz

O eixo em vermelho representa o eixo x, em verde o eixo y e em azul o eixo

z. As cores desses eixos podem ser alterados nas preferéncias do software.

22.13.1. Ponto no espago no geogebra

Para representar um ponto no espacgo, digite no campo entrada uma letra

mailscula seguida de “=" e as coordenadas do ponto. Veja um exemplo na
ilustragdo a seguir.

Entrada: A=(2,1,3)
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O software mostrara o ponto A no espaco tridimensional.

Outra forma é utilizar a ferramenta “ponto”, ilustrado a seguir. Posteriormente,
basta clicar livremente na janela de visualizagdo ou no local escolhido.

. pu A . |
&[22 D] (D) e ] A

+"> Ponto em Objeto

:)( Intersecdao de Dois Objetos

+° Ponto Médio ou Centro

22.13.2. Vetor no espaco no geogebra

Para representar um vetor, digite no campo entrada a palavra “vetor” e o
software apresentara varias opgOes, dentre elas: “Vetor( <Ponto> )" e “VWetor(
<Ponto Inicial>, <Ponto Final=> )”.

e "Vetor( <Ponto> )"

Selecionando essa opgdo, o software construird um vetor posicional com a
ponta (do vetor) no ponto.

Exemplo: “Vetor((1,2,3))", o software mostrard um vetor que inicia na origem
e finaliza no ponto (1,2,3). Veja a ilustragao a seguir.

» Janela de Algebra

293 |



Outra forma de representar esse vetor é escrevendo uma letra minuscula
acompanhada de “=" e dos componentes do vetor entre parénteses. Exemplo:
“u=(1,2,3)".

e “Vetor( <Ponto Inicial>, <Ponto Final> )”.

Selecionando essa opclo, o software construird um vetor partindo do ponto
inicial e finalizando no ponto final.

Exemplo: Com dcis pontos A e B ja representado, escreva: “vetor (A, B) e o
software mostrara o vetor. Veja a ilustragdo a seguir para os pontos: A =(0,-1,2) e

B =(-1,3,3):

v Janela de Algebra

/’ ® A=(0,-1,2)
o=

L @ B=(-1,3,3)

g -1
___"_“, . s ; ® u= 4
‘h‘_“"‘-—';.__‘__u 3 g 1

22.13.3. Reta no espacgo no geogebra

r”

Para representar uma reta no espago, digite no campo entrada a palavra “reta
e o software apresentara as trés opgbes:
¢ "Reta( <Ponto>, <Ponto=)”"
Selecionando essa opgdo, o software construird a reta a partir de dois pontos.
Exemplo: "Reta(A, (-1,-1,0 ))”, o software mostrard uma reta que passa pelo
ponto A (que ja estd representado) e pelo ponto (-1,-1,0). A janela de algebra
mostrara a equacdo paramétrica dessa reta. A seguir estio as ilustracdes desse

exemplo.

¢+ Janela de Algebra

®A=(21,3)
® :X=(213)+A(-3,-2,-3)

e “Reta( <Ponto>, <Reta Paralela> )~
Selecionando essa opcdo, o software construird a reta a partir de um ponto e
uma reta ja representada.
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e "“Reta( <Ponto>, <Vetor Diretor> )"

Ao selecionar essa ultima opgdo, o software construira a reta a partir de um
ponto e um vetor diretor. Caso esse vetor ja esteja representado, por “u” por
exemplo, basta escrever: “Reta (A,u)”. Caso contrario, pode-se digitar o vetor
diretor desejado.

Exemplo: “Reta(A, (1,2,3))”, o software mostrara uma reta que passa pelo
ponto A (que ja esta representado), segundo a diregdo do vetor (1,2,3). Veja a

ilustragdo desse exemplo a seguir.

» Janela de Algebra ' » Janela de Visualizagao 3D

® A=(2,1,3)
® g:X=(213)+A(-1,1,0)

z

Uma forma de desenhar uma reta livremente é utilizando a opgao ilustrada a
seguir. Ao selecionar, clique em dois pontos (ou lugares) no espago e software

mostrara a reta.

2
o A= (2, I

® g:X=(2 « Segmento

o Segmento co

.~ Semirreta

22.13.4. Plano no espago ho geogebra

Para representar um plano no espago, digite no campo entrada a palavra
“plano” e o software apresentara varias opgdes. As opgdes sdo intuitivas e seguem
o mesmo rito da reta. Como exemplo faremos o comando “Plano( <Ponto>, <Reta>

).

Ao digitar “Plano( A, f)”, com o ponto A e a reta f ja representados, o software

mostrara o plano:

295 |



v Janela de Algebra
®A=(2,1,3)

® :X=(1,0,2)+A(0,2,1)
® pix+y-2z=-3

Outras opgdes além dos comandos citados, estdo listada na figura a seguir.

S [C)4)@) <] N =
P Jan. *H Plano por trés pontos

Plano

\e Plano Perpendicular

*® Plano Paralelo

Além disso é possivel também digitar a equacdo geral no campo de entrada do

software.

Exemplo: No campo de entrada digite a equagdo: “x + y - 2z + 3

software mostrara o plano que representa essa equagdo.

0" eo

» Janela de Algebra
® eql:x+y-2z=-3

22.13.5. Esfera no geogebra

Para representar uma esfera, digite no campo entrada a palavra “esfera” e o

software apresentard duas opgles: "Esfera( <Ponto>, <Raio> )" e

<Ponto>, <Ponto> )".

“Esfera(

Com o ponto A ja representado, basta digitar “Esfera (A, 2)” e o software
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mostrara uma esfera de raio 2 e a janela de dlgebra mostrara a equacdo dessa
esfera.

» Janela de Algebra X
® A=(21,3)
® a(x-2Y+(y-1 +(z-3"=4

Se preferir com dois pontos A e B j& representados, use o comando: “Esfera(
A, B)” e o software mostrard uma esfera de centro em A que passa em B.

Outra forma também de construir uma esfera esta nas duas ferramentas na
opcdo ilustrada a seguir. Intuitivamente segue os mesmos passos dos comandos
anteriores.

o A ,/f. N ABC :G)

» Janela @ Esfera: Centro & Ponto
@ Esfera: Centro & Raio I
A—
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FUNCOES DE VARIAS VARIAVEIS
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23. FUNGCOES DE VARIAS VARIAVEIS
(DERIVADAS PARCIAIS)

Existem muitas férmulas, expressdes ou fungdes em que uma variavel nao
depende exclusivamente de outra varidvel, mas sim de duas ou mais. Por exemplo,
a média aritmética de n nimeros reais, a area de uma figura plana (base x altura),
o volume, a produtividade de um cultivo, etc. Nesse estudo, vamos abordar fungdes
com duas ou mais variaveis em que se aplicam esses casos.

23.1. Grafico de funcées com duas variaveis

Enquanto as fungdes y = f(x) tem seus graficos representados pelo sistema de
coordenadas cartesianas no plano xy (bidimensional), como uma sequéncia de
pontos representados pelo par ordenado (x,¥), as fungdes com duas varidveis, que
denotamos por z = f(x,y¥), tem seu grafico representado no espago xyz
(tridimensional), em uma sequéncia de pontos representados pela terna ordenada
¥, 2)-

23.1.1. Grafico de uma superficie plana

Uma das fungdes de duas varidveis mais simples é a fungdo na forma
flx,¥y) = Ax + By +C.
Essa fungdo possui uma superficie plana (ou um plano) como sendo sua
representa¢gdo no espago, pois

fx,y)xD=(Ax +By+C)xD = DAx +DBy+DC—-—Dz=0
z a b d c

é um plano na forma: ax + by +cz+d = 0.

Para representar essa fungdc no espago, ha alguns casos a considerar. Na
auséncia de duas variaveis, o plano serd paralelo ao plano das variaveis ausentes,
pois, nesse caso, essas varidveis assumem qualquer valor do espacgo.

Exemplos:
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+ O plano representado pela fungdo z =1 & paralelo ao plano xyv (ver figura

23.1.1.1). Pois, as varidveis ausentes sdo x e v.
+ QO plano representado pela fungdo y =2 é paralelo ao plano zx (ver figura

23.1.1.2). Uma vez que, as variaveis ausentes sdo x e z.

Figura 23.1.1.1 Figura 23.1.1.2

Na auséncia de apenas uma variavel, o plano serd paralelo ao eixo da variavel
ausente, pois essa variavel assume qualquer valor do espago.

Exemplos:
+ O plano representado pela fungdo x+v =2 é paralelo ao eixo z. Veja na

figura 23.1.1.3 que o plano secciona o plano xy exatamente na reta x +y = 2.

+ O plano representado pela fungdo 2x —3z =1 & paralelo ao eixo v conforme

figura 23.1.1.4.

Figura23.1.1.3 Figura 23.1.1.4

Quando ndco hd auséncia de variavel, significa que o plano ndc é paralelo a
nenhum dos eixos x, v ou z. Uma dica para melhor visualizagdo desse tipo planoc, é
atribuir um valor nulo para cada varidvel e desenhar as retas nos planos das

variaveis presentes.

| 302



Exemplos:
e O plano representado pela fungédo 3x —y + 3z = 3.

Fazendo y = 0, temos 3x +3z=3 =[x = —z + 1| (uma reta) e o plano da fungio
seccionara o plano xz exatamente nessa reta.

Fazendo z = 0, o plano da fungdo seccionara o plano xy nareta 3x —y=3 =
=53

E sendo x =0, temos —y +3z =3 : e o plano da fungao seccionara
o plano yz exatamente nessa reta.

O plano da fungado esta na figura 23.1.1.5 e na figura 23.1.1.6 esta apenas a
parte do plano delimitada pelas retas calculadas.

3z —y+3z=3

_zi_y

Figura 23.1.1.5 Figura 23.1.1.6

* O plano representado pela fungao f(x,y)=1—y — x.

Fazendo y = 0, temos

z=1—y—x =>[x=—z+1]

Para z = 0:

s=1-y-x sp==x71]

E para x = 0, encontramos

a=1-y—x > =—2%12]

O plano que representa essa fungao
esta na figura 23.1.1.7 somente com a
parte do plano delimitada por essas retas.

Figura 23.1.1.7

A subsecao 22.13.4 sobre planos no espago, mostra como visualizar um plano
utilizando o geogebra.

Qualquer outra fungao diferente do padrdo f(x,y)= Ax + By +C, terad sua

representagdo no espago em forma de superficie nao plana, conforme veremos nos
proximos itens.
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23.1.2. Grafico de superficies cilindricas

Definicdo 23.1.2.1: Denominamos de cilindrica toda superficie constituida de
retas (denominadas de geratrizes) paralelas a um dos eixos e perpendicular & uma
curva plana.

A superficie cilindrica ocorre quando ha auséncia de uma variavel na fungdo.
Nesse tipo de superficie, as retas geratrizes s3o paralelas ao eixo da variavel
ausente e se estendem perpendicularmente ao longo da curva dada, no plano das
variaveis presentes. Exemplos:

+ A superficie gerada pela funcdo z = e * possui retas geratrizes paralelas ao
eixo y (que é a variavel ausente) e perpendiculares a curva exponencial no plano
xz (plano das variaveis presentes). O grafico dessa superficie estd na figura
23.1.2.1 e as ilustragoes da curva e das retas geratrizes estdo na figura 23.1.2.2.

e A superficie da fungdo z = y? possui retas geratrizes paralelas ao eixo x
(variavel ausente) e perpendiculares a parabola no plano yz. Ver figura 23.1.2.3.

« Afungao y = x3 possui retas geratrizes paralelas ao eixo z (variavel ausente)

3

e perpendiculares a fung&o clbica y = x® no plano yx. Ver figura 23.1.2.4.

Retas paralelas
(geratrizes)

Sz, y) =e"

Figura 23.1.2.1 Figura 23.1.2.2

Retas geratrizes

Curva

Retas geratrizes!

Figura 23.1.2.3 Figura 23.1.2.4
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23.1.3. Grafico de superficies quadricas

Definigdo 23.1.3.1: Denominamos de quadrica toda superficie gerada a partir

da equacdo do 29 grau
Ax?2 + By?+Cz2+Dxy+Exz+ Fyz+ Gx+Hy+1Iz+] =0,

onde pelo menos um dos coeficientes A, B, ¢, D, E ou F é diferente zero.

As superficies quéadricas sdo superficies que apresentam cdnicas (elipse,
hiperbole ou parabola) quando seccionadas por planos (que denominados de
tragos) paralelos aoc planos coordenados xy, xz e yz.

A seguir estdo dois exemplos de superficies quadricas, um elipsoide na figura
23.1.3.1 e um paraboloide na figura 23.1.3.2. Ambos com um trago mostrando a
cdnica gerada em cada caso.

Traco

Parabola

Figura23.13.1 Figura 23.1.3.2

Podemos inclusive utilizar esses tragos para construir a superficie (o grafico)
da fungdo. Para isso, atribuimos um valor k arbitrario para uma variavel escolhida
e analisamos qual o tipo de curva que se da no plano das outras variaveis para

quaisquer valores de k.

Exemplo: z = y — x?

Solugdo: Fazendo v =k, temos z = —x? +k. Como k assume qualquer valor,
dispomos de parabolas com concavidade para baixo nos tracos paralelos ao plano xz. Ao
fazer z =k, temos v = x? + k e para qualquer valor de k, encontramos parabolas com
concavidade para cima nos tragos paralelos ao plano xy. Por fim, adotando x = k dispomos
de z = y — k? e para qualquer valor de %, temos retas nos tracos paralelos ao plano zy. O

grafico dessa superficie esta na figura 23.1.3.3 com um exemplo de traco z = k.

[

2
2% exemplo: f(x,v) = —x—+%

2 2
Solugao: Fazendo z = k, obtemos: k = _xT +%. Os tragos paralelos ao plano xy
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sdo hipérboles. Fazendo y =k ou x =k, dispomos de parabolas. A primeira com
concavidade para baixo e a segunda com concavidade para cima, respectivamente, em
tracos paralelos aos planos zx e zy. Constate essa informacédo no grafico dessa superficie

na figura 23.1.3.4 que possui um exemplo de traco y = k.

Traco z = k

‘—G

Figura 23.1.3.3 Figura 23.1.3.4

As superficies quadricas mais comuns estdo representadas a seguir com seus
respectivos nomes, equagdes e caracteristicas.

Nome: Elipsoide

_[x2 g7 22
Equagao: 22 + b2 + =i 1

Caracteristica: Os tragos paralelos a
qualquer plano dos eixos coordenados

(xy,xz ou yz), s&o elipses. Para a = b =

¢ = r, temos uma esfera de raio r.

Nome: Hiperboloide de uma folha

o |x2 oy 22
Equacao: a_2+ b_z_ c_2= 1

Caracteristica: Os tracos paralelos aos
eixos coordenados xy, sdo elipses. Os

tracos paralelos ao eixo xzZ e yz, que

intersectam a superficie, sdo hipérboles,
com excecgdo, dos préprios planos xz e yz,

que sdo pares de retas concorrentes.
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FUNCOES DE VARIAS VARIAVEIS (DERIVADAS PARCIAIS)

Nome: Hiperboloide de duas
folhas

2 2 2
—Te T A AN
Equagao: ) bZ+CZ 1

Caracteristica: Ndo ha superficie no plano

xy (ndo ha trago). Os tragos paralelos ao
plano xy, s&@o elipses. Os tragos paralelos

ao eixo xz e yz, séo hipérboles.

Nome: Cone eliptico

Equacgdo: |z“ = a—2+ —

Caracteristica: O plano xy é um ponto. Os
tracos paralelos ao plano xy, sdo elipses.
Os tragcos paralelos ao eixo xz e yz, séo
hipérboles, com excegdo, dos préprios
planos xz e yz, que sdo pares de retas que
se intersectam na origem.

Nome: Paraboloide hiperbédlico

2,2
Equacdo: |z = —%+ ;’—2

Caracteristica: O plano xy que intersecta a
superficie, sdo pares de retas que se
cruzam na origem, jé os tracos paralelos a
esse plano, sdo hipérboles. Os tragos

paralelos a xz e yz, sdo parabolas.

Nome: Paraboloide eliptico

Equagao: |z = =

Caracteristica: O plano xy é um ponto
(origem). Os tracos paralelos ao plano xy,
sdo elipses. Os tracos paralelos a Xz e yz

que intersectam a superficie, sdo
parabolas.
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23.1.4. Grafico de superficies gerais (uso do geogebra)
Existem outras infinitas fungbes de duas variaveis cuja superficie
representativa ndc se enquadra em plana, cilindrica ou quadrica.
1 2 e . ”
Exemplos: f(x,v) =v3+x3, f(x,v)=v3+x e Flx,¥) =log(x®+7).
A construgdo do grafico dessas superficies, mesmo utilizando os tragos, &

geralmente complicada. O que nos obriga a utilizar os recursos tecnoldgicos.
Para utilizar o geogebra, digite no

campo de entrada:

FOGY)=¥ M (1/3)+x M (2/3)".

Ao teclar “enter”, o software mostrara
conforme a figura ac lado, a superficie que
representa a primeira funcdo do exemplo
anterior: f{x,y) = y§+ xg

Como exercicio, visualize no software o
gréfico de todas as fungbes de todos os

exemplos dessa segdo.

EXERCICIOS 23.1

1)Construa os planos a seguir no espacgo tridimensional.
a)z=-2 )2x—y—z=10
byx+y=20 d)2x —z+4y =4

2)Informe quais os tipos de curvas conicas: elipse, hipérbole ou parabola se
formam ao longo dos tragos indicados em cada item.

alz—x—y2=0parax = k. Z 2 Z

) o & d)x—+y—fz—=1pa1’ay=k.
b)z? —x2—y*=0paray=k e Al
' e) x2+y2+z22 =dparax ==~k

W o Z 2 i 2,2
Gz HHEXS BOPAE f)z:%+%paray:k.

3)Classifique as superficies a seguir em planas, cilindricas, quadricas ou gerais.

a)x+y—z=0 e)flx,v) =y*+x*
P)x—y=0 f)2x—7y+4z—12=10
Ax—z2=0 g)z = e**
d)x*+y* -2z =0 h) £ x, ) = sen(v* +x*)

4)Visualize as superficies do item anterior no geogebra e confirme suas

respostas.
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23.2. Curvas de nivel (ou de contorno)

As curvas de nivel sdo usadas para representar a variagdo da elevacdo de um
terreno, e sdo desenhadas em mapas topograficos para indicar a altitude de
diferentes pontos no terreno. Essas curvas ajudam a visualizar as variagoes de
altura e a identificar dreas planas, inclinadas ou montanhosas. Além disso, as curvas
de nivel também sdo utilizadas em estudos de drenagem, planejamento de
estradas, projetos de construgdo, entre outros. Esse mesmo processo pode ser
aplicado em uma superficie, conforme a denominagdo a seguir.

Seja uma fungdo f(x,y) cujo grafico € uma superficie tridimensional e k uma
constante real, denominamos de curvas de nivel, as projecdes bidimensionais no
plano xy de uma familia de curvas (ou de contornos), obtidas a partir da variagéo

de uma altura k dessa superficie, em um intervalo convenientemente escolhido.

Exemplo: Na figura 23.2.1 estd a superficie da fungdo f(x,¥)=(x?>+y—
12)? + (y2 —x%2 + 1) e duas curvas de nivel (contorno) para k = 100 e k = 200. Na
figura 23.2.2 estdo todas as curvas de nivel dessa superficie no intervalo k =10 a

k = 200 produzidas pelo software geogebra.

29 exemplo: Vamos construir as curvas de nivel do paraboloide eliptico de

2 2
fungéo f(x,y) = yT+ %.
y2 x2
Solugao: Fazendo: z = k, temosT + i k.

Para k < 0, ndo existe curva e para k = 0 s6 ha um ponto (0,0).
y2 x2
Para k > 0, as curvas sdo elipses na forma prie e 1 que vdo aumentando de
tamanho, conforme o valor de k aumenta. Veja na figura 23.2.3, um exemplo para k =3 e
k=5.
Na figura 23.2.4, estio todas as curvas de nivel de k =0 a k = 5,5 em intervalos de

0,5.

Uma superficie quadrica pode estar também rotacionada segundo um &dngulo @
dos eixos originais, e assim, ser expressa na forma f(x,y) = Ax? + Bxy + Cy2 + Dx +
Ey+ F.
Identificamos o tipo de curva de nivel de acordo com os valores de B? — 4AC:
e Se B? —4AC > 0, as curvas de nivel representam hipérboles;
e Se B2 —4AC =0, as curvas de nivel representam parabolas;
e Se B? —4AC < 0, as curvas de nivel representam elipses.
Exemplo: Vamos verificar que tipos de curvas de nivel representam a
superficie gerada pela fungdo f(x,y) = 2x* +3y2 — 2xy + 1.
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Solugédo: B2 —4AC =(—2)2—4.23=4—24=—-20< 0, entdo as curvas de nivel

dessa superficie sao elipses.

Figura 23.2.1 Figura 23.2.2

Figura 23.2.3 Figura 23.2.4

23.3. Curvas de nivel no geogebra

Ao abrir o geogebra, selecione no menu opgdes a janela de visualizagdo 3D.

No campo de entrada digite “f(x,y)=y2/36-x2/25" e tecle “enter”. O software
mostrara o paraboloide eliptico.

Caso necessdrio, role o scroll do mouse para cima ou para baixo para uma
melhor visualizagao da superficie.

Em seguida, feche a janela de visualizagdao 3D e abra a “janela de visualizagao”
no mesmo menu “opgoes”.

Mais uma vez no menu opgoes, selecione a opgao planilha. A ilustragao da
planilha esta na figura a seguir.

Nessa planilha digite na coluna A os valores de 0 a 150 (ou a quantidade que
desejar) e na primeira célula da coluna B a férmula "= f(x,y)-A1=0". E preciso fazer
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isso em todas as células da coluna B, para isso, selecione essa célula e arraste até

o valor 150 (dltimo valor) ou copie e cole em todas as células.

~ Planilha
AN [BEEH
AT a v
A B
1 0
2 10
3 20
4 30
5 40
6 50
7 60
8 70
&) 80
10 90
A1 100
12 110
13 120
14 130
i15: 140
16 150
17 1
=

| X |~ Planilha
H— | £IN [ BEd|o~ B~
[ |@. w7 [=feyy-a1=0
A B
(| 0 |=foxy)-A1=0]
L2 10
|| [ 3 20
L] 30
5 40
s | 50
7 60
8 | 70
H— T 80
|S1O8 5
1 100
12 110
|13 | 120
|25 | B 130
15 140 I
16 150
5

A justificativa para o
uso daplanilha, ¢ que a
mesma constroi varias

curvas de nivel sem
precisar digitar uma a
uma.

Diminua o zoom da janela de visualizagdo (use o scroll do mouse) se for
preciso. O software mostrara as curvas de nivel da imagem a seguir.

- o
bla Ajuda
N = T
_v||L v o
) | » Janela de Visualizagio X[+ Planilha
- 0 ‘ EEEEEERER
H g+ ] |a.v|
| A B [C
1 0| -1.28x+0.89y* ..
EX 10| 1.28:2 +0.89% ... |
o R TR — 3| 20|-1.28¢+0.89y..|
4 30| -1.28¢+0.89¢...
5 40128+ 0.89y2 .
| 6 | 50 | -1.28x + 0.89y? .
| 7| 60| -1.26x + 0.897 ..
8 70| 128+ 089y .
-100 9 80 | -1.28x +0.89y° .
10 90 | -1.28x2 + 0.80y2 .
| 11| 100|-1.28¢+089F ..
| 12 | 110|126 + 0.8y ..
13 120 -1.28x +0.89y .
14 130 | -1.28x2 + 0.8y .
15 140 | -1.28x + 0.89y* .
‘ | 16 | 150|-1.28x+ 080y .
| 7| | ]
| @

Como exercicio, visualize no programa as curvas de nivel das demais quadricas

conhecidas.
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23.4. Dominio de uma funcdo de duas ou mais variaveis

Consoante as funcdes de uma variavel, as funcdes de duas ou mais variaveis
também podem estar restritas a algum conjunto D, que denominamos de dominio

da funcdo, conforme definicdo a seguir.

Uma fungdo f de duas varidveis x e y, é uma regra que associa a cada par
ordenado (x,y) de um conjunto D, um tinico valor real que denotamos por f(x,y).

Uma fungdo f de trés varidveis x, y e z é uma regra que associa a cada trio
ordenado (x,y,z) de um conjunto D, um unico valor real que denotamos por

J:y,2).

No caso de fungdes de duas variaveis, o conjunto D é formado pelo pares (x,y)
ambos pertencentes a R, denotamos o dominio D de uma funcdo de duas variaveis
como

|D = {(x,y) € R?|condicéo de existéncia da funcio (x,y)}|.

Para funcdes de trés variaveis, o conjunto D é formado pelo trio (x,y,z) todos

pertencentes a R, denotamos o dominio D de uma funcgdo de trés varidveis como

|D = {(x,y,2) € R3|condicio de existéncia da funcio (x,y, z)}|.

Essa definicdo pode ser estendida a mais variaveis.

1° exemplo: Seja f(x,y) = /y3 + 1+ Inx vamos encontrar o valor de f(e,2) e
calcular o dominio D dessa funcgéao.
Solucgao:

Substituindo x = e e y = 2 na fun¢ao, obtemos
£, y) = \/m + In(x) =
f(e,2)= \/23——|—1+lne=3+1=4 =>.
A funcdo f(x,y) existesey> +1=0 =y = —1ex > 0, portanto
D ={(x,y) ER%|y = —1ex >0}

Esse dominio esta representado pelo retingulo em azul na figura 23.4.1 a seguir.

x—2

2° exemplo: Seja f(x,y) = ;=571

vamos encontrar o valor de f(—1,1),

f(3,1) e calcular o dominio D dessa funcdo.
Solugédo:
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Para calcular o valor f(—1,1) devemaos substituir x = —1 e y = 1 na funcio. Assim,
=1l—=2 3
—1—41+1 4

3
fGey) = = f(-1D = =| -1 =gl

A
x—4y+1

Para f(3,1) devemos fazer x = 3 e y = 1 na funcio, logo

3—2 1.
f(31) = e g = Nio existe f(3,1).

Quanto ao dominio, a funcio f(x,y) existesex —4y+1# 0 = x# 4y — 1, 0useja, a

funcio f(x,y) existe para qualquer ponto nio pertencente a reta x = 4y — 1, o que nos da
D ={(x,y) € R*|x # 4y — 1}.

0O grafico desse dominio esta na figura 23.4.2 seguinte. O dominio engloba todos os

pontos de R? menos os pontos pertencentes Areta x = 4y — 1.

7
Figura 23.4.1 Figura 23.4.2
3° exemplo: Seja f(x,y,z)= Vvx?—1 +%, vamos encontrar o valor de
f(1,1,1), F(0,1,2), f(3,2,1) e calcular o dominio D dessa fung&o.

Solugao:
Para calcular o valor £(1,1,1) devemos substituir x =1, y =1 e z = 1 na funcio.

Assim,

z il
riay,2) = w/x2—1+H = Flilid) = y18 =l e s AILD S 1]

Para calcular o valor f(0,1,2) devemos fazer x = 0, y = 1 e z = 2 na funcio. Logo,

2
f(0,1,2) = V02 —1+= =[3£(0,1,2)]

Para f(3,2,1) devemos fazer x = 3, y = 2 e z = 1 na func¢io, o que nos da

f(3.21)= +/32—-1+ % =|£03,2,1) = 2\/f+%

Quanto ao dominio a funcido f(x,y,z) existeparax?—1>0 =>x>1loux < —1,x *
0 e y # 0. Dessa maneira,

D={(x,y,z2) ER3|x=1oux <—1ley=0}
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23.5. Limite e continuidade de funcdes de duas ou mais
variaveis

Nesta segdo, apresentaremos nogoes basicas de limite e continuidade sobre
fungdes de duas ou mais variaveis, sem entrar em detalhes e sem demonstragdes
matematicas. O objetivo é fornecer uma compreensdo geral dos conceitos, uma vez
que as demonstracdées e detalhes sobre esses tdpicos exigem conhecimentos

avancados de célculo, que estdo além do escopo dessa obra.

23.5.1. Limite de fungdes de duas ou mais variaveis

Nas fungdes de uma variavel estudadas na unidade 18, o limite lateral a
esquerda e a direita de uma fungao era aplicavel, pois a aproximagdo de um valor
x apresentava apenas uma direcao e esses dois sentidos. Nas fungoes de duas ou
mais variaveis, esse conceito de aproximagdo em uma Unica diregdo nado se aplica,
uma vez que na superficie, as diregcdes e os sentidos ndo sdo unicos.

No entanto, um conceito similar pode ser aplicado em uma regiao limitada
dessa superficie, ou seja, em uma vizinhanga préxima de um ponto. Considere tal
vizinhanga como sendo um disco D composto por todos os pontos do espago
bidimensional préximos (tdo préximo quanto se deseje, mas ndo igual) ao ponto
(x0, Vo), €m que a fungdo f(x,y) esteja definida. Essas condigdes nos permitem

anunciar a seguinte definicao.

Definicdo 23.5.1.1: Seja f uma fungdo de duas varidveis cujo dominio D
contém pontos arbitrariamente préximos de (xg,y,). O limite de f(x,y) quando (x,v)
tende a (xy, vo) € L e escrevemos

lim x,y) = L.
(xY)=(x0.Y0) f@x¥)

Se para todo & > 0 houver um numero correspondente § > 0, tal que, se (x,y) €

De0< (x—x)%+(y—y5)?> <6, entdo |f(x,y) —L| < «.

Limite de uma fun¢iio com duas varidveis

Figura 23.5.1.1
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FUNCOES DE VARIAS VARIAVEIS (DERIVADAS PARCIAIS)

A definicdo anterior afirma que a disténcia entre f(x,y) e L sera arbitrariamente

pequena, se tomarmos a distédncia de {(x,y) para (xq,vs), dentro de um disco aberto

D (veja que 0 < /(x —x¢)? + (¥ — ¥0)” < &), suficiente pequena (mais ndo nula). E
se o limite existe, deve-se aproximar de L independentemente da diregdo adotada.
Isso significa, que ao adotar diregbes diferentes para a aproximagao e obtermos

valores para L diferentes, o limite em questdo ndo existira.

. 2xZ2—y2 .
Exemplo: Vamos mostrar que o limite de  Ilim Y ndo existe.

(x9)—(00) x2+y*

Solugao: Inicialmente observe que a func¢io ndo existe no ponto (0,0), mas isso néo
significa que necessariamente o limite ndo existe.

Para verificar a existéncia do limite, precisamos adotar algumas dire¢des (ou
caminhos) de aproximacdo ao ponto (0, 0) e analisar os resultados dos limites.

Supondo que a aproximacio seja feita ao longo do eixo x. Para qualquer valor de x
tem-se y igual a zero, e isso nos da

2% =yt Dt —i0F 2P

= ey
eSO %2 4 0° x2

Entdo, f(x,y) = 2 quando (x,y) — (0,0) ao longo do eixo x.
Supondo agora que a aproximacio seja feita ao longo do eixo y, para qualquer valor
de y tem-se x igual a zero. Substituindo na func¢fo, encontramos
2x2 —y? 2,02 —y®  —y”
xZ +y? - 02 + y* - e -
Assim, f(x,y) - —1 quando (x,y) — (0,0) ao longo do eixo y.

=il

Como f(x,y) apresenta valores diferentes ao longo de duas retas diferentes, o limite
2x2—y?

G, B b
(x)=(0,0) x2+y?

nao existe.
A explicacdo geométrica para nio existéncia do limite pode ser visualizada na figura
23.5.1.2. As retas em vermelho mostram que a funcéo em questiio se aproxima de valores

diferentes nas duas dire¢des destacadas.

. 2xy - .
lim ——=— ndo existe.
(xy)~(0.0) X+
Solucao: Supondo que a aproximacio seja feita pelo eixo x. Para qualquer valor de

29 exemplo: Vamos mostrar que o limite de

x tem-se y igual a zero. Fazendo y = 0 na func¢éo, obtemos
2xy 2x.0 0

x2+y? x2+0° x2

Isso significa que, f (x,y) — 0 quando (x,y) = (0,0) ao longo do eixo x.
Supondo agora que a aproximacio seja feita pelo eixo y. Para qualquer valor de y

tem-se x igual a zero, o que nos da
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2xy 2.0.y 0

x2+y* 02+4y* y?

Entao, f(x,y) — 0 quando (x, y) — (0,0) ao longo do eixo y.

Sera que o limite dessa fung¢do é zero quando (x,y) — (0,0)? Vamos fazer a
aproximacio ao longo da parabola y = x%. Substituindo y = x? na fungio, temos
Py 2oc.a® 2x 2.0

x2+y® xZ4+x* 1+x2 1+02

f(x,y) = 0 quando (x,y) — (0,0) ao longo da parabola y = x2.

Poderiamos cair no erro ao conjecturar que o limite dessa funcio é zero quando
(x,y) — (0,0). Porém, ao adotar a reta y = x como aproximag¢ao, encontramos

2xy 2x.x P

X2 +3y? xZ 4 x? T 2x2

Isso quer dizer que, f{x,y) — 1 quando (x,y) — (0,0) ao longo dareta y = x.

xy

lim = = nao existe.
(xy)—=(0.0) x“+y

Portanto, o

A explicagdo geomeétrica para nao existéncia do limite dessa func¢ido pode ser
visualizada na figura 23.5.1.3 a seguir. As retas em vermelho mostram que a funcio em

questao se aproxima de valores diferentes segundo as dire¢des destacadas.

P = -—my
flz,y) =2 =i

Figura 23.5.1.2 Figura 23.5.1.3

Esses dois exemplos deixam claro um inconveniente: para mostrar que um
limite de uma fungdo ndo existe em um ponto, € preciso escolher varias direcgdes
(caminhos) de aproximagdo a esse ponto e encontrar algum valor para a fungdo
diferente dos demais. Porém, essas direcGes de aproximagdo pelos eixos, retas,
parabolas, etc., sdo infinitas, e ndo podemos afirmar com certeza sobre a existéncia
ou ndo do limite da fungdo nesse ponto, se a igualdade dos valores persistir mesmo
em uma quantidade consideravel de tentativas.

Diante dessa incerteza, vamos aos casos em gue o limite da fungao existe, e
para isso, aplicaremos o conceito de continuidade de uma fungdao, que vem a segulir.
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23.5.2. Continuidade de fungdes de duas ou mais variaveis

Todos os teoremas e propriedades como o teorema do confronto, o limite da
soma é a soma dos limites, o limite do produto é o produto dos limites, o limite do
quociente € o quociente dos limites, etc., se aplicam também de forma similar a
fungBes de duas variaveis, assim como a definicdo de continuidade que esta a

seguir.

Definigdao 23.5.2.1: Uma fungdo f de duas varidveis é dita continua em

(x0,¥0), S€ ( )li(m )f(x,y) = f(xp,¥0). Afirmamos que f é continua em seu dominio
Xy}~ (Xo.Yo

D, se for continua em todo ponto (xg,vg) € D.

Além disso, também valem para as fungdes continuas com duas variaveis, as
seguintes propriedades:

e A composi¢do de soma, diferenga ou produto de fungdes continuas de duas
variaveis, sdo fungdes continuas;

¢ O quociente de funcgdes continuas de duas varidveis € uma fungdo continua,
exceto nos pontos onde o denominador for zero;

e Toda fung&o polinomial de duas varidveis é continua em RZ.

No caso da fungdo de duas variaveis, uma fungdo é dita polinomial quando
possuir uma soma de termos na forma axPy%, em que a é constante p eq sdo
inteiros nao negativos.

Exemplos:

o flx,y)=5x*y? +3x2y—x2+4+2
o flx,y)=x%y% —2x2y2 —7y2—2x+1
o floy)=x2—y*

Como o limite de fungdes continuas de duas varidveis em um ponto equivale

ao ser valor numérico, podemos utilizar essa informacgdo para calcular limites.

Exemplo: Calcule, se existir, o limite de  lim x*y? — x2.

xy—(1.2)
Solugao: Como se trata de limite de uma fun¢do polinomial de duas variaveis
(continua em R?), o resultado sera o seu valor numérico.
lim x*y2—x2=1%22—-12=4—1=3.
(xy)—(1,2)
x2y—2y2_3x

= é continua?
xX=y

2° exemplo: Para que valores a fungdo f(x,y) =

Solucao: 0 quociente de fun¢des de continuas é continua, exceto nos pontos onde

o denominador é zero, ou seja, para todo (x,y) € R?|x = y°.

Eventualmente, pode ocorrer uma indeterminagdo possivel de ser solucionada,
seguindo os mesmos preceitos jd conhecidos e aplicados em limites de uma
variavel. Veja o exemplo a sequir.
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; _xX+y—2 2
3° exemplo: Calcule, se existir, o limite de lim
B o—(0F27) VE—2—Y

Solugao: Substituindo o valor numérico, obtemos
Kot Ap— 2 0+ 2— 2 O( _— . 50)
= = — (uma intederminagio).
—J2-y JYo—v2-0 0O -
Xx+y—2 _ x+y—2 \/E+w/2—y=(x;|-—y’—’2)(\/z+,/2—y)=\/.E+m
JE—fi—y NP7 et 2% X Ar=2

xty—2 2
lim lim x+J2—y= lim  NO++V2—2=0.
(% yb(o+ 2 Al —- A —lE T (0% 27) (xy)—(0%27)

) oA G ) |
4° exemplo: Calcule, se existir, o limite de lim ————mu.
(xy)—(0,0) x“+y
Solugao: Substituindo o valor numérico, obtemos
e2* ) —1  1-1
x2+y*> 0

Usando a substituicdo x” + y* = u, temos (x,y) — (0, 0) = u — 0. Dessa maneira,

0
= a(uma intederminacio).

e2(x*+y _q e2u _ 1
lim —— e lim
(x¥)~00 xZ2+y us0 U

Aplicando a regra de L’Hdspital, encontramos

22U D p20 22 Y
o gy e (x.yl)ll?%o,o) xZ+y2 2t

A mesma nhog¢do de limite aplicada as fung¢des de duas variaveis, pode ser
estendida a fungdes de trés varidveis (e similarmente a mais variaveis), conforme
a definicdo a seqguir.

Definigcdo 23.5.1.2: Seja f uma funcdo de trés varidveis cujo dominio D
contém pontos arbitrariamente préximos de (x4, vg,7zg)- O limite de f(x,y,z) quando

(x,y,z) tende a (xq, ¥o,z¢) € L e escrevemos: lim f(x,y,z) =L, se para todo
(xy,2)=(x0.Y0,20)

& > 0 houver um numero correspondente § >0, tal que, se (x,y,z)ED e 0<

VX —x)2+ (v —yo)? + (2 — z)%2 < 8, entdo | f{x,y,z) — L| < E£.
Como se trata de fungdo de trés varidveis, a aproximacgdo arbitrariamente

pequena de (xg,vo,2¢) se dad no espago dentro de uma bola (ou esfera) aberta B:

0<(x—%0)"+ (¥ —yo)* + (2 —20)* < 6.

2 2 2
5 sen(x“+y“+z
Exemplo: Calcule, se existir, o limite de lim (—y)
(xy,7)—(0,0,0) fxz +y2 472

Solugdo: Usando a substituicio x* + y* + z* = u, temos (x,y,z) — (0, 0, 0) = u —
0. Assim,

*

sen(x®+ y? + z* senu Vu sen i
( L ) = I = lim lim\u = 0.

lim = lim — ’
x>2)2(0,00)  [x2Z 447 4 27 u—0 i Ju u—s0 u  u—o
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EXERCICIOS 23.2

1)Verifique que tipos de cbnica (elipse, pardbola ou hipérbole) formam as
curvas de nivel das seguintes superficies quadricas. Em seqguida, visualize usando
0 geogebra.
a)f(e,y) = x*+xy+y?—
bYf(x,v) = x2+2xy—3y2+x—y+1
) fle,y) = x2+2xy+y2+x

2)Seja f(x,¥) = /x + y?, calcule:
a)f(_l’l)
b)f(-3,1)

¢) O maior subconjunto possivel para o dominio D dessa fungdao.

3)Seja f(x,y) = x;;y, calcule:

af (33
b)f(0,1)

¢) O maior subconjunto possivel para o dominio D dessa fungdo.

4)Seja f(x,v,z) = Jx2 —y*>—z?, calcule:
a)f(1,0,1)
b)f(4,—2,0)

c¢) O maior subconjunto possivel para o dominio D dessa fungao.

5)Calcule o maior subconjunto possivel para o dominio das seguintes fungdes
definidas por:

=
a)yf(x.y)= -y

b)f(x,y) = Jx —y.In(x+y)
c) flx,y,2) = In(z* —y)

dfxy.z) = —x2—y* +2z°

e)f(x,yv,z) = cos(x+y+2z)

6)Calcule os limites, se existir. Caso contrdrio, mostre que o limite n§o existe.

a lim 2 _x? d —2
: (xy)—~(—1, 1)y ’ (xyl)—’(123)(z ¥ o o y)
b) lim 3x® —2yx?® ( X2V )
l e ——————
= (32) ) iy \—y
C lim 2 —yx*+3
) (xy)=(11) y ¥
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2 X—
f) lim b x+y

(xy)=2H X"~y k) T
3x?+y? =00} Jx+y+1—1
9) lim 25—
xy)—(00) X2—y 3
Ay 2 1) lim (—2—)
h) lim ——X (xy)=(0,0) \xZ+y?2
xy)=(00) 2x—Y R
—x?y? my lim (=)
) I Y )(x,y)—»(o,O) y+x
o tg(x2+y2—z%)
x3y—xy? n) im (LZ%)
3) Iim In (u) (x,y,2)=(0.0,0) x“+ys—z
(xy)—(ee) xX=y

7)Verifique para que valores as fungdes a sequir sdo continuas.

a) f(ny) =%y’ e) flry)=—2—
b) flxy) = VT—x¥ b=l
) fly) = In(x—y+1) D Fy) = Ty

1
d) flxy)=F—=
1—x2%y?

8)Verifique se as fungdes a seguir sdo continuas no ponto (0,0).

_ [+ %7 =y /(P +y?) se(xy) # (0,0)
a) f(x,y)—{o se (x,y) = (0,0)

_ (2 =¥/ +x2 +y?) se(x,y) # (0,0)
b) Gy ={Y se (0,9 = (0,0)

9)Assinale a Unica afirmacgdo verdadeira:

a) Se Ilim f(x,y) =1, entdo £(1,2) = 1;

(y)—{(12)
b) Se f(1,2) =1, entdo lim x,v)=1;
) Se f(1,2) (x’y)q(lz)f( ¥)
c) Se( l)in(lu)f(x,y) = f(1,2), entdo a fungdo & continua em (1,2);
xy)—=(1,

d) Se uma fungdo f(x,y) € continua em um ponto, entdo o limite da fungdo
nesse ponto ndo existe;

e) Se f(a,b) ndo existe, entdo o lim f{x,y) ndo existe.
(ey)—(ab)

10) Utilizando o geogebra, verifique e explique por que o limite existe ou ndo
existe, se for o caso.

2 2 ]
a3 - 3x“+2x+y & iy D28 (x+y)—1
(xy)~00)  xZ+y? (x3)~(0.0) x+y

x*+y4 . eZx—y_—1
[ d lim —_—
5] (x.yl)l—r»?om xZ+y? ) (eyiony 2=y
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23.6. Derivadas parciais

Nesta secdo, estudaremos as aplicagdes e os conceitos de derivadas em
funcdes de duas ou mais variaveis.

Situacdo problema: Um fazendeiro precisa adubar uma area para o plantio
de um cultivo utilizando uma mistura de adubo orgdnico e adubo mineral. A tabela
a seguir, fornecida por um fabricante, mostra os precos dos adubos ja misturados
de acordo com a quantidade, em kg, de cada adubo.

- Adubo mineral

10 20 30 40 50
S|(S R$67,50 |RS$127,50|R$187,50 | R$247,50 | R$307,50
;Sb 10 | R$75,00 [R$135,00|RS$195,00 |RS$S255,00 | R$315,00
E 15 | R$82,50 [R$142,50|RS$202,50 | R$262,50 | R$322,50
S| 20 R$90,00 |R$150,00|R$210,00 | R$270,00 | R$330,00
2 25 | R$97,50 |R$157,50|R$217,50 |R$277,50 | R$337,50

Vamos calcular a taxa de variagdo média do adubo orgénico (x) para 30 kg de

adubo mineral (y), usando o intervalo de 15 a 20:
fx+Ax,y) — f(x,y)  flx+Ax,30) — f(x,30) f(20,30) — f(15,30) 5
Ax Ax 20— 15
210,00 — 202,50
= =
Agora, a taxa de variagdo média do adubo mineral (y) para 10 kg de adubo

1,5.

organico (x), no intervalo de 40 a 50:

fx,y+Ay) = f(x,y) _f(10,50) — f(10,40) 315,00 — 255,00 6
Ay a 50 — 40 - 10 -

Como neste exemplo a fungdo adubo versus preco € linear (fixando uma das

variaveis), significa entdo que o preco do quilo do adubo orgénico é R$ 1,50 e do
adubo mineral é R$ 6,00, ou seja, o precgo total é dado por f(x,y) = 1,5x + 6y.
Observe que as taxas de variagao acima foram calculadas fixando uma das
grandezas e variando apenas a outra. Essa é a mesma concepcdo de derivadas
parciais, onde fixa-se uma variavel e calcula-se a taxa de variacgdo instantanea (a
derivada) da funcdo em relacdo as demais variaveis, conforme a definicdo a seguir.

Definigdo 23.6.1: Seja f uma fungdo de duas variaveis e (x,,y¢) um ponto do
seu dominio. A derivada parcial de f em relacdo a x (f,) é a derivada de f que
resulta quando y = y, for mantido fixo e a x for permitido variar. Essa derivada é

dada por f.(x,y):

flx+Ax,y) — f(x,¥)
Ax

fx(x,y) = lim
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A derivada parcial de f em relacdo a y (f;) é a derivada de f que resulta

quando x = x, for mantido fixo e a y for permitido variar. Essa derivada é dada por

fy (e y):

fCo,y+Ay) — f(x,¥)
Ay

fyGey) = lim

Assim, sendo Z = f(x,y) uma funcgdo de duas variaveis, a sua derivada parcial:
e f.(x,y,) representa a taxa de variagdo instantanea de z na diregdo do eixo x;
e f,(x0,¥) representa a taxa de variacdo instantanea de z na direcdo do eixo y.

As derivadas parciais podem ser denotadas simplesmente por f, e f,, ou
of of A
fx(x,y) e f,,(x,y), ou ainda, por B e E (onde se 1&: “del f del x” e “del f del y”,

respectivamente).

Exemplo: Seja f(x,y) = 3x*y vamos calcular f.(x,y), f,(x,¥), fx(0,1) e
fy(_lrl)-
Solucgao:
flo e, yl— iy ., HxtdzP.p—32"y
= lim =
Ax Ax—0 Ax

+ 6.x.yAx + (Ax)*y —
3y b4 i (8x)%y — 3xy = Alirn0 6.x.y+ Axy = |filx,y) = 6xy|
x>

fa(x,y) = lim

frl,y) = Lim

.8 5 0 fOy+A) —fey _ . 3x2(y+Ay)—3x2y
e, T Ay—0 Ay T Ay—0
+ 3x%*Ay — 3
fy(xy)—llm/ezy 24 %/—llm%: flx, ) = 3x2|
Ay Ay—0

Logo: £(0,1) = 6.0.1 = [£,(0,1) = 0]

A taxa de variacdo instantanea da func¢do na direcao do eixo x, no ponto (0, 1), é zero.

f (11 =3.(-1)* » [HELD = 3)

A taxa de variacao instantanea da funcao na direcao do eixo y, no ponto (-1, 1), é trés.

O calculo de derivadas parciais segundo a definicdo 23.6.1 anterior, se torna
penoso para funcdes de duas ou mais variaveis mais complexas. Nesse cenario, é
aconselhavel utilizar as regras de derivagdo ja conhecidas, derivando a fungdo em
relacdo a uma variavel e mantendo fixas todas as demais variaveis (ou seja,
considerando-as como constantes), da seguinte maneira.

Seja uma fungdo de duas variaveis f(x,y):

e Para calcular f,(x,y) basta considerar y constante e derivar a fungao em
relacao a x;
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e Para calcular f,(x,y) basta considerar x constante e derivar a fungdo em
relagao a y.

O mesmo entendimento se estende a uma fungao de trés varidveis f(x,y,z) e
similarmente para mais variaveis:

e Para calcular f,(x,y,z) basta considerar y e z constantes e derivar a fungdo
em relagdo a x.

e Para calcular f,,(x,y,z) basta considerar x e z constantes e derivar a fungdo
em relagao a y.

e Para calcular £, (x,y,z) basta considerar x e y constantes e derivar a fungdo
em relagao a z.

As derivadas parciais medem as taxas de variagdes instantaneas de
crescimento ou decrescimento de uma fungao segundo a diregdao do eixo de uma
varidvel, mantendo as demais varidveis constantes.

Vamos calcular as derivadas parciais da funcdo f(x,y)= 3x%y do exemplo
anterior, usando agora, as regras de derivagao.

A derivagdo parcial em relagao a x, temos

fey)= 3 . x2 . ¥y =flxy)=32xy=> filxy) = 6xy|

constante derivaem constante
relacido a x

Agora, em relacao a y, encontramos

Fex,y) = 3 . v = fy(x,y) =3x% 1= .

constante con;'?z’nte deri;da em
relacdoa y
2° exemplo: Seja f(x,y) = ¥y* — 3xy, vamos calcular fi.(x,3), fy,(x ), [(0,1)

e f,(—1,1).
Solugdo: Para calcular f,(x,y), devemos considerar y como uma constante e

derivar a fungao em relagdo a x. Como a derivada da soma é a soma das derivadas, temos
fx(xy) =0=3y =|[fix,y) = -3y
x(0,1) = -3.1=|f,(0,1) = —3]

A taxa de variacdo instantidnea da func¢io nesse ponto e na direcdo do eixo x é -3.

Para calcular f;,(x,y), devemos considerar x como uma constante e derivar a fungéo

em relacdo a y, da seguinte forma:

fr(ay) =3y% —3x = f,(x,y) = 3y* —3x |

(L1 =3.1*-3.(-1D=3+3=|/(-1,1) =6}

A taxa de variacdo instantidnea da func¢io nesse ponto e na direcdo do eixo y é 6.

39 exemplo: Seja f(x,y) = 2xy? — Iny + e¥Y vamos calcular f,(x,y), f,(xy),
[x(0,1) e f,(1,2).
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Solugao: Para calcular f.(x,y), devemos considerar y como uma constante e
derivar a func¢io em relacéo a x, observando que é preciso utilizar a regra da cadeia no

termo e*?Y, da seguinte maneira:

filx,y) = 2y2 — 0+ y.e*¥ =>|fx(x,y) =2y% +y.e*¥ |.

£:(0,1) =2.12 + 1.e% =[£.(0,1) = 3]

Para calcular f, (x,y), devemos considerar x como uma constante e derivar a func¢ao

em relacdo a y, atentando-se mais uma vez, a aplicacio da regra da cadeia no termo e*?.

1 1
fHrlx,y) = 4xy—;+ x.e*¥ = |f,(x,y) = 4xy—;+ ey |

1 1 15
fy(l,Z) =412 _§+ 1.5 —8 _E+ o =5 fy(l,Z) = 7—'—62 £

4° exemplo: Calcular as derivadas parciais de f(x,y) = xy.In(xy).

Solugao: Derivada da 1* Derivada da 2*

1

fx(x,y) =[]} In(xy) + g P, & yin(xy) +y = [f(x,y) = y(In(xy) + 1) |

1
f(x,y) = x.in(xy) +E.x.xy = xIn(xy) +x = |fy(x,y) = x(In{xy) + 1) |

50 exemplo: Seja f(x,v,z) = x?yz+ sen(y?.z), vamos calcular f,(x,v,2),

T s
fx3.2), f00.2), 01, £,(01F) e £(1LLT).
Solugao: Para calcular f,(x,y,z), devemos considerar y e z como constantes e

derivar a funcio em relacdo a x. Desse modo

| fo (., ¥, 2) = 2yzx]

£(0,1,1) = 2.1.1.0 = [£.(0,1,1) = 0]

Para calcular f;, (x,y,z), devemos considerar x e z como constantes e derivar a fungao

em relacdo a y, o que nos da

|fy(xxyzz)

x%.z+2.z.y.cos(y?z) |

V3
o

fy (0'1’%) = 02-%4— 2.—.1.cos (12_%) = |fy (0,1’%) T

Para calcular f,(x, v, z), devemos considerar x e y como constantes e derivar a func¢io

em relacao a z. Assim,

|fy(x,y, z) = x%.y + y2.cos(y?z) |

i (1,1,%) = 12,1+ 12.cos (12%) =1 +%=> & (1,1,%) _ g
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23.6.1. Interpretacdao geométrica das derivadas parciais

A interpretacdo geométrica das derivadas parciais é analoga a interpretagao da
derivada de uma fungdo com uma variavel, pois ao considerar em uma fungdo
f(x,¥), x ou y constante, essa pode ser entendida como de uma unica variavel.
Nesse contexto:

e f.(x,y,) & o coeficiente angular (ou a inclinagdo) da reta tangente a
superficie € no ponto (xg,y,) e na diregdo no eixo x. Essa reta é também
perpendicular ao eixo y, j& que essa variavel é considerada constante. Ver figura
23.6.1.1.

e f,(x0,¥) é o coeficiente angular (ou a inclinagdo) da reta tangente a
superficie € no ponto (x3,v,) e na direcdo do eixo y. Tal reta é também

perpendicular ao eixo x, uma vez que essa variavel é considerada constante. Ver
figura 23.6.1.2.

Inclinagiio da reta tangente z

Inclinagiio da reta tangente

z= f(z,y)

/
<
5

S

LA

Zo

Figura 23.6.1.1 Figura 23.6.1.2

Exemplo: Seja f(x,v) = x%y + y?, determine.

a)A inclinagdo da reta tangente a essa superficie na diregdo x (ou
perpendicular a y) no ponto (1,1).

Solugédo: f,.(x,y) = 2xy = f,(1,1) = 2.1.1 = 2.

Significa que o coeficiente angular (ou a inclinacio) da reta tangente a superficie, na
direc¢io do eixo x (ou perpendicular ao eixo y) e no ponto (1, 1) é 2. Veja na figura 23.6.1.3
essa reta tangente.

b) A inclinacdo da reta tangente a essa superficie na direcdo y (ou
perpendicular a x) no ponto (—1, 2).
Solucédo: f,(x,y) = x> + 2y = f,(—1,2) = (—1)* + 2.2 =5.
Significa que o coeficiente angular (ou a inclinagio) da reta tangente a superficie, na

direcao do eixo y (ou perpendicular ao eixo x) e no ponto (-1, 2) é 5. Veja na figura 23.6.1.4

essa reta tangente.
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Figura 23.6.1.3 Figura 23.6.1.4
23.6.2. Reta tangente a superficie (visualizacdo no geogebra)

Vimos no exemplo anterior que as derivadas parciais correspondem as
inclinagbes das retas tangente a uma superficie em um ponto especifico. Nesta
subsegdo, iremos aprender a calcular as equagbes dessas retas e visualiza-las no
software geogebra.

Para representar as retas no espacgo utilizaremos a equacdo paramétrica (ver
secdo 22.7 desse volume) e para isso, precisamos inicialmente dos vetores diretores
dessas retas.

Exemplo: Vamos encontrar as equagodoes das retas tangentes do exemplo
anterior.
a)Se a superficie é f(x,y) = x?y + y?, entdo o ponto de tangéncia em (1,1)

LS

z= fl,y)=xX2y+y?=>z=f(1L,1)=12.1+1%2=2 = A(1,1,2).
Como f,(1,1) = 2 eainclinacio dareta é tgg = %, temos
tgo :i:, 2 :% =[z=2x}
O vetor diretor é U = (x,0,2x), y = 0, pois a reta é perpendicular a y. Desse modo,

U= (x0,2x)=x(1,0,2). Utilizando x como o parimetro t, temos que a equagio

paramétrica da retano espaco ér: (1,1,2) + t.(1,0,2).

b) Se a superficie é f(x,y) = x?y + y?, o ponto de tangéncia em (-1,2) é:
z= fl,y)= x2y+y?=>2z=f(—1,2) =(—1)2.2+22 =6 = B(—1,2,6).

Uma vez que f,,(—1,2) = 5 e ainclinagdo da reta é tg0 = 5, dispomos de

Z Z
Zo5==2 =5y
5 2 Bs o=

O vetor diretor é u = (0,y,5y), x = 0, pois a reta é perpendicular a x. Dessa maneira,

tgl =
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i =(0,y,5y) =y.(0,1,5) e fazendo y como o parimetro t, temos que a equacio

paramétrica da reta no espaco é s: (—1,2,6) + ¢.(0,1,5).

Acompanhando os passos dessa resolucdao, podemos constatar que:
a) A equacgdo da reta tangente a superficie f(x,y) no ponto (xg,Ve,%o) € Na
direcdao do eixo x pode ser dado por

r: (x9,¥0,20) + t. (1: Olfx(XOIyO))-

b) A equagdo da reta tangente a superficie f(x,y) no ponto (xg,Vo,%¢) € Na
direcdo do eixo y pode ser dado por

s: (x9,¥0, %) t+ t. (0: 1:fy(’¢0:3’0))-

Para visualizar a superficies e as retas no software geogebra, abra o programa

e selecione a “janela de visualizacdao em 3D”. Em seguida, digite no campo de
entrada:

e f(X,y) = xX"N2y+y~"N2

. Em caso de duavidas

e m(1L12)+tx(1,02) quanto a representagcdo
e A=(1,12) de retas no espago
utilizando o geogebra,

e B=(—-126) reveja a  subsegio

s5:(—1,2,6) +t.(0,1,5) 921133

O programa mostrara a imagem:
[Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

[l bl A o) <N ¢

» Janela de Algebrs X |» Janela de Visualizagéo 3D X
o f(x,y) = x2y+y?

® r:X=(1,1,2)+A(1,0,2)
® A=(1,1,2)

® s:X=(-1,2,6)+A(0,1,5)
l® B=(1,2,6)
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Rotacione a ilustragdao no software, clicando e segurando com o botdo esquerdo
do mouse. Caso necessario, para melhor visualizagdo, aumente ou diminua o zoom
da tela rolando o “scroll” do mouse para cima ou para baixo.

20 exemplo: Calcule as equacdes da reta tangente a esfera x2+y*+z% =1,

1 1 V2
perpendiculares ao eixo x e ao eixo y, nho ponto (5, . 7).

Solugao: Utilizando a deriva¢do implicita.

TN P TRE DL IYOU . W M- O -
s R “ox T ox 2z dx =

i 1 2
Observe que o ponto (E' = ?) esta no primeiro octante, assim podemos considerar

somente o hemisfério superior da esfera e utilizar:

z2=1—x2—y?= z=41—x2—y2,

Substituindo na derivada parcial, encontramos

0z  —x _ —Xx
ox -
z 1_x2_y2
B ; (1 1 2) ;
ara o ponto (=, —, —), temos
p 2 2 2
]! il i

0 3 B W ]
> 1

= @0 it & °

A equacio da reta tangente a esfera nesse pontoe na direcdo do eixo x (ou

perpendicularay) é

112 2
r: (X, Yo, Zo) + L. (1,O,fx(x0,yo)) = |r: (E'E’\/?_) -+ t.(l,O,—‘/?_) !

dz
Utilizando a derivagdo parcial implicita para 5 , encontramos
0z = -y
oy =z T — g
& i (1 1 2) ;
ara o ponto (7, —, —-), temos
1 dl 1
9z —5 =5 3

"o -1 7

A equacido da reta tangente a esfera nesse pontoe na direcdo do eixo y (ou

perpendicular a x) é
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1 v 2
el Z Vi b (O, 1,fy(x0,yo)) = |7 (5,5,7) i (0,1, —9 ;

As retas 1 e 5 estdo na figura ao lado. Use o geogebra para uma melhor visualizagdo.

23.6.3. Derivadas parciais de ordens superiores

Assim como as derivadas de fungdo de uma variavel, as derivadas parciais
também possuem derivadas de ordens superiores. A seguir estdo exemplificadas
derivadas de 22 ordem com suas respectivas notagbes equivalentes.

e Derivando duas vezes em relac8o a x:

Pf a (af)

dx®  dx \ox

s Derivando duas vezes em relagdo a y:

o%f a(af): |

xx

9y’ 3y \dy
e« Derivando primeiramente em relagdo a x, em seguida em relagdo a y:
a*f a (af
T e
« Derivando primeiramente em relagdo a x, em seguida em relagéo a y:
a*f a ¢af
axdy dx (@) =Fy
As duas Ultimas sdo denominadas de derivadas parciais mistas, observando
que a notagdo na forma a{j;x representa derivagdo da direita para esquerda. Para

a (a
melhor entendimento, eventualmente, usa-se os parénteses: 5(6_9

Exemplo: Seja f(x,y) = ¥’y +xy?, determine as derivadas parciais de

segunda ordem.
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Solugao:
fe(3) = 20y +y* e f,(0,y) = x* + 2yx
faox (6 y) = 2y e fy(x,y) = 2x
foy (6, y) = 2x + 2y e fi.(x,y) = 2x + 2y.
2° exemplo: Seja f(x,yv) = e¥y +x, determine as derivadas parciais de
segunda ordem.
Solugao:
fx,y) = e*y+1lef,(xy) = e*
fax(,y) = ey e fo,,(0y) = 0
Lo(x,y) = e* e fi.(xy) = e*.

O leitor ja deve ter percebido que as derivadas parciais mistas (fy, e f,,) foram
iguais nos dois exemplos anteriores. O que ndo é coincidéncia! O teorema a sequir
nos garante isso mediante uma condigao.

Teorema 23.6.3.1 (Teorema de Clairaut!7-Schwarz'®): Seja f uma fungao
de duas variaveis, se f,, e f,, forem continuas em algum circulo € aberto, entdo
fxy :fyx-

As derivadas de terceira ordem (ou qualquer ordem) segue o mesmo padrdo
de notagdo e como consequéncia do teorema anterior, temos que: fi,, = fyxy = fiyx
€ fixy = fyxx = fxyx € Claro, se essas forem, obviamente, continuas em algum circulo
C aberto.

Exemplo: Seja f(x,y) = e*’¥  determine as derivadas parciais de terceira
ordem.

Solucgao:

|fx(x,y) = exz)’_nyl e |fy(x,y) - ex2y_x2

fex(,9) = €X°7.2xy.2xy + 2y.e¥*Y = [f.(x,9) = e* ¥ (4x%y? + 2y)]

fry(x,y) = 2, g% PR |fyy(x,y) = x4.e*" |

By lony) = e* o Zuy + 2x.e® ¥ |fxy(x,y) =¥, (2x3y + 2x) |

2 2
Byak i) = @h ey 02 =5 |fyyy(x,y) = ¥fe% 3’|.

frxx (6, ¥) = exzy_zxy_ (4x2y2 +23)+ (SxyZ)_exzy = |fxxx(xﬂy) s exzy(8x3y3 + 10xy2)|'
Fayx(x,3) = 2xy.eX’Y (2x3y + 2x) + (6x2y + 2).eX°Y =

|fxyx(x,y) = XY (4xty® + 1027y + 2)|.

ol By = 455, 25F L 257 2ay. % :>|fyyx(x,y) = e*"Y (423 + 2yx5)|.

17 Alexis Claude de Clairaut (1713-1765)
¥ Hermann Amandus Schwarz (1843-1921)
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EXERCICIOS 23.3

1)Calcule as derivadas parciais das seguintes fungdes:
a)f(x,y) = x®y* + x*y + xy* +xy = ta (&
b)f(x y) = (2x2y2 _y3)2 + xyz f) f(x,y) arctg (x)
’ v 9 F(6y) = x%.cos(y? —x)
) flx,y) = x h) F(x,y,2) = xy’z

d)f(x,y) = xy®.In (xy) D) fleyv,z)=(x+y+2)in(x+vy+z)
e)f(x,y) = e*

2)Seja f(x,v) = 2xy? — 3x%2y — xy, calcule:

a) fx(x,¥) d) £,,(0,0) 9) fay (x,¥)
b) £ (1,1) &) frx (2, ¥) h) fox (e, 3)
) fy(x¥) ) fiy(x,¥)

3)Seja f(x,v) = cos(y? + x), calcule:
a) fx(x,¥) €) fax (2, ) €e) fuy (X, ¥)
b) £, (x, 3) d) f5 (2, ) ) fre(x, )

4)Seja f(x,y) = 2x*y3 —In(xy), calcule:

a) fux (x, ) ) fry(x,¥)
b) £y (x, ) d) fyx(x,3)
5)Seja z = x.evV¥?Y, calcule:
dz 8%z
a)a C)ﬁ
9z 3’z
b)ay d)axay
6)Seja f(x,y,z) = sen(2x + 2y — z), calcule:
a)fr(x,y,2) Q) fz(x,y,2)
b)fy(xxy:Z) d)fxyz(x»y»z)

7)Seja f(x,y,z) = arctg(xl%), calcule:
a) frx(x, v, 2)

b) £y (%, 3, 2)
8)Seja w = In(xyz), calcule:
dw
a)E;
dw
b);;

) fz(x,y,2)
d)fyx(x»yx z)

dw
dz
8%z

dxdydz
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9)Calcule as derivadas parciais de terceira ordem da fungdo f(x,y) = e*¥.

dz dz
10) Calcule =— e — usando a derivagdo parcial implicita.
dx dy
a) x2y® —y?+22=0 c) n(x*+y*+z*)=xy
b) x2z2 —y2x3+1=0 x2 y? Z?

d) ? + T + T =1
11)Calcule a inclinagdao das retas tangentes nos pontos indicados e na diregao
indicada.
a)f(x,y) = x2+ y? no ponto (1,1,2) na diregdo do eixo x.
b) f(x,¥) = x? + y2 no ponto (0,0,0) na diregdo do eixo y.

T
c) f(x,y) = cos(y + x) no ponto (E, E' 0) perpendicular ao eixo x.

T
d)f(x,y) = cos(y + x) no ponto (E' E’ 0) perpendicular ao eixo y.

12)Calcule a equagao das retas tangentes nos pontos indicados e na diregao
indicada. Em seguida, visualize essas retas usando o geogebra.
a)f(x,y) = —x%—y2+5 no ponto (1,1,3) perpendicular ao eixo x.
b) f(x,¥) = —x2 —y%2 + 5 no ponto (0,1,4) perpendicular ao eixo y.
c) f{x,y) = x? + 2xy +y?% +x no ponto (1,1,5) perpendicular ao eixo x.
dYf(x,yv) = x2 + 2xy + y? + x no ponto (0,0,0) perpendicular ao eixo y.
e)flx,y) = eX?+¥% no ponto (1, 1, €2) na direcdo do eixo x.

f) fx,y) = e**+¥% no ponto (1, 1, €2) na direco do eixo Y.

13)Considerando a esfera x% + y* + z”> = 6, calcule:
a)A equagdo das retas tangentes a essa esfera e perpendiculares ao eixo x
e ao eixo y, no ponto (1, 1, 4).
b)Explique geometricamente, porque ndo existe f,.(v3,v3) e £,(V/3,V3).
x2 y2 ZZ

14)Calcule a equagao das retas tangentes ao elipsoide T+T+T =1, no

1 V2
ponto (E’ 1, ?) na diregao do eixo x e na diregdao do eixo y.
15)Um aluno calculou as seguintes derivadas parciais de uma fungdo f(x,y) e
encontrou: fy(x,y) = 3x2y® —4x e f,(x,y) = 2x%y + 1. Indique uma provavel fung&o
para f(x,¥).

16)Determine as derivadas parciais de:
Xy

v
a) f(x,y) = f et” di b f(x,y) = f cos (t2) dt

1 2
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23.6.4. Plano tangente a uma superficie

Na subsecao anterior, aprendemos a utilizar as derivadas parciais para calcular
a equacao da reta tangente a superficie, na diregao do eixo x ou na diregao do eixo
y. Nesta subsegdo, aplicaremos os mesmos conceitos para calcular a equagdao do
plano tangente a uma superficie em um determinado ponto do espago.

Seja uma superficie S de equacgao f(x,y) cujas derivadas parciais de primeira
ordem sdo continuas. E sejam as retas t, e t, tangentes a essa superficie no ponto
(x0,¥0,20), © perpendiculares, respectivamente, aos eixos x e y, conforme figura
23.6.4.1.

t1

Figura 23.6.4.1 Figura 23.6.4.2

Analisemos a seguir a equagao de um plano tangente a essa superficie no ponto
(x9,¥0,2o ) consoante a figura 23.6.4.2:
1) As retas t; e t, pertencem ao plano tangente e possui os seguintes vetores
diretores:
(1,0, fx(x0,¥0)) € (0,1, fy(x0,¥0))-
2) Um vetor normal ao plano pode dado pelo produto vetorial:

(11 O!fx(x01 yO)) X (O, 1! fy(xOJYO)) = |(_fx(x0,y0). (_fy(XO! yO)! 1) |(1)

3) A equacao de um plano no espago (vimos no inicio da segdo 22.9) que passa

pelo ponto (xy,y,,2,) € dado por:
(a,b,c).(x —x0,y —Y0,Z — 29) = 0.
Substituindo (1), encontramos

(—fx(x0,Y0)» (_fy(thyO)! 1) .(x—x0,Y —Y0,2—25) =0
|Z = f(x0,¥0) + f,(x0,¥0) (x — x0) + f,(x0, ¥0) (¥ — }/0)|-

Isso demonstra o teorema a seguir.

Teorema 23.6.4.1: Se f(x,y) possui derivadas parciais de primeira ordem
continuas no ponto (x,,vy,), entdo o plano tangente a essa superficie nesse ponto &
dado por:
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‘ z = f(x0,¥0) + f,(x0,¥0)(x — x0) + f,(x0,¥0) (¥ — ¥o)- l

Exemplo: Calcule a equacdo do plano tangente ao paraboloide eliptico f(x,y) =
x? +y? no ponto (1,1,2).

Solucdo: f(1,1) = 12+ 12 = f(1,1) = 2

folreg) = 2 =[BT} = 2}

fray) = 2y =

z = f(%0,Y0) + fo (x0,¥0) (x — x0) + £, (X0, ¥0) (¥ — Yo
z=2+2(x—-1D+2(y—1) = [z=2x+2y—2]
Esse plano esta na figura 23.6.4.3.

z2=2x+4+2y—2

nto de tangéncia (1,1,2)

Figura 23.6.4.3

20 exemplo: Calcule a equacdo do plano tangente ao elipsoide 4x? + 2y? + z% =
16 no ponto (1,2,2).

Solugdo: Utilizando a derivacao implicita, temos

BF B o = B P T = B e e & | e
v o “Ox TOx ax z [
dof o By o® =l = Brdmr Salt el = Bnlle —dop = [

% = —_—= v P e
Y o Y Zay Zay Y ay Z

Como o ponto (1,2,2) estd no primeiro octante, podemos considerar somente o

hemisfério superior do elipsoide:

z2 =16 —4x? —2y? = z=./16 — 4x2 — 2y2,
Substituindo nas derivadas parciais, encontramos:
£iu( ) dz —4x
xX,y) ==
. o /16— 4x® — 297
dz =2y =2y
e, y) = T

z  [16—4xZ—2y%

Figura 23.6.4.4
P sl —41 e
2= - -2 EED=g

o J16—4x2—2y2 16 —4.12—222 V& =

—2y -2

—4
F0LT) = - — e T — =8,
¥ J16—4x2—2y? J16—41°—222 V& =

z = f(x0,Y0) + fx(x0,¥0)(x — x0) + f3,(x0,¥0) (Y — ¥0o)
z=2—2.(x—1)—2.(y—2) = z=2—2x+2—2y+4 = [z =—2x—2y + 8|

Esse plano esta na figura 23.6.4.4.
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23.6.5. Aproximacao linear e diferencial de uma fungao

No 1° exemplo anterior, encontramos a equagdao do plano z=2x+2y—2
tangente ao paraboloide eliptico f(x,y) = x% + y? no ponto (1,1,2). A partir desse
plano podemos encontrar o valor da fungdo f(x,y) no ponto (1, 1) usando a equacao
do plano tangente em vez de usar f(x,y). Veja:

z=2x+2y—2=214+21-2=2.

Essa mesma ideia podemos aplicar para encontrar um valor aproximado de um
ponto préximo a (1,1). Como exemplo, vamos calcular o valor da fungdo no ponto
(1,1;1,2), utilizando a equagao do plano e a fungao original e comparar os
resultados.

zZz=2x+2y—2=2.(1,1)+2.(1,2) —2 =2,6.
flx,y) =x2+y? =1,12 + 1,22 = 2,65.

A diferencga foi de apenas 2,65 — 2,6 = 0,05.

Essa excelente aproximacgao obtida de forma mais simples utilizando a equacao
da tangente é denominada de linearizacio de uma funcio de duas variaveis
ou aproximacéio linear pela tangente, isto é:

FCo,y) = fxo,¥0) + fxr (o, v0) (x — x0) + £, (%0, ¥0) (v — ¥0)

|f(x!y) _f(XO!yO) Ef:x(xO!yO)(x _xo) +fy(x0!y0)(y _y0)| (1)

Os incrementos de 0,1 e 0,2 em x e y, vistos no exemplo anterior, s&o

denominados de Ax e Ay. Esses incrementos concomitantes ocasionam um
incremento Az na fungao, pelo qual denominamos de incremento total.
Nesse contexto, podemos reescrever (1), utilizando esses incrementos Ax =
X —xq9, Ay =y —y, e Az, conforme a figura 23.6.5.1, da seguinte forma:
fx,¥) — f(%0,¥0) = fr(x0,Y0)(x — x0) + f5, (%0, Y0) (¥ — ¥o) =
Az = f(xg + Ax,yo + Ay) — f(x0,¥0) = fx(x0, Yo)Ax + f5,(x0, ¥0) Ay.

Plano tangente

..... Az
(=0, Yo, f (0, yo) l
£ (x0, yo)
T
y (0, 0) (z,y)

der=Ax=x— x

Figura 23.6.5.1
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Podemos ainda, transformar essa aproximagdao em igualdade, adicionando os

erros de aproximagado &; € £, para os incrementos Ax e Ay, respectivamente:

|Az = [ (x0,¥,)Ax + fy(x(),yO)Ay + &g,Ax + ssz| = com &1,&; — 0 quando (Ax,Ay) — O.

Como dx é a notacdo de Ax - 0 e dy €& a notacdo de Ay — 0, temos que a
diferencial df (ou diferenciagdo total df) de uma fungdo de duas varidveis sera
dado por

df = fx(x0,Yo)dx + f5,(x0,¥0)dy.
O gque implica em termos de fungdo de diferencial em:

= _9r of
[df = fx(x,p)dx + f, G, y)dy|ou|df = Fhdx + 3y |

Para trés variaveis:

dw = f,(x,y,z)dx + f,(x,y,z)dy + f,(x,y,z)dz.

Sabemos que as derivadas parciais medem as taxas de crescimento ou
decrescimento de uma fungdo segundo uma variavel, mantendo as demais
constante. A diferencial de uma funcdo (ou diferenciagao total de uma funcao) de
duas ou mais variaveis mede os incrementos simultdneos das variaveis na fungao.

Exemplo: Seja a fungdo f(x,y) = y.e?*>. Calcule:
a) A diferencial df

fouCe, ¥) = 2y2. %Y

2 = 2xy
Solucgéo: f(x,y) =y.e =z {fy(x,y) = @2%Y + 2xy e

Idf = (2y%.e?*Y)dx + (e?*Y + nyezxy)dyl.

b) O incremento total Az quando x varia de O para 0,1 e y varia de -1 para
-1,1. Compare Az com df.

Solugao:

O ponto é (0, -1). E assim: f(xo,v0) = f(0,—1) = —1.e20--1) = 7,

O incremento Az é:

Az = f(xq + Ax,y, + Ay) — f(x0,¥,) = f(0,1; —1,1) — f(0,—1)
Az = f(0,1; —1,1) — f(0; —1) = —0,88 — (—1) = 0,12 =[Az = 0,12]
f(x,y) = 2y%.e%% = £,(0,—1) = 2(—1)2.e2%CD s [£.(x, ) = 2}

B, 3= 2% - 2y 2% = [£.00,—~1D).—= 1|

Ax Ay
df = fo(x,y)dx + f,(x,y)dy = 2.0,1 +1.(—-0,1) =0,2—-0,1 =0,1 =|df =0,1{

E perceptivel que df = Az.
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20 exemplo: Seja f(x,y) = xy® determine no ponto (1,3) o incremento total
Az e a diferencial df da fungdo, se Ax =0,1 e Ay =0,2.
Solugao: O incremento Az é:
Az = f(xo + A%,y + Ay) — f(*0,¥0) = f(0,1; —=1,1) — f(0,—1).
Az=f(1,1; 3,2) — f(1;3) =11,264—9 = 2,26 =[Az = 2,26}
feay) = ¥? = [£0.2) =9]

) = 2xy = £,(1,2) =213 = |[f,(x,y) = 6|

Ax Ay
df = flx,y)dx + f(,y)dy = f =9.01 + 60,2 =0,9+ 1,2 >[df = 2,1}

Vejaquedf = Az.

Como a diferencial df € mais facil de calcular que Az e df = Az, podemos utiliza-
la como calculo de erro de medigdo.

Suponha que houve um erro na medigdo do ponto (1,3), do exemplo anterior,
e os dados utilizados no calculo foram (1,1 ; 3,2). Entdo, o erro total pode ser
considerado como a diferencial da fungao (df = 2,1), dividido pelo valor real da
fungdo (f(1,3) = 9), ou seja: 2,1/9 = 0,2333... 0 que corresponde a 23,33%. Esse
percentual diminuird na medida que os incrementos Ax e Ay vdo se aproximando
de zero.

392 exemplo: Um funciondrio de uma empresa precisou medir a capacidade de
um tanque cilindrico utilizado para armazenar combustiveis. O raio correto deveria
ser de 1m e altura 3m, porém ao fazer as medigBes e os calculos, usou 1,01m de
raio e 3,03m de altura. Qual o percentual do erro em relagao ao valor correto da
capacidade desse tanque?

Solugao:

V =f(r,h) = ar®h = Volume correto = V = 3,14.12.3 = |V = 9,42m>
fT(T, h) = 2nrh = fr(1,3) = 2.3,14.1.3 = 18,84.
Fu(r R) = w2 = f(1,3) = 3,14.1% = 3,14.
ax Ay

df = fr(r,R)dr + f,(r,h)dh = 18,84.0,01 + 3,14.0,03 = [df = 0,2826m3

O erro foi de aproximadamente 0,2826/9,42 = 3% da capacidade correta do tanque.

Em alguns casos, para manter o valor da fungdo constante (inalterada), é
preciso alterar uma varidvel e compensar a outra. Nesses casos, a diferencial da
fungdo é nula, ou seja, df = 0. Aplicando na definigdo:
dy _ Ly | fx
dx fr(x, ) Iy

HGay)dx + f,{xy)dy =0 = (2).

4° exemplo: Suponha que o funciondrio do 3¢ exemplo anterior, errou o raio,
em vez de 1, utilizou 1,01. Para qual valor deveria “errar” também a altura do
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tanque, a fim de compensar o erro e manter a capacidade do tanque no valor

correto?
Solucgéao:
V = f(r,h) = nr’h = Volume correto = V = 3,14.12.3 = .
f+(r.,h) = 2nrh = £,.(1,3) =2.3,14.1 .3 = 18,84.
Frlr H) = mr= f,(1,3) = 8,14 .1% =3;14.
dr T dr 3,14 dr 3,14
Gh- F “dh IBES T dh - 1BEG— 0087
A variacao do raio em relacao a altura deve ser de aproximadamente -0,17. Assim:
0,01

=0 @ = —0,06m]
an 0,16667 = |dh 0,06m

A altura do tanque deve ter medida reduzida para aproximadamente 3 — 0,06 = 2,94.

Resposta: O funcionario deve utilizar uma altura de 2,94m.
Agora, vamos mostrar que a equacgdo (2) é equivalente a derivagdo implicita
de uma fungao, conforme o teorema a seguir.

Teorema 23.6.5.1: Se a equacao f(x,y) = c definir implicitamente como uma

fungdo diferenciavel em x, e se f, #+ 0, entdo:

o __ e _ £ [,
dx — fy(x,y) - T dx ~  0x ay

6}‘ dx + of

aydy por dx,

Demonstragao: Dividindo ambos os membros de df =

af of dx 9f d
obtemos: — =—.—+ . Como df =0, concluimos que:
dx dx dx ay’ d

o ordy |y of of fulxy) _ fx
T ax dy dx dx dx’ dy fy(x y) fy

d
Exemplo: Calcule a derivada d_ic] da funcdo 2x3 —y?x — 1 = 0 usando a equacdo

acima e utilizando a derivagdo implicita.

=~ f.(x,y) = 6x* = dy _ [y dy  6x%2—y?

SRR {fy(x,y) — —2yx T@ TR, Cldx T mx
Utilizando a derivacdo implicita: 6x? — 2y.y'x +1.y?) —0= 0 =

Z__ a2

6x%2 =2y.y'x+1.y%2 = 6x2—y*=2y.y'x = |y’ = 6XZTX)/

Para o caso de funcdes de trés variaveis, a diferencial de uma funcdo w =

f(x,y,z) é dada por:

dw = f,(x,y,2)dx + f,(x,y,2)dy + f,(x,y,2)dz
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Exemplo: Um piscina retangular possui medidas 2m x 3m x 6m. Devido a um
problema no instrumento de medicdo, ao calcular o volume dessa piscina, cada
medida utilizada ficou com 1cm a menos. Utilize a diferencial dw para estimar o

percentual de erro.
Solugao: As dimensdes de x, y e z, o volume da piscina é V = x.y.z. Dessa forma:

av = fo(x,y,z)dx + f,(x,y,z)dy + f,(x,y,z)dz
dV =y.z.dx + x.z.dy + x.y.dz.
dV'=36.(—0,01)+4 2.6.(=0,01)+ 2.3:(—0,01) = —0,18 —0/12—0,06:= —0,36.
O erro foi de 0,36/(2.3.6) = 0,36/36 = 1% do volume correto da piscina.

23.6.6. Regra da cadeia

A mesma regra da cadeia aplicada a fungbes com uma variavel, pode ser

aplicada a funcdes com duas ou mais variaveis.

Suponha que f(x,y) seja diferenciavel de x e y, em que x = g(t) e y = h(t) sdo

fungdes diferenciaveis de t. Entdo, f é uma fungdo diferencidvel de ¢t e:

df Oof dx _ of dy
dt  ox'dt oy dt

Exemplo: Se f(x,y) = 2x? — 3y, onde x = cos3t e y = sent, calcule e

Solugédo:
df of dx of dy df
—_— = —_—.— — =4x.(—3 Cia —3). t.
B s By s g ek seensi] & [~8&es
Substituindo x = cos3t:
af i f
— = 4.cos3t.(—3sen3t) + (—3).cost = s —12.cos3t.5en3t — 3.cost|

dt

diferenciaveis de s e t. Entdo, f € uma funcgdo diferenciavel de s e t, e:
of of ox - af dy

of _9f ox  of dy
s 0x 0s ' 9y ds © 9t ox ot ' dy ot

or

2, e
= s“t, calcule e 1
! ds at

Exemplo: Se f(x,y) = x?+eY,ondex=stey

Solucgao:
af @af ox af oy of af
= e o e = —— = 2T Y.25t — =2t s |
ds Ox OJs dy 0Js 305 e e = ds el
af of ox of oy af 7 .5
3t — 9x BF By BE = al_—Zx.s +er, s* |

Suponha que f(x,y) seja diferencidvel de x e y, em que x = g(s,t) e y = h(s,t)
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23.6.7. Diferenciabilidade e continuidade

Para encerrar essa segao, anunciaremos dois teoremas a seguir (sem
demonstragdo), que podem ser Uuteis no entendimento de continuidade e
diferenciabilidade de uma fung¢do de duas ou mais variaveis.

Teorema 23.6.7.1: Se todas as derivadas parciais de primeira ordem de f
existirem e forem continuas em um ponto, entdo f serd diferencidvel nesse ponto.

Teorema 23.6.7.2: Se uma fungdo for diferencidvel em um ponto, entdo ela
sera continua nesse ponto.

EXERCICIOS 23.4

1)Calcule a equacgdo do plano tangente as superficies nos pontos indicados.
a)f(x,¥) = x* —y2, no ponto (0,0,0).
b) f(x,¥) = 3x2 + 2y? + 2xy, no ponto (1,-1,3).

Use o software geogebra

c) f(x,y) = x* +y3, no ponto (1,0,1). para confirmar a tangéncia
dos planos a superficie nos
d) f{x,¥) = v/x2 +y* no ponto (3,4,5). pontos indicados .

e) f{x,y) = In(x? — y), no ponto (2,3,0).
f) x>+ y? + 2% = 25, no ponto (3,0,4).

2)Seja a fungdo f(x,y) = 1+ x.sen(my), calcule o valor aproximado de
f(1,1;0,9) utilizando a equagdo do plano tangente a fungdo no ponto (1,1).

3)Seja a fungdo f{x,y) = x2 —xy?, determine a diferencial df.
4)Seja a fungdo wlx,y,z) = x%y + zxy + zy?, determine a diferencial dw.
5)Seja a fungdo f(x,y) = x% — 3xy + y°.

a) Determine a diferencial df.

b) Se x variade 2 a 2,05 e y variade 1 a 1,01 compare df e Af.

6)Seja a fungdo f(x,y) = e*’¥ determine a diferencial df. Se x varia de 1 a
1,01 e y varia de 0 a 0,02, compare df e Af.

7)Seja a fungdo w(x,y,z) = e*¥? — e7*¥Z determine a diferencial dw. Se x varia
de1a1,01, yvariade 0 a 0,01 e z varia de 1 a 1,02. Calcule dw.

8)Um cone tem raio correto 50cm e altura 1m. Qual o percentual do erro em

relagdo ao volume correto desse cone, se foram utilizadas medidas de 49,8 cm de
raio e 1,02m de altura??
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9)Seja a fungdo f(x,y) = 4x3y2 + xy, se x varia de 3 a 3,05, para quanto deve

variar y do ponto (3,7) para que a fungao fique inalterada.

10)Calcule a derivada implicita das seguintes funcdes usando derivadas

parciais.
ay6x?2—yx =0 c)e*™ —-1=0
b)2x3+yx?—-5=0 d)ye* +xe*¥ —1=0

11)Explique por que as fungdes abaixo ndo sao diferencidaveis nos respectivos
pontos:
a)f(x,y) = J4x —y, no ponto (1,4).
b) f(x,y) = In(2x — xy), no ponto (1,2).

ad
12)Calcule d_{ usando a regra da cadeia:

a)f(x,y) = 2x%2 +xy, sendo x = cost ey = 2sent
bYf(x,y) = x2—y2+1,sendo x=e !t ey=et

c) f(x,y,2) = x.e¥?,sendo x=t ey=t"e z=1+2t
t

d)f(x,y,2) = arctg(xyz), sendo x=e ¢t ey=el e z=¢e"

13)Calcul of of d d deia:
)Calcule == e == usando a regra da cadeia:
a)f(x,y) = x%y, sendo x =scost e y =s?.sent

b) f(x,¥) = x2 +y*x, sendo x=s5+t ey =st?

c) flx,y) = e¥*?*, sendo x=s5.¢ ! ey=s.¢et

d)f(x,y) = tgy.senx, sendo x =2+st ey=5—t

14) Sejam uma fungdo f(x,v,z) = 0 mostre que as derivadas parciais podem

ser calculadas por:

ar af
0z Ax 0z ay
ox 9| |ay T T
dz dz

oz 2z
15)Sendo x2 + 3xy + z?x+z =0, calcule 5% © E usando a férmula do item

anterior.

dz 0z
16)Sendo Inxy + yz* = z, calcule E E em fungdo de z.
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23.6.8. Derivadas direcionais e vetor gradiente

Vimos que as derivadas parciais permitem calcular a taxa de variagao
instantédnea de uma fungdo na direcdo dos eixos x e y. Neste tépico, abordaremos
um conceito mais abrangente de derivada, em que nos permite calcular a taxa de
variacdo instantanea de uma funcdo, ndo somente nas direcdoes mencionadas, mas
em qualquer direcdo. Essa derivada é denominada de derivada direcional.

Suponha que queiramos calcula-la na direcdo de um vetor unitario U = (a, b),
conforme a figura 23.6.8.1.

Para qualquer escalar h, temos hu = (ha, hb), x — xy = ha ey — yo = hb, entdo

Az = f(xo + ha, Yo+ hb) — f(xo,yo).
Dividindo por h:

E_f(xo + ha,y, + hb) — f(x0,¥0)
h h '

Se tomarmos o limite, e ele existir, quando h — 0, obteremos a taxa de variacao
instantanea de z na direcdo de U, denotada por D,f(xy,¥e) € denominada de
derivada direcional de f(x4,y,) na direcdo do vetor unitario U = (a, b):

f(xg + ha,yg + hb) — f (x4, ¥0)
A ;
Observe que quando 1 =(1,0), temos a derivada parcial em relagdo a x e

Dy f (xq,y0) = ’llll;’%

quando u =<(0,1), temos a derivada parcial em relacdo a y, isto €, as derivadas
parciais sdao casos particulares de derivada direcional.

Interpretacdao geométrica: A derivada direcional representa a inclinagao da
reta tangente a fungdo f(x,y) no ponto (xq,¥q,2%0) € na diregdo do vetor unitario u =
{(a, b), conforme a figura 23.6.8.1. A equacdo dessa reta tangente é dado por:

7: (X0,Y0,%0) + t.(a, b, Dy, f (x0,¥0))

Crescimento maximo

(z,y,2)

\Dec scimento maximo
y

AN

—Vf

Figura 23.6.8.1 Figura 23.6.8.2
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Teorema 23.6.8.1: Se f é uma fungdo diferencidvel de x e y, entdo a derivada
direcional de f na direcdo do vetor unitario 1 = (a,b) é dada por:

Duf(X.J/) = fx(X.Y)-a +fy(X,J/)-b

Demonstracgdo: Ao definir g(h) = f(xq + ha,yo + hb), temos

g B h—0 h - h—0 h

= Dy, f (x0,y0)| (1)-

Fazendo g(h) = f(x,y), entdo x =x,+ haey=y,+ hb. Aplicando regra da
cadeia, obtemos

af dx of dy

g'(h) = axan T 3y dh fx(x,¥).a + f,(x,¥).b.
Z H

Para h=0, tem-se x=xq0,y=Y¢ € g'(0) = fx(x0,¥0).-a+ f,(x0,¥0)-b, 0 que

equivale a (1), demonstrando o teorema.

A derivada direcional pode ser escrita como um produto interno entre vetores:

Duf(X,J’) = (fx(x:y)rfy(x;y))-<a: b).

Em que o vetor (fi(x,¥),f,(x,y)) é definido como (vetor) gradiente de f e

denotamos como Vf:

a a
VEG,y) = (flx,3), iy (x, ) = éi et %i

Usando a notagdo de gradiente e produto interno de vetores, a derivada
direcional de f pode ser expressa como:

Duf(x:y) = Vf(x,y).ﬁ.

Visto que a derivada direcional nos da a taxa de variacdo instantanea da funcdo
em todas as diregdes possiveis, qual a direcdo pela qual essa taxa € maxima ou
minima?

Pela féormula do produto escalar entre vetores, podemos escrever a derivada
direcional como:

[D,.f(x,y) =V =|Vfl|.l[udl.coso| (2).

Para que esse produto seja maximo é preciso que 8 = 0°, ou seja, o valor
maximo (ou crescimento maximo) da derivada direcional ocorre quando o vetor u
tem a mesma diregao e sentido do vetor gradiente Vf. E contrariamente, o valor

minimo (ou crescimento minimo) da derivada direcional, ocorre quando o vetor u
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tem a mesma diregao do vetor gradiente Vf, porém sentido contrario, isto €, quando
6 = 180°. Ver figura 23.6.8.2.
E além disso, de acordo com (2), uma vez que [i| =1, a taxa de variacao

instantdnea maxima é dada por |Vf| e minima por —|Vf]|.

Exemplo: Seja a funcgdo f(x,y) = 3x%y —2x e o vetor 1 =(2,1).
a)Calcule a derivada direcional de f na diregdo do vetor u.
Solugdo: Calculando incialmente o vetor unitario na dire¢ao de .
25 V5
Iﬁl =/ 22412 = \/g = = <T,?>
Ve y) = (fx(x,y),fy G, y)) = {(6xy — 2,3x?%) = vetor gradiente.

25 /5
Dyf(x,y) =Vf(x,»).u" = D.f(x,y) =(6xy—2,3x?). <%_?f> =

2V5 5 5
Dfe,v) = (6xy—2).T\/—+(3x2).§ = Dy f(x,y) =§(12xy+3x2 — 4|

b)Qual o valor de Vf(1,1) e D,f(1,1)?
Solugéo: Vf(1,1) =(6.1.1—2,3.1%) = [Vf(1,1) = (4,3)|

2V5 V5\ _8V5 W5 | Ly 1LV5
LR N B L e

D, fCLD =V, 1.9 = (4,3).<

c) Em que diregdo, partindo do ponto (1,1), f tem uma taxa de variagédo
instantdnea maxima e minima? Calcule essas taxas.

Solugao: A taxa de variacao maxima (onde a funcao “cresce mais depressa”) ocorre
para um vetor U estd na mesma direcao e sentido de Vf (1,1)= (4, 3). Essa taxa de variagao
méaxima é |V f| = \/m: 5.

A taxa de variagdo minima (ou decrescimento minimo) ocorre para um vetor u esta

na mesma direcio e sentido contrario de Vf(1,1)= (4, 3). Essa taxa é —|Vf| = —5.

d)Qual a equacdo da reta tangente a funcdo no ponto (1,1) e na direcdo de
u?
Solugéao:
7: (X0, Yo, Zo) + t.(a, b, Dy, f (x0,¥0)) =
2V5 5 11\/3)

r: (1,1,1) + ¢. (T'?' 5

A reta tangente a superficie no ponto (1, 1, 1), bem

como, os vetores Vf(1,1) =(4,3)e u' = <%§,§> estdo

representados na figura 23.6.8.3. ; Higua 23.6.5.3
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Outro fato interessante sobre o vetor gradiente de uma fungdo f(x,vy), é que
ele é sempre perpendicular a reta tangente a curva de nivel f(x,y)=k. A
demonstragdo vem a seguir.

Seja uma superficie f(x,y), conforme a figura 23.6.8.4. A equacdo do plano
tangente a essa superficie no ponto (x,,v,) € dado por:

z = f(xq,¥0) + f,(x0,¥0) (x — x0) +fy(X0rJ’0)(y — Yo)-
O vetor normal a esse plano no ponto (xq,¥0,2g) €:
n.= (fX(XO:YO);fy(Xo;YO); —1)-
O vetor normal ao plano que representa a curva de nivel f(x,y) =k é:
n, = (0,0,1).
O produto vetorial 7 X n;, que equivale ao vetor diretor da reta de intersecdo

dos dois planos é ng = (—fy(xo,yo),fx(xo,yo),0) (verifique!). E com isso:
ng.Vf = (_fy(XO:J’o):fx(xo.YO):0) . (fx(xO:yO)'fy(XO'yO)r 0) =0.

O que comprova que o vetor gradiente é perpendicular a reta tangente a curva
de nivel f(x,y) = k, conforme a representagdo na figura 23.6.8.5.

RO i s 3 Plano tangente

Figura 23.6.8.4 Figura 23.6.8.5

Estendendo as definicdes anteriores para funcdes de trés variaveis, temos:

a a a
VS G12) = (3,2 fy oy D ey = i+ Sy S

Usando a notacao de gradiente, a derivada direcional fica assim:

Dy, f(x,y,2) =Vf(x,y z).ud

Uma funcdo de trés variaveis ndo pode ser representada geometricamente,
mas podemos representar o vetor gradiente Vf(x,v,z) e a superficie de nivel
Vf(x,y,z) = k. As interpretagdes geométricas do vetor gradiente e da superficie de
nivel sdo analogas as de fungdes de duas variaveis, a diferenca é que o vetor
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gradiente passa a ser um vetor normal ao plano tangente a superficie de nivel (e
ndo mais curva de nivel). Ver figura 23.6.8.6.

A taxa de variagdo maxima continua a ser dada por |Vf| e minima por —|Vf]|,
com as mesmas diregdes e sentidos, de crescimento maximo e minimo.

Exemplo: Calcule a derivada direcional D, f(x,y,z) da funcdo f(x,y,z) = y?+
xyz, na diregdo do vetor U =(2,1,2). Qual o valor de Vf(1,2,3), D,.f(1,2,3) e taxa
de variacdo maxima?

Solugdo: Inicialmente devemos calcular o vetor unitario na diregédo de %.
2 1 2
U =28 417+ 2* =49 =3 *’:(———).
il =22+ 12+ Vo =7 =S
V(e y.2) = {608 3.2).5(%5.8): E(x%3:2)) = |FI(x,92) = {va 2y + %2,39)]
2 4. 2)_ 2yz + 2y + xz + 2xy)

D F G, 2) = V(% ysz)t =@z 2y xz,xy).<

B3 B 3
VF(1,2,3) = (2.3,2.2 + 1.3,1.2) = (6,7, 2).
2 1 2 7 4 23 23
Duf(1,2,3) = (6,7, 2><§,§,§> =4 +§+§ = ?:P Duf(1,2,3) :?

A taxa de variacdo méaxima é |Vf| = +/ 6% + 72 + 2% = /89.

A partir do entendimento da figura 23.6.8.6, podemos anunciar um caso
particular de uma fungdo de trés variaveis na forma f(x,y,z) =c. Nesse caso, 0
plano tangente pode ser dado por:

z—2zg = f (x0,y0) (x — x¢) +fy(x0ry0)(y — Yo)-

Como z sera dado implicitamente, temos:

—fo(%0, Vo, 20) (2 — 20) = [ (X0, ¥ 20) (x — x0) + £, (X0, ¥, 20) (Y — ¥,)-

O que implica em equacdo de plano tangente igual a:

fx(xO'y()JZO)(x_xO) +fy(x01y()'zo)(y _y()) + fz(xO'y()!ZO)(Z_ ZO) = 0.

E um vetor normal 77 ao plano tangente igual a:

= (fx(XOIZVO:Zo):fy(xo,JIo:Zo):fz(xm}’olzo)>-

Exemplo: Vamos encontrar a equacdo do plano tangente ao elipsoide y? + x? +
2z? =10 no ponto (1, 1, 2) e o vetor normal a esse plano.

Solucg&o: Inicialmente devemos calcular o vetor unitario na direcio de u.
f(6,2) =25 f,(6,9,2) =2y e [,(x,3,2) = 4z. o bl s s
g =2 £,(1,1,2) = 0 W =g = . tangente e o velor
£l 1,20 =& {11,232 a Bl 1,21=8 =N AR normal, estio na figura
2x—1D+2(y—1)+8(z—2)=0=|x+y+4z=10| 23.6.8.7. Use 0 geogebra
| paramelhor visualizagéo.
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Plano tangente 6
a
Plano tangente
20 &
el

05 405 Z0)

Superficie de nivel

€T

Figura 23.6.8.6 Figura 23.6.8.7

Ii EXERCICIOS 23.5 |

1) Calcule a derivada direcional D, f e o vetor gradiente Vf das fungdes a
seguir no ponto e na direcao dos vetores indicados. Aponte um vetor pelo qual a
taxa de variagdo instantanea da funcdo é maxima, nesse ponto, e calcule essa taxa.

a) fl(x,y) = x2 + y?, ponto (0,0) e i =(—1,2)
b) f(x,y) = x?y?® —x%y?, ponto (1,1) e 1 =(4,3)
c) flx,y) = y.e*, ponto (0,1) e i =(—1,0)

d)f(x,3) = cos (yx), ponto (1,7) e &=(1,1)

e)f(x,y) = e*.sen(xy), ponto (1, m) ed =(—1,—1)

f) f(x,y,z) = eXY?, ponto (0,1,2) e U =(1,2,2)
g)flx,y,z)=In(x+y+2z), ponto (1,1,0) et ={(1,—2,1)
h)f(x,y,z) = xe? —ye* + ze¥, ponto (0,0,0) e ¥ = (1,1,1)

i) flx,y,2) = Jx2+y*+ 2% ponto (0,1, —1) eti=—2i+2j— k

2) Calcule a equacdo da reta tangente e a taxa de variagdo maxima e minima
das fungdes a seguir, no ponto e na diregao dos vetores indicados.
a) f(x,y) = 2x?% + 2y?, ponto (0,0) e 1 = —i — 2j
F[s
b) f(x,y) = sen(x + 2y), ponto (0, E) eu=—i—j

c) f(x,y) :#yz’ ponto (6,8) e U = 3i+ 4j

d) f(x,y) = 13x,/y, ponto (1,1) e ¥ = 12i + 5j

3) Calcule o vetor normal as superficies e a equagdo do plano tangente as

superficies nos pontos indicados.

a)2x? +2y? + z2 = 4 no ponto (0, 0 ,2);
b)x? +y?+ 22 =6 no ponto (1, 2 ,1).
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23.6.9. Maximos e minimos de funcoes de duas variaveis

Essencialmente, as definigdes e teoremas envolvendo maximos e minimos de
uma funcdo de uma variavel também se aplicam as fungbes com duas variaveis,
com algumas peculiaridades. Vamos as definigdes.

Definicdo 23.6.9.1: Uma fungdo f de duas varidveis tem um maximo
relativo (ou maximo local) em (xg,y0),se f(xq,¥0) = f(x,y) para quaisquer
pontos (x,y) pertencente a um circulo aberto centrado em (xg,y,). Diz-se que f
tem um maximo absoluto (ou maximo global) em (xq,y,), se f(xq,¥0) = f(x,y)
para quaisquer pontos (x,y) do dominio de f.

Definicdo 23.6.9.2: Uma fungdo f de duas varidveis tem um minimo
relativo (ou minimo local) em (xq,y,), se f(xq,¥0) < f(x,y) para quaisquer pontos
(x,y) pertencente a um circulo aberto centrado em (xq,y,). Diz-se que f tem um
minimo absoluto (ou minimo global) em (xg,y0),se f(x0,Y0) < f(x,y) para
quaisquer pontos (x,y) do dominio de f.

Assim, como ocorre com as fungdes de uma variavel, os maximos e minimos
relativos ou absolutos de uma fungdo, sdo denominados apenas de extremos. Ver
figura 23.6.9.1.

Nem todas as fungdes de duas variaveis possuem extremos. Porém, se a fungédo
for continua em um conjunto fechado!® e limitado?°, a garantia da existéncia de
extremos é assegurada pelo teorema a seguir.

Teorema 23.6.9.1 (teorema do valor extremo?!): Se f(x,y) for continua
em um conjunto fechado e limitado D, entdo f terd um extremo (maximo ou

minimo) em D.

Maximo absoluto

Maximos relativos

1/

Minimos relativos

T

Minimo absoluto

Figura 23.6.9.1 - Extremos de uma fungéo de duas variaveis.

19 Um conjunto de R? é denominado de conjunto fechado se conter todos os pontos de fronteira. Exemplo: O conjunto D =
{(x,»)|x? + y? < r? ¢ um conjunto fechado, pois contém todos os pontos de fronteira (<).

20 Um conjunto de IR? é denominado de conjunto limitado quando é finito por extenso.

2! Também conhecido como teorema de Weierstrass (1815-1897) para fungdes de duas varidveis.
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As premissas desse teorema sao fundamentais para sua veracidade. Pois, qual

seria, por exemplo, o extremo da fungdo f(x,y) = cujo grafico esta figura

23.6.9.2, para um conjunto D = {(x,y)|x? +y* < 1? O conjunto D é fechado, mas
ndo é limitado.

Na certeza de um extremo, é razoavel e geometricamente intuitivo, pensar que
esses extremos ocorrem em pontos cujos planos tangentes a superficie é horizontal
(paralelo ao plano xy - ver figura 23.6.9.3), isto é, nos pontos onde ambas as
derivadas parciais sdo nulas. Esse pensamento é assegurado pelo teorema 23.6.9.2
a seguir. Antes anuncia-lo, precisamos da definicdo de ponto critico.

Definicdo 23.6.9.3: Um ponto (xq,y0) do dominio da fungdo f(x,y) serda um
ponto critico se as derivadas parciais forem nulas ou se uma ou ambas as
derivadas parciais nao existirem em (xg,yq).-

Teorema 23.6.9.2: Se f(x,y) tiver um extremo (maximo ou minimo) em um
ponto (xq,¥0), entdo esse extremo ocorre em um ponto critico, isto é, ou:
- Ambas as derivadas parciais sdao nulas em (xq,vg):

fx(xO'yO) = 0 e fy(xo;yo) = 0

— Ou, alguma das derivadas parciais ndao existe em (xg,y0).

Figura 23.6.9.2 Figura 23.6.9.3
(Derivadas parciais ndo existem em (0,0)) (Planos tangentes horizontais)

Esse teorema enfatiza também outra possibilidade para um extremo, o ponto
onde as derivadas parciais ndo existem. Como exemplo, temos a fungado f(x,y) =

Vx2 +y? cujo grafico (um cone) estd na figura 23.6.9.4. As derivadas parciais no
ponto (0,0) ndo existem (verifique!) e esse € um ponto de minimo.
Importante! A reciproca desse teorema €& falsa. Veja por exemplo, o
2 2
Yy

paraboloide hiperbdlico definido pela fungdo f(x,y)=xT—?. Suas derivadas
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parciais: f,(x,y) 2% e f,(x,y) = —273/ sdo nulas no ponto (0,0), mas o ponto (0,0)

ndo é um extremo relativo. Observe no grafico dessa funcdo, na figura 23.6.9.5,
que o ponto (0,0) é maximo relativo para o plano zy e também minimo relativo
para o plano xz. Esse tipo de ponto € denominado de ponto de sela, conforme a
definicao a seguir.

Fay) = Ve

1
1
+
1

Figura 23.6.9.4 Figura 23.6.9.5

Definicdo 23.6.9.3: Um ponto (x,,y,) € denominado ponto de sela se houver
dois planos verticais distintos que passam nesse ponto (xg,vy), €em que (xq,Vyo) é
um maximo relativo para um plano e minimo relativo para o outro plano.

Consoante ao procedimento utilizado nas fungdbes de uma variavel, também
utilizamos o teste da segunda derivada para saber se um ponto critico é de fato um
extremo relativo (maximo ou minimo).

Teorema 23.6.9.4 (teste da segunda derivada): Seja uma fungao f(x,y)
com derivadas parciais de segunda ordem continuas em algum circulo centrado em

um ponto critico (xg,y,) e seja:

Fax®0.Y9) [y (X0.¥0)

_ _ £2
D_fxx(xOnyO)-fyy(XOJyO) fxy(me’o) ou fxy(x()'yo) fyy(x()'yo)

i. Se D>0e fr(x9,¥0) >0, entdo f(x,y) terd minimo relativo em (xg, yg)-
ii. Se D>0e f,.(x9,V0) <0, entdo f(x,y) tera maximo relativo em (xg, yo)-
iii. Se D <0, entdo f(x,y) tera um ponto de sela em (xg, Vo).

iv. Se D =0, entdo nenhuma conclusao pode ser tirada.

Embora a demonstracdo desse teorema seja bastante complexa, vale uma
justificativa a partir da andlise da concavidade. Vejamos:
e Se fix(x0,y0) € fyy(xo,yo) tiverem sinais diferentes, ou seja, se a concavidade

da funcao for diferente (uma para cima e outra para baixo) na direcdo de x e na
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direcdo y, entdo fi,(x0,¥0)- fyy (%0, ¥0) < 0. Isso acarreta em D < 0, uma vez que
ay(xe,¥e) = 0. Logo, f(x,¥) sera um ponto de sela em (xo,¥0)-

* Se fi (X0, Y0)- iy (x0,¥0) > 0, significa que a concavidade na diregdo de x e y
sdo ambas para cima ou ambas para baixo. Essa € uma das hipoteses que acarreta
em D >0 (na verdade é a Unica segundo a demonstracio desse teorema).

» Diante da justificativa anterior, analisar o sinal de £, (xg,¥5) quando D > 0,
para verificar se o ponto € maximo ou minimo, e analisar o sinal de £, (xy,¥,) da

no mesmo.,

1° exemplo: Vamos calcular os extremos relativos de z=x + y* — 6x +
4y + 13.

Solugao:

fx(x;J’) =2x—6 :‘lfxx(x:J’) = 2| é|}(J«:y(xl.y) = Ol-

fley) = 2y+4 =[f, ) = 2} F(zy) = 2* + 47 — 62+ 4y +13
fyiiso ~E=a=— 1
D= fxx(xofJ’o)-fj:y(xo}J"o) _fzxy(l"ofyo)
D =[x (3,—2) fyy(3,—2) — [75(3,—2)
D=22-02=4>0

z=x+ y? — 6x + 4y + 13

z=3%+ (—2)2— 6.3 + 4(—2) + 13 @=a .,:"'- |<\y
e 1

z=9+4+4—18-8 + 13 = [z=0]

Logo, o ponto no espaco é (3,—2,0).

1
T

Figura 23.6.9.6

Como D =>0e f,(3,—-2) = 2 >0, temos que (3,—2,0) € um minimo relativo (nesse
caso, absolute). O Grafico 23.6.9.6 mostra esse ponto.
Outra solugfio: pode-se resolver esse problema sem utilizar derivada, para isso basta
completar os quadrados de z e analisar o resultado.
FERR Y = B 454 13
z=x>—6x+9+ v +4y+4 +13—-9—4
[z =(x— 37 + (v + 2)?]

0s termos (x — 3)% e (¥ + 2)? sio sempre positivos ¢ o valor minimo de cada um

ocorre quando ambos sao zeros, ou seja, quando x = 3 e y = —2. Portanto, o ponto no

(3,—2,0) & de fato, o ponto de minimo.

2° exemplo: Vamos calcular os extremos relativos de z = 3x%y +y* — 3.
Solugdo:
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fx(x’y) = 6953/ :>| fxx(xty) = 6y| = |fxyCX,y) = 6x|-

5l y) = 8%% +8y* — 8 = il y) = 6y

6xy =0 6xy =0 [ b}
3x24+3y2—-3=0 +y2—1=0 (2)

De (1), conclui-se ou .

=1
Substituindo x = 0 em (2),temos: x2 +y2 —1=0= y2—-1=0 = T
= =
Substituindo y = 0 em (2), temos
x=1
x24+y2—1=0= x2—-1=0 = .
g {

Dessa forma, os pontos criticos sfo: (0,1), (0,—1), (1,0) e (—1,0).

e Vamos verificar (0,1):
fex(x,y) = 6y = f4,(0,1) = 6
fy(x,y) = 6y =f,,(0,1) = 6
oy, ¥) = 6x =f,,(0,1) = 0
PR fxx(x()xJ/o)-fyy(?COxJ/o) == fzxy(x(ﬁyo)
£ = fxx(O,l).fyy(O,l) _fzxy(oxl)
D=66—0*=36>0
z =3x2y+y3— 3y =3=3.02.1+1% — 3.1 = —2; o pontonoespaco é (0,1, =2).
Como D > 0e f,.,,(0,1) = 6 >0, temos que (0,1,—2) é um minimo relativo.

e Vamos verificar (0, —1):

fex(6,¥) = 6y = [ (0,—1) = —6

firy(x,y) = 6y = £5,(0,—1) = —6

feoy(x,y) = 6x=£,(0,—-1) = 0

B= fxx(XO;YO)-fyy(xo:YO) = fzxy(xo:y'o)

D = fx (0, =1). f55(0, —1) — f%4,,(0,—1)

D=-6.(—6)—02=36>0

z=3x%y+y®—-3y=3=3.0%.(—1)+(—1)®* —3.(—1) =2, o ponto no espaco é
v, —55

ComoD >0e f.,(0,—1) = —6 < 0, temos que (0,—1,2) é um maximo relativo.

e Vamos verificar (1,0):
fex () = 6y = [ (1,00 = O
firy(x,¥) = 6y = f3,(1,0) = 0
foy(x,y) = 6x =£,,(1,0) = 6
b= fxx(x():J/o)-fyy(XO:J/o) = fzxy(x():J’o)

| 352



FUNCOES DE VARIAS VARIAVEIS (DERIVADAS PARCIAIS)

D = fxx(lno)-fyy(lno) _fzxy(LO)
D=00—6>=-36<0
z=3x?y+y3—3y=3=23.1%2.0 + 0% — 3.0 = 0, o ponto no espago € (1,0, 0).

Como D < 0, temos que (1,0,0) é um ponto de sela.

e  Vamos verificar (—1,0):
fx(x,y) = 6y = frx(1,0) = 0
fryx,y) = 6y =f,,(1,0) = 0
[y (e, ¥) = 6x =f;,(1,0) = —6
D = fix (xo‘J’o)-fyy(xo‘YO) = fzxy(xo:yo)
D = fir (=1,0). f5,, (—1,0) — £?,,(—1,0)
D=0.0—(—6)2=-36<0
z=3x%2y+y3—-3y=3=3.(—1)2.0+ 0% — 3.0 = 0, o ponto no espaco é (—1,0,0).
Como D < 0, temos que (—1,0,0) é um ponto de sela.
Os quatro pontos, estdo no grafico dessa funcio nas figuras 23.6.9.7 e 23.6.9.8

(rotacionada).

> = 3 xZ 3 3
T2 il e Ff(zy) = 32>y +y®—3y

Figura 23.6.9.7

Figura 23.6.9.9 Figura 23.6.9.10
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Os extremos relativos, quando as derivadas parciais sdao nulas, podem ser
visualizados como pontos nas curvas de nivel da fungdo. Pois, como o plano

tangente a um extremo relativo € um plano horizontal, temos
z = f(x0,y0) + flX0, Vo) (x — x0) + f,,(x0,¥0) (¥ — ¥o) = |z = f (%0, ¥0) |
0 a
Veja que os dois pontos nas curvas de nivel da fungdo f(x,y) = 3x%y + ¥ — 3y
(figura 23.6.9.9), referem-se aos extremos relativos da fungdo: minimo (0,1,—2) e

maximo (0,—1,2), onde passam as retas tangentes da figura 23.6.9.10.

39 exemplo: Determine a menor distancia entre o ponto (1, 2, 3) e o plano
x—2y+z=1.

Solugao:

Escrevendo um ponto do plano como (x,y,z), a distdncia H para o ponto (1, 2, 3) é

dado por:
2 2 2 Ver segdo 22.2 - distancia
DP,Q = \/ (xq . xp) + (J/q N yp) W (Zq B Zp) ﬁ entre dois pontos no espago.

[H?=(x—1)2+ (y—2)%>+(z—3)%| (1)

Como (x,y,z) pertence ao plano x — 2y +z =1, entdo z = 1 — x + 2y. Substituindo
em (1), obtemos
H?=(x—1)*+ (y—2)*+ (1 —x+ 2y —3)*
H2 =(p—=1)%+ (yr—2)%+ Fat2y—2)%
A minimizag¢io de H? implica em minimiza¢do de H. Fazendo H? = f(x,v), obtemos

as seguintes derivadas parciais:
flxy) =20 —1) —2(—% + 2y—2) = |fx(x,y) =4x — 4y + 2|.
f(6y) =2(y —2) +4(—x + 2y — 2) 3| £, (x,¥) = —4x + 10y — 12|

4x —4y+2=0 _ (2x—2y+1=0
{—4x+10y—12=0 {—2x+5y—6=0

Somando as duas equagdes, obtemos

5 5 7
3y=5 = y=3e2x—23+1=0 =x=g|
. 7 S 19
Ovalordacota(z)dopontoe:x—2y+z=1=>z=1—g+2.§=> z=——=
i . 7 5 19
Desse modo, o ponto critico é (E,g,?).

Uma vez que fi,.(x,¥) =4, f,,,(x,¥) = 10 e f,,(x,¥) = —4, o determinante D do teste
da segunda derivada resulta em: D =4.10 — (—4)?> =24 > 0. E como f,(x,¥) =4 > 0,

temos de fato um ponto de minimo. Para encontrar essa distdncia minima, basta substituir

as coordenadas do ponto critico na expressao (1): T -

distdncia entre ponto e
plano (segiio 22.12) e
confirme esse resultado.

o5

w1 G2 ¢ (2-9) e o
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4° exemplo: Uma empresa precisa confeccionar embalagens de papelao
(sem tampa) em forma de paralelepipedo. Para cada embalagem deve-se usar
exatamente 48 cm?2 de papeldo. Que dimensdes (a, b e ¢) deve ter essa embalagem
para que o volume seja maximo?
Solugao:
O material a ser utilizado é dado por:
Z2a.c +b.c +2a.b =48.

Isolando a, temos:

(2b +2¢) + b.c = 48 28— bel iy .
. e = =sla=—— 1 5
“ ¢ ‘ T Zbh+2c /
Substituindo no volume: V = a. b. ¢, temos
€&
e e B 48 — bc _48bc—bzc2
B 'C'(2b+2c) T2+ 0)
v (48c— 2bc?). (b +c¢) — 1.(48bc — b%c?)
ab 2.(b + c)?
dV  48ch — 2b%c? + 48c¢%2 — 2bc3 — 48bc + bZc?
e =
ab 2.(b +c)?
oV 48T —2bc® =P [ (48~ 2be—b7)
ab 2.(b+c)? - 2.(b+c)?

av
Similarmente, encontra-se 6—:
c

aV b8 —2be —c?)
dc 2.(b + c)?

av
Para£=0=>cz=00u48—2bc—b2=0.

Se c=0implicaemV = 0. Esse valor refere-se ao minimo, portanto, nio nos

interessa.

av > >
Para;zorxb =0o0u48 —2bc—c" = 0.
Se b = 0 implica em V = 0 nao nos interessa.
De 48 —2bc—b* =0 e 48 —2bc—c? =0 implica em pois ambos precisam
ser positivos. Substituindo em 48 — 2bc — b? = 0, temos

AP pph PR Pes AR B =l b2=$

= b2 =16 = [b=4cm]|elc=4cm]

Substituindo em (1):
48—bc_48—4.4 32

= = = — =2 I
ST N PR P W ¥ A T
O volume maximo dessa caixaé V=a.b.c = 2.4.4 = .

Pelo contexto do problema esta claro que esse valor refere-se ao maximo de volume,

nao sendo preciso o teste da segunda derivada.
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Observacgao: O intervalo do exemplo anterior ndo é fechado, pois as medidas
ndo podem ser zero. Ja para intervalos fechados além dos pontos criticos, € preciso
verificar se os valores da fronteira do intervalo sdo candidatos a extremos.

Outro exemplo de aplicagdo de maximo ou minimo de uma fungdo de duas
variaveis, estd na demonstragdo das féormulas de regressao linear utilizando o
meétodo dos minimos quadrados (que vimos na unidade de fungdo afim).

A somatéria dos quadrados dos desvios é:

01— 2+ 2= ¥+ s =2+ (v — )%

Pelo qual podemos escrever como: § = Y0 (y; — y)2.

f(a,b) =X} (y; — ax; — b)?|

Calculando as derivadas parciais e igualando a zero {queremos o minimo):

Considerando y =ax + b e S = f(a,b), tem-se:

i=n i=n
fala, b) =Z 2.(y;—ax; —b)x; =0 =>z x(y;— ax; —b) =0
i=1 i—1

i=n i=n i=n
IR IEEE) W JEREE
i=1 i=1 i=1
i=n i=n
az x? +bZ X —Z x;y;|(1).
i=1 i1
i=n i=n
fo(a,b) =Z 2.(y; — ax; —b)(—1) =0 :Z (vi— ax;—b)=0
i=1 i=1
i=n i=n i=n
a x;+b = v (2).
= E=r1 i=1
Resolvendo o sistema (1) e (2), obtemos:
PRLDY =0 W= EIPN =5
B Ry — (%)

e

i=n i=
im1Yi — AT X
oy A

Pode-se demonstrar que D >0 e f,,(aq,by) > 0, ou seja, a férmula acima é um
minimo relativo.

De forma andloga, demonstra-se também a férmula para a regressdo
quadratica.

Essas férmulas foram utilizadas na unidade de fungdo afim do volume 1.
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| EXERCICIOS 23.6 ||

2

1) Calcule os extremos relativos e os pontos de sela das seguintes fungdes.

a)z=x%+y?

b)z = /2x2 + y*
Az=—x*—y*+4x+8y—1
d)z=2x%2—-3xy+vZ—x
e)z=—x?—-2x—2y?+4y+1
flz=x*+y*—4xy—4

g)z =ye*

h)z = xseny

i) Z=ye"‘2_3’Z

i) z=x*y —y*—8x
_ 2, 32

Kl)z=x“+y +xy

) z=x3+3y°x — 3x

2

m) z = I n(xy) —%xz —%y

2)Quantos pontos criticos tem a fungdo f(x,v) = x2 +4y? + 4xy + 17

3)Determine os pontos extremos e os de sela da superficie f(x,y) = x% +y3 —

Z—y?42x—y+2.

4)Determine a menor distdncia entre o ponto (1, 1, 1) e o plano x —4y + 8z =

5)Determine o ponto do plano 2x —2y +z —2 =0 que estd mais préximo do
ponto (1, 3, 3).

6)Quais os pontos do cone z? = x2 + y? que estio mais proximos do ponto (-1,
-1, 0)?

7)Qual o ponto da esfera x2 + v? +z2 = 4 que estd mais préximo do ponto (1,
2, 2)?

8)Quais os pontos da superficie z2 =1+ xy que estdo mais préximos da

origem?

9)Encontre trés nimeros naturais cuja soma € 60 e cujo produto € maximo.

10)Pretende-se construir um paralelepipedo a partir de 24m?2 de papeldo. Que

dimensdes deve ter esse paralelepipedo de forma que seu volume seja maximo?
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23.6.10. Multiplicadores de Lagrange

Nesta subsec¢do, abordaremos outro método utilizado para encontrar maximos
e minimos de uma fungdo genérica f(x,y), porém sujeita a uma restrigdo (ou
vinculada a uma fungdo) da forma g(x,y) =k. Esse método é conhecido como
método de multiplicadores de Lagrange.

Para demonstrar o método, partiremos de uma terceira fungdo com trés
varidveis composta pela duas fungdes f(x,y) e g(x,y) —k =0, cujas varidveis sdo
X e y, € mais uma terceira varidvel que denominaremos de A. A fungdo em questdo,
e que estd a seguir, foi genialmente elaborada por Joseph Louis Lagrange (1736-
1813) e é denominada de funcdo lagrangeana. Eis a fungdo:

L@y, A) =f(xy)—A[gley) — k]

Se existir um extremo em L (x,y,A) e suas as derivadas parciais existirem,
entdo esse extremo ocorre nos pontos onde as derivadas parciais sdo nulas
(conforme o teorema 23.6.10.1). Dessa forma, temos

Lo 672 = fulx,y) — L go(x,3) =0 = [i(x,9) = A.g(x,3) (D)
Ly (x,y,4) = fy(x0,y) —A.gy(x,y) =0= f,(x,y) = 1. g,(x,y)  (2).
L (x,y, ) = gx,y) —k]=0 = glxy) =k 3
O interessante é que, uma vez que g(x,¥) =k em (3), o extremo de L (x,y,4)

é o extremo de f(x,y). Veja:
Ly, =fxy) —Algly) — k] = fx ).

E além disso, conforme (1) e (2), as derivadas parciais sdo proporcionais a 4,

isto é, os vetores gradientes das fungdes f(x,y) e g(x,y) sdo proporcionais a 1:
Vilxy) = A Vg(x,y).

A é denominado de multiplicador de Lagrange.

Isso posto, como o vetor gradiente € perpendicular a reta tangente na curva
de nivel, entdo a reta tangente a curva f(x,y) = m é a mesma reta tangente a curva
g(x,v) =k, no ponto (xq,ve). Ver figura 23.6.11.1.

De uma forma direta, como as derivadas parciais da fungdo lagrangeana
resultam sempre no sistema:

fr =g«
H=2gy ,
gay) =k

alternativamente, basta resolvé-lo e, em seguida, calcular todos os valores de
f utilizando as solug8es desse sistema. O maior deles serd o valor de maximo e o
menor deles, serd o valor de minimo.

Esse método se aplica também a fungdo de trés ou mais variaveis. Para o caso
de trés variaveis, temos:

Vilx,y,z) = AVg(x,y,z).
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FUNCOES DE VARIAS VARIAVEIS (DERIVADAS PARCIAIS)

E um sistema de quatro equacgdes e quatro incégnitas:

fx :Agx
fy =249,
fz =49,
g(x:)’;Z) =k

Em todos os casos, faz-se necessario que Vg # 0.

Figura 23.6.11.1 Figura 23.6.11.2

Exemplo: Vamos determinar os valores extremos de um paraboloide eliptico
de fungdo f(x,v) = x? + 4y* nos pontos em que x? + y? = 4.
Solugao:

O sistema:

2x = A.2x
8y = A.2y
xZ+y?2=4

A primeira equacio fornece duas possibilidades de solucao: A =1 oux =0.Se 4 =1,
a segunda equacio fornece uma Unica condi¢do, y = 0, e a terceira equacio nos da x = +2.

A segunda equacao fornece também duas possibilidades de solucdo: A =4 ouy = 0.
Se A = 4, a primeira equacaoc fornece uma tnica condigao, x = 0, e a terceira equacgao nos
day=+42.

Dessa maneira, os pontos candidatos a maximos e minimos sao: (0,2),(0,-2),(2,0) e (-
2,00

Esses pontos sao os pontos A, B, A’ e B’ da figura 23.6.11.1, onde demonstra também
a proporcionalidade entre os vetores gradientes e a perpendicularidade desses vetores

com a reta tangente as duas fung¢des no ponto B.

Substituindo as informagdes desse pontos na fungio f(x,y) = x? + 4y% obtemos:
F(9,2) =0%+4.22 = F02)=16.
£(0,—-2) =02+ 4.(—2)2= f(0,—2) = 16.
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F(2,0) =22+ 4.0%= £(2,0) = 4.
f(=2,0) = (—2)2 +4.0°= f(—2,0) = 4.
Concluimos assim que (0,2) e (0,-2) sdo pontos de maximo e (2,0) e (-2,0) sdo pontos
de minimo.
Veja na figura 23.6.11.2, os pontos (0,2) e (2,0) representados pelos pontos A e B,

respectivamente.

20 exemplo: (ja resolvido anteriormente) Uma empresa precisa confeccionar
embalagens de papeldo (sem tampa) em forma de paralelepipedo. Para cada
embalagem deve-se usar exatamente 48 cm?2 de papeldo. Que dimensdes (a, b e
¢) deve ter essa embalagem para que o volume seja maximo?

Solugao:

O material a ser utilizado é dado por: g(a,b,¢) = 2a.c + b.c + 2a.b = 48.

Volume = (f(a, b,c) = a.b.c|

fa =2A9a bc = A(2c + 2b)
fo =A4gp _)ac=A(c+2a)
J&e =48 ab = A(2a + b)

gla,b,c) =k 2a.c+b.c+2a.b =48

Observe que A ndo pode ser zero, pois implicaria em bc=0, ac=0 e ab=0,
contrariandoe a Gltima equacdo. Logo: 4 # 0.

Vamos multiplicar todas as equacdes pelas varidaveis gque estido ausentes de cada
equacdo:

abc = A(2c¢c + 2b).a
bac = A(c + 2a).b

cab = A(2a+ b).c
2a.c+b.c+ 2a.b =48

Igualando a 12 e 22 equacio, temos: A(2¢c + 2b).a = A(c + 2a).b.

Como A # 0, temos: 2ac + 2ab = cb + 2ab=>|a = %

Igualando a 12 e 32 equacio, temos: A(2¢ + 2b).a = A(2a + b).c.
Como A # 0, temos: 2ac + 2ab = 2ac + bc = =[b=c]
Substituindo na 42 equacdo:

b
2a.c+b.c+ 2a.b =48 = 2. .b+b.b+2.5.b=48=>

VTG = [E= %3]

Como trata-se de dimensdes, descartamos o valor negativo, assim: b = 4cm,c =

[N

b+b2+b?=48=1b

4cm e a = 2cm. O mesmo resultado encontrado no 32 exemplo da subsecdo anterior.
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| EXERCICIOS 23.7 ||

1)Use o método de multiplicadores de Lagrange para determinar os valores

maximos e minimos das fungdes a seqguir, sujeitas as restrigdes indicadas.
af(x,y) =x*+y? xy=2
b)f(e,y) =x+y; x> +y*=2
Afy)=e; x+y=1
d)f(x,y,2) =x+y+2z; x2+y2+2"=6
eYf(x,v,z) =x.y.z; x> +v2+z"=3
0f(x,v,z) =e*¥?; x>+ y% +2z%=27

2)0O plano x+ vy =4 intercepta o paraboloide z=x?+y? formando uma
parabola. Use os multiplicadores de Lagrange para calcular os extremos dessa
parabola no espago.

3)Use os multiplicadores de Lagrange para determinar os pontos da esfera x2? +

y2% + z?2 =10 que estdo mais préximos e mais distantes do ponto (1, 0, 2).

4) Mostre, a partir dos multiplicadores de Lagrange, que a média geométrica
de numeros naturais € no maximeo igual a média aritmética desse nimeros. Dica:
use a equacgao da média aritmética na forma: x; + x, + x5 ... + x,, = nk.

5)Use os multiplicadores de Lagrange para mostrar que a area maxima de um

tridngulo de perimetro constante k é equildtero. Dica: use a férmula de Héron.

EXERCICIOS DE APLICACAO 23.8

1)Para a confecgdo de um adubo um fabricante precisa de 20% de nitrogénio
e 30% de fésforo. Sabendo que o custo do quilo do nitrogénio é de R$ 3,00 e do
fosforo € de R$ 4,00 e os demais nutrientes necessarios para o adubo ndo tem custo
relevante pois € de prépria fabricagdo. Qual a fungdo do custo ¢ por quilo de adubo
que se relaciona com o peso N do nitrogénio e o peso P do fésforo?

2)Em uma fazenda a quantidade de tarefas trabalhadas €& dada por
T(H,h) = 5H.h'/3, onde H s3o as horas trabalhadas pelo agricultores e h as horas
trabalhadas pelos ajudantes. Atualmente os agricultores trabalham 6 horas e os
ajudantes 8 horas. Em quanto se deve aumentar as horas de trabalho dos ajudantes
se as horas de trabalho dos agricultores for reduzida em 1 hora, mantendo a
produgdo.

3)A seguir estd o resultado de uma regressdo aplicado ao crescimento vegetal
da mangabeira entre plantas ndo irrigadas. Sendo y a drea foliar, x; o produto do

comprimento pela largura do limbo (em mm?) e x, (em m?kg~1)a area foliar
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especifica, concluiu-se que y = —426,91 + 0,82x; + 38,47x,.
Fonte adaptada: (LOBO, ORTIZ, et a/., 2010)
a) Qual o valor de y (em mm?) para x; = 3000mm? e x, = 8mm?kg~'7?
b) Indique o vetor em que a taxa de variagdo da area foliar € maxima.

4)YUm estudo sobre a producdo de etanol no Brasil, dentro de uma andlise de

correlagdo e regressdo multipla, encontrou uma relagdo entre a produgdo total de

etanol em milhdes de litros (z), a quantidade exportada de milhdes de litros (x) e

a venda de carros movidos a etanol (y), que segue a fungdo z = 11907946 + 1,74x +
1,38y.

Fonte adaptada: (FILHO, NORILLER, et a/., 2013)

a) Que tipo de superficie no espacgo tridimensional representa essa fungdo?

b) Em 2009 a produgao total de etanol no Brasil foi de aproximadamente 27
milhdes litros e a quantidade exportada foi de aproximadamente 5 milhdes de litros,
qual a quantidade de carros vendidos nesse mesmo periodo?

c) O que significa o vetor (1,74; 1,38) em termos de taxa de variagdao?

5)Uma empresa entrega seus produtos agricolas dentro de caixas de papeldo
(com tampa) em formato de paralelepipedo. Esses produtos podem ser
acondicionados em qualquer posigao e forma, desde que somados naoc ultrapassem
o volume de 1 m3. Respeitando esse limite, quais as medidas que deve ter a caixa
para que o material gasto para confeccionar essa caixa seja minimo?

6)A seqguir estdo os resultados da produgdo alface fertirrigada com nitrogénio
e potassio em ambiente protegido. Na andlise da regressdo obteve-se a fungdo
MFT(N,K) =175+ 0,59N + 5,6K — 3,3NK. Sendo MFT(N,K) a matéria frescal total,
N as doses de nitrogénio e K as doses de potdssio.
Fonte adaptada: (REZENDE, SOUZA, et al., 2004)
Diante das informagdes, podemos afirmar:
a)Que o grafico no espacgo tridimensional da fungdo é uma superficie
cilindrica?
b) Que existe um ponto de maximo para MFT? Se sim, para quais valores de

N e K isso acontece? Se ndo, justifique.

7)0 modelo matematico que melhor se ajustou aos dados da produtividade do
meldo Y (em kg ha=1') em fungdo das doses de nitrogénio N (em kg ha=') e das
laminas de agua L (emmm), nas condicdes dadas, foi ¥ =52,40L+ 111,15N —
0,039L% — 0,28N2.

Fonte adaptada: (JUNIOR, MOUSINHO, et al., 2016)
Calcule:

a)O valor da produtividade Y para N =100 kg ha™* e L = 160 mm?
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b)Os valores de N e L para uma produtividade maxima?
c) Qual a produtividade maxima?
d)Faca o grafico dessa fungdo no Geogebra.

8)Na anédlise de regressdo entre a produtividade de grdos Y (em g) em fungdo
das doses de nitrogénio N (em g ha™!) e de fosforo P (em g ha™') na folha do feijdo
caupi, foi encontrado o seguinte modelo quadrdtico Y =24,66+4+ 0,0726N —
0,0005N2 + 0,0671P — 0,0005P2. Calcule:
a)0Os valores de N e P para uma produtividade méxima?
b)Qual a produtividade maxima?

c) Faga o gréfico dessa fungdo no Geogebra.
Fonte adaptada: (JUNIOR, 2012)

9)Considere que a produgdo de um cultivoe é dado por P(x,v) =20+ x2 + y2 +
5xy que estd sujeita a restrigdo de custo 3x + 2y = 34.
a)Calcule os valores de x e y para que producdo seja maxima?
b)Faga o grafico dessa fungdo e da restrigdo no Geogebra.
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INTEGRAIS MULTIPLAS

24. INTEGRAIS MULTIPLAS

A concepgdo de que podemos derivar uma varidvel e considerar outras
constantes, como acontece nas derivadas parciais, pode ser aplicada ao cédlculo de
integrais. Porém, em vez de derivar, iremos integrar em relagdo a uma variavel
considerando as demais constantes. Essa ideia aliada a definicdo de integral vista
na unidade 21, é uma excelente ferramenta para cdlculo de volumes de sdlidos,
dreas de figuras planas e superficies, entre outros problemas matematicos. Eo que

veremos nesta unidade.

24.1. Integrais duplas
24.1.1. Integrais duplas sobre retangulos

O mesmo conceito de soma de Riemann utilizado em integrais simples para o
calculo de area, sera estendido a aplicagdo de volumes em integrais duplas.

Considere uma fungédo f de duas variaveis definida em um retangulo R =
[a,b] x[c,d] ={(x,y) ER?’|la<x <b,c <y < d}, conforme figura 24.1.1.1. E seja um

solido S que esta acima de R e baixo de z = f(x,y).

z Yy

F====r==r=-a--rgriy--1-/r=/t-"r-wm
[

e

[====T=-r==a--71-

g e

Figura 24.1.1.1 Figura24.1.1.2
Vamos dividir o retdangulo R no lado referente ao intervalo [a,b] em m

subintervalos [x;_;,x;] de mesmo comprimento Ax = (b — a)/m e no lado referente



ao intervalo [c¢,d] em n subintervalos [y,-_l,y,-] também de mesmo comprimento
Ay = (d —c)/n. Cada subretdngulo R;; tera area igual a Ax.Ay (ver figura 24.1.1.2).

Para um ponto arbitrario (x*,¥";;), temos um “subsélido” arbitrario de altura
f(x*i].,y*”)e de base igual aos “subretdngulos” de area Ax.Ay. Assim, o volume

(altura x base) desse subsoélido arbitrario sera dado por f(x*l.].,y*i].).Ax.Ay (ver

figura 24.1.1.3) e o volume V do sélido S entre R e f, serd aproximadamente, a
somatdria dos volumes de todos esses subsdlidos (figura 24.1.1.4). Isto &,

m n
V= Z Z f(x*l.j,y*ij) Ax. Ay.

i=1j=1

Figura 24.1.1.3 Figura 24.1.1.4

Ao subdividir a regiao R em quantidade m e n de intervalos cada vez maiores,
a somatéria dos volumes de todos esses subsélidos gerados, sera cada vez mais
proxima do volume real VV do sélido S. Isso significa que ao aplicar o limite de m,n —

oo, teremos a equivaléncia:
m n
V= lim E E [, y". ). Ax. Ay.
m,n —oo t Ly)
i=1 j=1

Essa somatdéria é denominada de soma dupla de Riemann??, equivalente a
integral dupla, conforme a definicao a seguir.

Definicdo 24.1.1.1: A integral dupla de f(x,y) sobre o retdngulo R de area A4
é dada pela expressdo a seguir, se o limite existir.

n

V= ff £(x,y)dA = ff F (6, y)dxdy = mg@miZf(x*u.y*”) Ax. Ay
R R

i=1 j=1

22 Bernhard Riemann (1826 - 1866)
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24.1.2. Integrais iteradas

Vimos na unidade 21, que o calculo de integrais simples a partir da definigdo
ndo é uma tarefa facil e exige conhecimentos de aplicagdes de séries. Na integral
dupla, o calculo a partir da definigdo €& ainda mais trabalhoso. Nesse cendrio,
veremos uma forma mais pratica, que utiliza o teorema fundamental do calculo,
mas considerando uma das varidveis como fixa (constante). E exatamente a mesma
ideia que utilizamos nas derivadas parciais, sé que, em vez de derivar, iremos
integrar em relagdao a uma variavel, considerando a outra como constante. Esse
processo de calcular integrais duplas utilizando as integrais definidas parciais, em
relagdo a x e em relagdo a y (ou vice-versa), quando aplicadas sequencialmente, é
conhecido como integrais iteradas.

Suponha f(x,y) = 0 uma fungdo continua de duas variaveis, integravel no
retdngulo R =[a,b] X [¢,d] = {(x,y) e R?la < x < b,c <y < d}. Denotamos de

f abf (x, y)dx

a integragao de f em relagao a x mantendo y fixo (constante), no intervalo
[a,b], denominada de integral parcial em relagdo a x. A &rea resultado dessa

integral denominaremos de fungaoc A(y) (ver figura 24.1.2.2):
b

AQy) =f fx,y)dx.

a
Agora, integrando o resultado dessa area novamente em relagdo a y e
mantendo x fixo (constante), no intervalo [¢,d] (denomina-se esse procedimento

de integragao parcial em relagdo a y), temos o volume V do sdélido S que esta acima

de R e abaixo de f.
d b
V:f (f f(x,y)dx)dy.

De outra forma, poderiamos ter iniciado a integragdo em relagdo a y mantendo

x constante (conforme figura 24.1.2.1):

d
AQx) = f £ ady.

E o volume seria dado por:

V= f: (fcdf(x,y)dy) dx.

Isso equivale a dizer que a integral (ou o volume) acima pode ser também
obtido invertendo-se a ordem de integragdo, conforme o teorema seguinte.
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Teorema 24.1.2.1 (Teorema de Fubini?3®): Se f for continua em um
retdngulo R = [a,b] X [c,d] = {(x,¥) ER?|a < x < b,c < y < d}, entdo:

V= fcd f:f(x,y)dxdy = f: fcdf(x.y)dydx

O teorema de Fubini pode ser justificado da seguinte forma: Na figura 24.1.2.1,
cada valor fixo x, tem-se uma seccdo transversal de area A(x). A somatodria de todas
essas areas ao longo do intervalo de x, equivale ao volume do sélido. Da mesma
forma, na figura 24.1.2.2, cada valor fixo y, tem-se uma secgdo transversal de area
A(y). A somatoéria de todas essas areas ao longo do intervalo de y, equivale ao

volume do mesmo sodlido.

Figura 24.1.2.1 Figura 24.1.2.2

Exemplo: Calcule o volume do sélido limitado lateralmente pelo retdngulo R =
[0,11%[2,3] ={(x,y) ER?|0 <x < 1,2 <y <3} e superiormente pelo plano f(x,y) =
x+y+5.

Solugdo: Como a funcio f(x,y) =x+y+5 estda acima do plano xy (f(x,y) = 0) no
retangulo R (ver figura 24.1.2.3), entdo podemos calcular o volume usando a integral

dupla.

3,1 3 /52 1
sz f (x—l—y+5)dxdy=f <—+yx+5x>] dy =
2 Jo 2 \ 2 0
8 12 02 3 i i |
V=f [(—+y+5)—(—+y.0+5.0>]dy=f (—+y)dy=>
e 2 . 82

11 2T /11 32 11 22
v=(7y+y—)] =(7.3+—>—(7.2+—)=21—13=.
2

2 2 2

2 Guido Fubini (1879-1943)
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Como a funcdo é continua no retingulo, vale o teorema 24.1.2.1 (teorema de Fubini).

Vamos mostrar que invertendo a ordem de integracao o resultado é o mesmo.

5 3
—ff(x—i—y—i—S)dydx—f (xy+y—+5y)] dx =
t 4 ’ .

Atente-se a inversio! |

2

1 e 3 1 3 P
sz (xy+—+ Sy)] dx=f [(x.3+—+5.3)—(x.2 +——|—5.2)]dx=>
" 3 b " 2 2
= 9 & 15
V=f [(3x+5+15)—(2x+2+10)]dx=j [x+7]dx=«
(4]

x* 15 ' _ (1% 15 02 15
0

2° exemplo: Calcule o volume do sélido limitado lateralmente pelo retdngulo

={(x,y) ER2|0 =x < 1,0 < y < 2} e superiormente pela superficie f(x,y) = y.e*">.

Solucgao: Como os valores de x e y sdo positivos, a superficie representada pela

funcido f(x,y) = y.e*'Y estd acima do plano xy (isso pode ser confirmado pela figura

24.1.2.4), por conseguinte, a integral dupla no retdngulo corresponde ao volume

solicitado.
1

2 il 2
1% =f f (yv. ¥ ) dxdy = f (y.eX )
4] 0 (8} &

2 z
V= f [yv.et.e¥ —y.e¥|dy = |V = (e—l)f (y.e”)dy| (1).
0 0

2
dy = f [(y.e™) — (y.e0)]dy =

2
Vamos calcular J;J V. eydy utilizando a integracio por partes.

i =e’=[FfO)=e"]e g =y=[g () =1]

ff’(y)-g(y)dy=f(y)-g(y) —ff(y)-g’(y)dy
f(y.ey)dy= ey.y—fey.ldy: f(y.ey)dy =e¥(y — 1)}

Substituindo em (1):

2

V=(— 1)[2(y.e3’)dy =(e—1).e¥(y — 1)] =(e—1).[e2(2—1)—e’(0—1)]=>
0

0

V=_e—1D[e2+ D] =|V=e5—eZ+e—1]

Assim, o volume solicitado é V = e® — e? + e — 1 unidades de volume.
Como a funcdo é continua no retangulo, vale o teorema de Fubini. Vamos mostrar que

invertendo a ordem de integracdo o resultado é o mesmo.
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i o
V:f f (y.e*t¥ ) dydx
o Jo

Atente-se a inversiol |

7
Calculando J; y. ex+ydy utilizando a integragdo por partes, temos:
P =T s fy) =2
glyy=y=>gy=1
f Fgdy = F).90) — ff(y)-g’(y)dy

J’(y.ey)dy = y.e*ty — J’ etV 1dy = J’(y. e¥)dy = y.eXtY — Xty

2 2
V= f [v.et.e” —y.e¥]dy = |V = (e— l)f (v.e¥)dy| (1).
a a

Substituindo no calculo do volume inicial, encontramos
2

1 2 1
V:f f (y.ex*'y)dydx:f y.e¥tY — p¥+V | dx =
0 0 0

g
2
1 1
E= f (2.eXt2 — X +2) — (0. ¥+ — e’“’”)] d% = f (e**t? + e®)dx =
0 0

0
1

V=(e**2+e*)| =[V=e3—-e2+e—1]

Figura 24.1.2.3 Figura 24.1.2.4

Um caso particular pode ser aplicado se a funcdo f{x,y) puder ser escrita como
um produto de duas fungBes separadas de x e y, ou seja, se f(x,y) = g(x).h(y),
temos:
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a rb b d Férmula simples de demonstrar,
f f Flx,y)dxdy = f g(x)dx f h(y)dy. basta ver que h(y) é constante
[ [] [2] C

na primeira integrac#o.

O exemplo anterior poderia ter sido resolvido utilizando duas integrais simples:

V= fzfl(y.ex"'y) dxdy = fzfl(y.ey.ex) dxdy = fzy.eydy.flexdx.
(3] 0 ] (3] 0 0

Importante ressaltar que o significado da integral dupla como o volume V de
um sélido que esta acima de R e abaixo de f, aplica-se somente quando f(x,y¥) = 0
(s6lido acima do plano xy) como nos exemplos anteriores.

Caso o sdlido tenha partes em que f(x,y) =20 e f(x,y) < 0 dentro do retédngulo
R, o resultado da integral dupla sera a contabilizagdo dos volumes (positivos com
negativos). Em todo o caso, o teorema de Fubini continua vdlido para o cdlculo das

integrais duplas, desde que a fungdo f seja continua no retangulo R.

30 exemplo: Calcule o valor das integrais iteradas a seqguir.

a) J:j:(—x—y—l—l)dydx

Solugado: Devemos integrar parcialmente em relacio a y.

1 1 1 y? 1 it 12
f f (—x—y+1)dydx=f (—xy———l—y)] dx=f (—x.l——+1)dx=>
o Jo 0 2 o 0 2

[+ Dan={ -2 8] - 242 q
o% B & B Bh, B B -

Agora, vamos integrar parcialmente em relacio a x e em seguida em relacdo a y, para

mostrar que vale o teorema de Fubini.
1

1 e 1 2 1 12
f J(—x—y+1)dxdy=f S et e o dy=f ———y.1+1]dy=
o Jo 0 - 0 0 E

fl SRS, [PRRE  WB s P e L gag
0(23’)3’_223’0_22_'

A func¢io f(x,y) = —x — y +1 é um plano que esta representado na figura 24.1.2.5.
Por essa figura, é imediato que 0 ndo é o volume do sélido limitado pela regido R, o plano
xy e a funcido f(x,y), e sim, uma contabilizacio de volumes negativos e positivos nessa
regido (veja na figura a parte de azul: positiva e a parte de vermelha: negativa — abaixo do
plano xy). Para essa certeza, use a formula do volume de pirdmides e veja que a piramide

azul e a pirAmide vermelha da figura 24.1.2.5 sfdo congruentes.

b)f_l1 foz(y2 — x)dx dy

Solucgao: Segundo a ordem apresentada, devemos integrar parcialmente em relacdo
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[ ot [ fpa ] e [ Bl
y g L V= | 5 ¥ 2 Y
f(Zy —Z)dy(zy Zy)] =2;3 2.1—(@—2.(—1)):

-1

2 2 8 L e 8
——2+——2=——2f f (3% — x)dedy=—=|
3 L 3

O valor negativo da integral dupla é justificado pela fato da superficie f(x,y) = y* — x

ter maior parte compreendida, dentro da regidao R, abaixo do plano xy. Ver figura 24.1.2.6.

Figura 24.1.2.5 Figura 24.1.2.6

Dica de integracao: Uma vez observado que o teorema de Fubini se aplica,
verifique qual a ordem de integracao fornece integrais mais simples. Nos exercicios
a seguir, ha integrais duplas que sdo mais simples e faceis de calcular integrando
primeiro em relacdo a x e ha casos, que é preferivel integrar primeiro em relacdo a

y.

EXERCICIOS 24.1

1) Calcule as integrais duplas utilizando uma ordem de integragdo
conveniente.

of [ csx— 2y as o[ [ o senprin i
0 [ ey az of." [} osenody ax

N ol [l axas

af [ x - yoaxay mJ, [ e dxay
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i)j;)JI flz x. sen(xy) dx dy )f f ( ) dy dx
x+y

1 hid
] (v + x)dxd L2
J)fo j;) CSOR (F + ) U% Oy I)J;) J;] y?. sen(xy) dy dx

2) Calcule as integrais duplas:

1 p1 T o2
a)j;) j;) (x + »). g dy c)J;) fi xy. cos(xy) dy dx

2 p1 1 pl
b)f1 J;J xyex+y dx dy d)j; j;] xy\x* + y>dydx

3) Use a integral dupla para calcular o volume do seguintes sélidos e em

seguida visualize-os no software geogebra.

a) O sdlido sob o plano z= —2x+3y + 5 e acima do retdngulo R = {(x,y) €
RI0<x<1,0<y<1}

b)O sélido sob a superficie f(x,¥) = —y> + 2 e acima do retdngulo R = {(x,y) €
R —1<x<1-1<y<1}L

¢) O sélido sob a superficie f(x,y) =9 — 2x? — 2y? e acima do retdngulo R =
{(x,MER? | —1=<x<1,—-1<y<1}

d)O sélido sob a superficie f(x,v) = xseny e acima do retdngulo R = {(x,y) €
]R{2|0<x< 0<y<4}

e)O sdlido sob a superficie f(x,y)z% e acima do retdngulo R = {(x,y) €

RI1l<x<e0<y<2})
f)O sélido sob a superficie f(x,y) =9 — x? limitado pelo primeiro octante e

pelo plano y = 4}.

1 1
4)Expligue por que o valor da integral f f (x* + ¥)dy dx ndo representa o
-1 % -1

volume do sdlido limitado superiormente pela superficie f(x,y)=x>+y e

lateralmente pelo retdngulo R ={{x,y) ER}| -1 <x=<1,—1=<y <1}

5) Calcule: f f T dxdy f f dy dx e explique por que o
0 (x+Y)3 0 (X+y)3

teorema de Fubini ndo se aplica. Dica: use a substituigdo u = x + y.
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24.1.3. Integrais duplas em regides gerais

O calculo de integrais duplas em regides gerais pode ser complicado e exigir
conhecimentos de niveis avancados de calculo integral. Por isso, neste estudo,
limitaremos nosso escopo ao calculo de integrais duplas em apenas duas regides
nao retangulares, que denominaremos de regido tipo I e tipo II.

Definicdo 24.1.3.1: Seja uma fungdo f continua em uma regido R ndo
retangular, denominamos de:

¢ Regido tipo I: Uma regido limitada a esquerda e a direita por retas verticais
x=a e x=>b, e limitada superiormente e inferiormente por curvas continuas
y =g-(x) e y =g,(x), dentro do intervalo [a, b], consoante a figura 24.1.3.1. Neste
caso, a integral dupla sera dada por:

b g, As funcodes do

_ intervalo de y

ff f(x,y)dA = f f f(x,y)dy dx devem estar em
£ a Jg,(x) funcio de x.

¢ Regido tipo II: Uma regido limitada a esquerda e a direita, por curvas
continuas x =h,(y) e x =h,(y), dentro do intervalo [c,d], e superiormente e
inferiormente, por retas horizontais y =d e y = ¢, conforme a figura 24.1.3.2. Neste
caso, a integral dupla sera dada por:

e ) As fungdes do
20, intervalo de x
f(x,y)dA = f(x,y)dxdy devem estar em
g ¢ Yhi( fungéo de y.
4 Y
5 y = ga(z)
3 df-mm-mmgrmmmmaneeaes
: E z = hi(y), R x = ha(y)
|
| I
| y = g1(x) ] o
a b
Figura 24.1.3.1 Figura 24.1.3.2

Em ambos os casos, a integral dupla representard o volume se f(x,y)=0 e
uma contabilizagdo de volumes caso ocorra f(x,y) =0 e f(x,y) < 0 dentro da regido
R.
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Exemplo: Vimos anteriormente que o volume do sélido dado pela integral
1 1
dupla J:) J;) (—x — y + 1)dy dx foi nulo. Vamos mostrar que os volumes dos sélidos

que estdo na parte superior e na parte inferior ao plano xy, da figura 24.1.3.3, séo

iguais.

Solugao: Inicialmente devemos estabelecer que
fungdes serdo limites para a regido R. Para o volume da
parte do superior V,, trataremos a regido R como sendo
do tipo I, ou seja, limitada inferiormente por y =0,
superiormente por y = —x + 1 e lateralmente porx =0 e

x = 1. Veja a figura 24.1.3.4.

Assim:
Figura 24.13.3
b gz(x) 1l y=—x+1
V1=f f f(x,y)dydx=f f (—x—vy+ Ddydx =
a Y gq(x) 0 Yy=0
1 4 y=—x+1 1 2
—x+ 1
f —xy—y—+y dx:f —x(—x+1)——( ) +(—x+1) )dx =
0 2 o 2
»=0
T A — il Hf e — Bl = pP P = Lo— 2 T
x4 —=—x———x+1|dx = dx =
0 2 0 2
i x2—2x+1 L/x2 —2x+1 Ly 1
x*—x————x+1)dx = —_—dx = ——x+=]dx =
o 2 o 2 g L2 2
1
x_g_ﬁ f :l =|v :E UV Use os conhecimentos sobre geometria espacial
6 2 2 5 6 1 6 (pirAmides) e confirme o valor desse volume.

Para o volume da parte do inferior V,, trataremos a regido R como tipo I também, isto
é, limitada inferiormente por y = —x + 1 e superiormente por y = 0. Veja a figura 24.1.3.5.

Dessa maneira:

i y=1 1
szf f (—x—y+1dydx=|V, = —— u.v|
0 Jy=—x+1 6

Note que tanto a regido R de V; quanto a de /5, pode ser tratada como uma regido do
tipo 1I. A seguir estdo as integrais jd montadas, utilizando uma regido do tipo II. Calcule

essas integrais e compare com os resultados anteriores.

AL x=—y+1 a1 x=0
Vlzf J (—x—y+ 1lydxdy|e |V; = f (=% &+ Lydxily|
0

x=0 (o] x=—y+1
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[

0| =+— =« —_— 1 0

Figura 24.13.4 Figura 24.1.3.5

2° exemplo: Determine o volume do sélido que estd abaixo da superficie
f(x,y) = —x2—vy2 —2xy + 4 e acima da regido R do plano xy limitada pelas fungdes
y=x>ey=nx.
Solugao: Vamos encontrar os limites dos intervalos na regiao R.
x=0=>y=0
x}=x =2x—a2=0=>x(x*—-1)=0 :{x=12y=1 E
og — L= g =11
Adotando a regido como do tipo I, conforme a figura 24.1.3.6, devemos observar que

as fungbes y =x* e y =x trocam de posi¢do no intervalo [-1,1]. Portanto, devemos

calcular duas integrais separadamente.

- A primeira integral tera intervalo y = [x,x?], intervalo x = [-1,0] e o volume sera
dado por:

b rga(x) 0 py=x*
Vi :f f f(x,y)dydxzf f (—x? —y? —2xy + 4)dy dx =
a 7 gq1(x) —1Jy=x

o] y3 y=x
125 = (—xzy—?—y2x+4y)] dx =
- —_
0 o 3Y3 4B
Vi :f (—xz.x3 — ( 3) — (3% x+ 4—.x3) — (—xz.x S ua x?.x+ 4x) dx
-1
0 x9 x3
W = (—xs—?—x7+4.x3>—(—x3—?—x3+4x)dx
a e 19x3 20 2B x®  19x% 5
¥y = ———x" x5+ 3 —Adx)ldx={—"—————+ — 2x%
—~1

30 8 & 12
0'° 08 0° 19.0% J
Vi=l-——=————+——-20

30 8 6 12

(—1)* =1)* (—1)* 18.(—13* .
_(_ 30 8 6 12 _2(_1))

1 11,19 N _ [, _89
= = 5.
) 1= 720 Y

- A segunda integral tera intervalo y = [x3, x], intervalo x = [0,1] e o volume sera
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dado por:

gz(x) 1 ry=x
v, —f f f(x,y)dydx:f f (—x? —y? —2xy +4)dydx >
g1(x) 0: Hnp=n®

3 y=x
Vz—f ( xy—?—y x+4y>] dx =
y=x3

333
Vz—f ( 2 x—?—x x+4x) (—xz.x3—%—(x3)2.x+4.x3>dx
e
szf ( ———x +4x> (—xs—?—x7+4.x3)dx
. 19x7F
V, = —l—x e — 3 + 4x | dx
0

w0 B 56 19wt : 89
Vy={—+—4+————+2x2 =V, =—uv
0

30 8 6 12 120
Resposta:
89 89 89
V= m +m =|V = a u. v

Importante: Uma vez observado que os volumes sao iguais (veja na figura 24.1.3.7),

bastava calcular um volume apenas e multiplicar por 2. Como resultado dessa constatacao,

temos que:

y=x
f f (—x? —y? — 2xy + A)dy dx = 0. Por que?
—1Jy=x?
1 ——————

|

I

x I

1

- %

1
T

1 1
1
1
1
1

______ =1
Figura 24.1.3.6 Figura 24.1.3.7

3% exemplo: Determine o volume do sdélido limitado superiormente por z =

x + y + 8, inferiormente por z =%+ 2 e lateralmente pelas superficies definida pelo

contorno da regido R limitada pelas fungdes y =x% e y = —x? + 8.
Solugao: Vamos encontrar os limites dos intervalos na regidao R.
x=2=>y=4

P —B S = 4 Ver figura 24.1.3.8.

x2=—x24+8=22x2=8= x=+42 :>{
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Observando a figura 24.1.3.9, podemos calcular o volume V; do sélido compreendido

entre a regido R e o plano z; = x + y + 8. Depois, calcular o volume V, do sdlido
compreendido entre a regido R e o plano z, = % + 2. O volume do sélido sera a diferenca

V =V, —V,, ou seja:

2 ~—x°+8 2 ~—x2+8 v
sz f (% -+ +8)dydx — f f (=+ 2)dy dx.
—2Jx? —2Jx? 2

Porém, utilizaremos uma propriedade de integrais duplas (que sera ratificada a
seguir) em que a diferenca de integrais duplas é igual a integral dupla da diferenca, da

seguinte forma:

b rgs(x) 2 —x2+8 y
sz f (Zl—zz)dydxzf f (x+y+8—(—+2))dydx:
a Y g.i(x) —2 7 x? 2

2 r—x2+8 y 2 y?2 —x%+8
f f (x+5+6)dydx:j (xy+7+6y)] dx =
—2Jx? -2 e

f [(x(—x2 +8) +ﬂ +6(—x%+ 8)) — (x(xz) + ) -+ 6(x2))] dx =
-2

4 4

2 2 x* — 16x% + 64 e o B =
f = +8x+#—6x +48 ) —{ x +T+6x dr=
-

2 ft P
f (Z—x3—2x2+8x+64—x3—7—6x2)dx=>
—2

2

x% 16x3
+ 4x? + 64x =

2
f (—2x% — 16x2 + 8x + 64)dx = (—— —
—i2

2 "3 »
24 16.23 (—2)*  16(—2)3
A 4.4, B g =1 = = + ATV Bl =2 | =
F 3 Z 3
128 128 256 512
V=—8-"+ 16+128—(—8+T+ 16—128) =2 +256 |V =" uv|

N == - = - =

T~
1

O R,

Figura 24.1.3.8 Figura 24.1.3.9
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24.1.4. Propriedades das integrais duplas

Se todas as integrais envolvidas existem em uma regido R, valem as seguintes

propriedades (usamos a notagdo dA = dxdy ou dydx):

Propriedade 1: ff[f(x,y) + g(x,yv)ldAa = fj f(x,y)dAifJg(x,y)dA.
R R

R

Propriedade 2: parac e R = fj c. f(x,y)dA = cfj [ (x,y)dA)
R R

Propriedade 3:se f(x,y) = g(x,y) = ff [(x,yv)dA = fjg(x,y)dA.
R R

Propriedade 4:se R = R, U R,,entdo:

Hf(x,y)dA=Rj!f(x,y)dA+gf(x,y)dA.

R

Propriedade 5:s¢e f(x,y) = 1,entdo a area da regiio R é dada por:

A=_£f1dA.

Exemplo: Calcule a drea limitada pelas fungdes x = y* e x = —y* + 2 no plano

yx, utilizando a propriedade 5.
Solucgao: Utilizando a propriedade 5, podemos calcular a area da seguinte forma:

A=£f 1dA.

y=1=x=1

s exg =1 ver figura 24.1.4.1.

y2=—y*+2 =y4+y2—2=0={

Para utilizar a regido como do tipo 1, terfamos que dividir a regiao R em duas regides:
R, e R;, uma vez que a funcio inferior e superior ndo é a mesma no intervalo [0,2]. Veja a

figura 21.1.4.2. Ap6s isso, ainda seria necessario aplicar a propriedade 4 e calcular:

Lol 2 R Calcule A
B alcule A e compare
A= f f 1dy dx +f f . 1dydx. com o resultado a
0 J—Vx 1 ~—v2—x seguir.
Ry Ra

Porém, ao utilizar a regido como do tipo II, o calculo é mais simples, uma vez que a
func¢do que limita a esquerda e a direita, € a mesma, respectivamente. Veja a figura 21.1.4.3.

Logo:
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b rhy(y) 1 r—y*+2
A= f f 1dy dx :f f 1dxdy =
a Yhi(y) =1 432

1 y5 y3 &
A:f (—y4+2—y2)dy:(—?+2y+—?)]
- -

A L + 2 L3 2 . A e
=—= ———= —=>2A=— u.al
B g B 3 15
\
1
T =1y’ E z=-y*+2
0 1 3
A .
/
Figura 24.1.4.1 Figura 24.1.4.2
Yy
—
1
Vi, -l P ——
z =y : z=—y*+2 E
! : y=x |
; i
; x
/2
Figura 24.1.4.3 Figura 24.1.4.4

Em alguns casos, € vidvel alterar a ordem de integragdo de uma integral dupla,
quando a solucdo na ordem apresentada ndo for possivel, ou seja, quando a integral

nao possuir fungdo primitiva elementar.

Vr/2 pNr/2
Exemplo: Calcular a integral J;) f cos(yHdy dx.
X

Vr/2
x

Solugao: A integral cos(y®)dy nao possui primitiva elementar. Porém,

alterando a ordem de integracao, conforme figura 24.1.4.4, encontramos

S TEf2 1

N2 Y JI/2 2 2
f f cos(yHdxdy = f cos(y®).y.dy = senz(y ) = senz(y ) e
0 o o
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I EXERCICIOS 24.2 I

1)Calcule as integrais duplas mudando a ordem de integragao quando achar

conveniente.

1 px? 1 1 2
2)/2 4 X

a)J;) j:) (x — 2y)dy dx d)f(\/—)/ fn/ xdx dy Q)J; f e dxdy

i 0 arcseny Y

X

o[ [ - yyay ax ¥ 1 Vo (Ve

0 Jy? e) —dy dx h) senx“dx dy

3, 0
0 Y0 x*t1 y

0 y®
c f f xydx d e rinx NeNE
? -2 Y4y ¥ ¥ f)f1 j; xdy dx f)j;) ; EX/ydy dx

2) Calcule as integrais duplas de acordo com cada regido R:

a) ff (x*y)dA, onde R é limitada pelo quadrado de vértices: (0,0), (0,1) e (1,0).
R

b) ff (xy)dA,onde R é limitada pelo tridngulo de vértices: (0,0),(0,1) e (1,0).
R

c) ff (2x —y)dA, onde R é limitada pelo circulo de centro na origem e raio 1.
R

d) jf(xz —2y)dA,onde R é limitadapor y = —Vxex = y2
R

3) Determine o volume de cada sélido.
a) Abaixo do plano 2x — z =0 e acima da regido limitada por y = 2x e y = x7.
b)Abaixo da superficie z = 2x — y? e acima da regido limitada porx =2 e x =
y*/2.
c)Abaixo do plano z =y, acima do plano xy e limitado lateralmente pela
regidio R compreendida entre a reta y = —x + 1 e a circunferéncia y* + x? = 1.
d)Limitado lateralmente pelo cilindro x2 + y2 = 4 e pelos planos coordenados
no primeiro octante e superiormente pelo plano x = z.
4)Determine o volume do sélido limitado pelos planos z = %x —%y +lez=x—

vy + 2 e lateralmente pelas superficies definida pelo contorno da regido R limitada

pelas fungbes y =x* e y = x.

5)Determine o volume do tetraedro limitado pelo plano z=—-3x—-2y+6
formado no 19 octante.

6)Determine o volume do tetraedro limitado pelos planocs z = —x — 2y + 2, x =

2y, x =0e z=0.
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24.1.5. Integrais duplas em coordenadas polares

Até o presente momento, estudamos a representacdo de fungdes em sistemas
de coordenadas cartesianas, também conhecido como sistemas de coordenadas
retangulares. Nesta subsecao, veremos uma aplicagdao de um sistema de
coordenadas diferente, denominado de sistema de coordenadas polares. Este
sistema de coordenadas, criado por Issac Newton (1643-1727), pode ser, em
algumas ocasides, mais conveniente e pratico do que o sistema de coordenadas
retangulares convencional.

O sistema de coordenadas polares consiste em um ponto do plano,
denominado de polo (ou origem) e um eixo horizontal para direita (correspondente
ao eixo x positivo tradicional) denominado de eixo polar. Um ponto P qualquer do
plano é representado pelo par ordenado (r, 8), onde r é a distdncia de O até P e 6
o dngulo (geralmente medido em radianos) entre o eixo polar e o segmento OP (ver
figura 24.1.5.1). Nesse sistema, r e 8 sao denominados de coordenadas polares do
ponto P, e o angulo 9, por convengdo, tem seu valor positivo no sentido anti-horario
e negativo no sentido horario.

Qualquer ponto P do sistema de coordenadas retangulares convencional tem
sua representagdo no plano de coordenas polares, isto é, qualquer par (x,y) de um
sistema tem seu representante (r,0) de outro (e vice-versa). Ver figura 24.1.5.2.

A relagdo entre os dois sistemas é dado por:

x =7r.cos 0,y =r.senf er? = x* +y*

P(r,0) Y
T P=(r,0)=(z,y)
I
1
i
. | Y
I
@ eixo polar & 0 [—;
o T z
Figura 24.1.5.1 Figura 24.1.5.2

O ponto (4,%) em coordenadas polares, por exemplo, representa o ponto

(2,2+/3) no sistema de coordenadas cartesianas, pois:

x=r.cosH=4.cos% =2

y=r.sen 8 = 4.sen% = 2+/3.
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A resolucdo de integrais duplas em algumas regides R em formas de circulos
ou elipses é mais facil utilizando o sistema de coordenadas polares. Para isso é
preciso fazer a mudancga (ou transformacdo) de um sistema de coordenadas para
outro.

Porém, essa transformacgdo de um sistema de coordenadas para outro, implica
na alteragao da regiao de integracao da integral, seja ela, integral simples, dupla
ou tripla (que veremos adiante) e, consequentemente, um fator de correcao precisa
ser aplicado. A esse fator de correcdo denominamos de Jacobiano?*.

Vimos na secdo 21.4.1, por exemplo, que o método da substituicdo nas
integrais simples é dado por

b da d d
f f(x)dx=f f(g(u)).g'(u)du=f F(gG). .

Assim sendo, o fator de corregao (ou o jacobiano da transformagao) da

- , dx
mudancga de uma variavel de x para u e o

Para correcdo de uma transformacdo com duas varidveis, o jacobiano é dado
pela definicdo a seguir.

Definicdo 24.1.5.1: O jacobiano da transformacgdo T dada por x =g(u,v) e
y = h(u,v) € o determinante de:
dx dx
du dv
dy dy|
du dv
Nas integrais duplas especificamente, estamos interessados em aplicar uma
transformacao (T) de uma regiao R retangular para uma regiao S polar, consoante
a figura a seguir.

¥ 0
0= =b -
B8 r T B
R
S
r=a 0=«
A N n
(87 xr 1 1
0 0 a b
Figura 24.1.5.3

2 O fator de corregdo recebe o nome de jacobiano em homenagem ao matematico alemao Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851). Jacobi usou derivadas

(parciais) como fator de corre¢do de mudanga de coordenadas em integrais multiplas.
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Isso posto, sendo x =r1r.cos 8,y =r.senf er? =x? +y?*, o fator de correcdo

dessa transformacao é:

dx dx dx dx
du dv dr dé _|cos @ —r.sen@
dy dy dy dy sen@ r.cos@
du dvl ldr dé

| =7.(cos*0 + sen?0) =r.

Portanto, a mudanca para coordenadas polares em uma integral dupla,
para uma fungdo f(x,y) continua no retangulo polar R, dado por 0 <a<r <b e
a<0<pO0<p—a=<2n), é dado por:

ff f(x,y)dA = fﬁfbf(rcose, rsen@).r.dr d@
i a Ja

A férmula acima nos diz que para mudar uma integral dupla de coordenadas
cartesianas para coordenas polares, devemos substituir x por r.cos8, y por r.sen8,
dA por r.dr.df@ (ndao esqueca do jacobiano r) e os intervalos de integracdo porr e
6 adequados, observando que 0 <a<r <bea<8<pO0Zp—a<2m).

Como exemplos de aplicacdao, observe como deve ser os intervalos de
integragao da regiao R das figuras 24.1.5.4 e 24.1.5.5.

z2+y2=4
R
0<r<2e0<6<2n 2<r<3el0<cf=<smn/2
Figura 24.1.5.4 Figura 24.1.5.5

Exemplo: Vamos calcular o volume de um cilindro de raio a e altura h,
aplicando a definicdo de integral dupla e utilizando ambas as coordenadas.
a) Utilizando as coordenadas retangulares (cartesianas)
Solugado: O volume desse cilindro pode ser calculado, considerando a regido R
limitada pela funcdo x? + y? = a? e o sélido com altura limitada por um plano z = h,
conforme as figuras 24.1.5.6 e 24.1.5.7.

Devemos considerar ainda, por simplicidade, apenas a parte positiva da regido R,

limitada superiormente por y =+/a? — x? e inferiormente por y = 0 no intervalo —a <

x=a.
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Assim, o volume sera a metade, conforme a seguir.

v b rgs(x) a ry=Ja?-x* a
E:f f f(x,y)dydxzj f hdydxz)f hy/a? — x?dx

a 7 g.(x) —aJy=0 —a
Aplicando a substituicdo trigonométrica, temos: x = a.sen@, entdo dx = acos0d0. Os

intervalos passam a ser 8 = —% el = %, substituindo na integral:
v o[z z Z 1+ cos20
- = J‘z hacos0(acos0)dO = h. azfz co0s%0d6 = h. azfz S i =
2 I i 70 2
Z
v 1 20\1Z
7
gonatlge s S]] =cnat B G aFem]
2 2 4 -z 4 4
A=
y=+/a2—a?

€T

Figura 24.1.5.6 Figura 24.1.5.7

b) Utilizando as coordenadas polares.
Solugao: Mudando para coordenadas polares, temos que 0 <r <a e 0 <0 <2rx

(considerando toda a regido R da figura 24.1.5.7 — e ndo a metade).
a

B rb 2T ra 27 S he2
|4 :f f f(rcos8,rsenB).r.drdg = f f hr.drd0 = f (—) do =
a Ja o Jo 0 2

(0]
2

2E ha” ha?0
V= f do=(— = [V = ma?h]
0

2

0]
Notadamente, a solugdo utilizando as coordenadas polares foi mais pratica.
2° exemplo: Vamos calcular o volume de um sélido gerado pelo paraboloide
0 z=9—x? —y? acima do plano xy.
0 sodlido esta figura 24.1.5.8. A regido R no plano xy serd uma

Solugao:
circunferéncia de raio 3 e centro (0, 0), conforme a figura 24.1.5.9. Assim: 0<r <3 e

0=<0=<2m.
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B b
V= [ f f(rcos@,rsen@).r.drdf =
a a

271 3
V= f f (9 — (r.cos@)? — (r.sen@®)?).r.dr d6 =
o Jo

3

25 3 27 97,.2 .r.4
sz f (9r—r3).drd6=f —— | do=
o Jo 0 2 4

0

V_f2"81d6_ 81.0 ]2”:> ,_81r
_04_(4)0 - uv|

Se utilizassemos as coordenadas cartesianas teriamos que resolver:
3 V9%
V= f f (9 —x2 —yHdydx.
=B =9

0O que nao é uma tarefa facil.

Figura 24.1.5.9

Figura 24.1.5.8

3° exemplo: Determine o volume de um sdlido que estd sob o paraboloide
zZ =4 — x?* — y? e dentro do cilindro x* + y? = 2x.
Solugao: O sélido esta na figura 24.1.5.10. Como o cilindro em questido nao estia na

origem, devemos encontrar o raio e as coordenadas do centro desse cilindro. Completando

quadrados, temos:

xZ+y?=2x = x*+4+y*—2x+1—1=0 2|(x—1)2+y2=1|.

Aregido R é, portanto, uma circunferéncia de raio 1 e centro (1, 0), conforme a figura
24.1.5.11.
Como a circunferéncia nao esta na origem, devemos substituir x e y, respectivamente,

por rcos@ e rsen@ na equacao do cilindro, e isso nos da:
2 2, 2 % 2 =10
x%2+y? =2x= (rcosd)? + (rsen0)* = 2rcos0 = r* = 2rcos0 = {r — 9c0sO

Dessa forma, 0 < r < 2cos0, —% =0< % e o volume é dado por:
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B b
V= f f f(rcos6,rsenB).r.dr dfé =
a a

% 2cos0
¥= f n_f (4 — (r.cos8)? — (r.sen6)?).r.drdb =
-ZJo
Z

g0 T
> 2cos@ > 2cos@
sz f (4—r2).r.drd9:f f (4r —r*).drdo =
=ZJg =Ly
2 2

A 4 2cos@ I
2 o 7 5 4
= 2r° — — dg = 8cos“8 — 4cos*0dl =
T 4 ) ) -z
) 2z

1+ cos260 1+ cos26 3
8(—F—)-4(

2 T
5 ) do = f n4(1 + c0s20) — (1 + cos20)?do

V=

NERRE!

2

E T
2

V= f A+ 4cos20 —1—2c0s20 — c0s?260d0 = f

2

2 1+ cos46
3+2c0526—(—)
1 2
3

T s

V=304+ 28 8 sen461z _ 6+ 28 sen481z

o sen 2 8 ]_E_ 2 sen 8 ]_E

2 )

51 5 5
v=2C+0 _0_(_T+0 —0): v="2uv

Figura 24.1.5.10 Figura 24.1.5.11
Uma solugdo alternativa para esse exemplo pode ser viavel utilizando
coordenadas polares nao centradas na origem.

as
Se a regiao R for uma circunferéncia ndo centrada na origem, utiliza-se:

x=xg+71.cos0,y=y,+r.senf er? = (x—x9)%+ (y — yg)?
Se a

regido R for uma elipse ndo centrada na origem, utiliza-se:

X =xg+a.r.cos 8,y =y, + b.r.senf e

(x — xo)z

a?

+ (y—y0)? _

1

b2
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Vamos ao calculo do fator de corregdo (jacobiano) para a elipse:

dx dx dx dx
du dv|_|dr d8|_|a.cos@ —a.r.sen@

dy dy| |dy dy| lb.sen® b.r.cos@
du dvl Idr do
E para a circunfer&ncia o jacobiano é r (verifique!).

| = abr.{(cos’0 + sen’9) = abr.

Vamos resolver o exemplo anterior.

x=1+71r.cos8 =[x= 1+ r.cos8 |

y=0+r.5em0 =[=rsen? |

Substituindo esses valores e os intervalos tradicionais: 0 <r <1, 0 < @ < 2x, temos

Solugao: {

B b
% =f f f(1+ cos 8,sen8).r.dr d0 =
[24 a
21 1
V= f f [4— (1+ r.cos@)? — (r.sen@)?].r.dr d6 =
o Jo
2m p1
V= f f [4 — (1 + 2rcosf + r’cos®8 + r’sen’8)].r.drd8 =
o Jo

2m

2 p1 1
V= f f [3—2rcos8 —r?l.r.drdf = f f [3r — 2r%cos8 — r3]l.dr df8 =
o Ja o Jo

27 3,2 243 4 1 2 5 o
V= — —_— 8 ——| df = (——— 0)d8=>
fo > 3 cos 4]0 fo 2 3COS

vV . = |V . 3
sen T u. v

—4y?— (x—1) . . -
4° exemplo: Calcule ffR (e )dxdy, onde R é uma elipse de equagdo

2 | (x—1%
5ottt

Solugao: 0 centro da elipse é (1,0), eixo maior é a = 2 e eixo menor é b = 1. Como

1.

a elipse ndo estd centrada na origem, podemos utilizar x = xq +a.r.cos@ ey = yg +
b.r.sen@ ao transformar em coordenadas polares. Isto é,

x=1+2.r.cosf0 e y=0+1.r.senf = [x =1+ 2rcosf] e|y = rsend|

Vamos substituir essas expressfes na equacio da elipse para encontrar a variacdo do

raio r:
2 x —1)2 rsenf)? 1+ 2rcosB —1)?
W2, -7 Gsend)® .
1 4 1 4
4r?sen?6 + 4r’cos*@

i =1= r2(sen?d +cos20) = 1= [r = 1| (parar > 0)
Nesse interim, e de acordo com a regifo de integracio na figura 24.5.1.12, temos 0 <

r<le0=<8<2n. Logo:
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ﬂ(e—‘*y —C=D*ydxdy = f f G =, dxdy =

a. b‘rd‘rde

27 1 27
f f —4(rsen@)2—(142r cos 6—1)2 1ot dr-d® _f f —4r2sen?@—471°cos?2 0 2r.drdo =

(o]
27 _4T _e—4r2 1 - 2] _ p—4 - 1—e%
2l = de = —_—d =7
4 |, s 4 2

o4
Use o método da f (e—4y2—(x—1)2)dxdy — 1—e .|
substituigio 2

Esse resultado representa o sélido destacado na figura 24.5.1.13.

(1,0) @

i

e
N

Figura 24.1.5.12

Figura 24.1.5.13

Observe no exemplo anterior, que é invidvel utilizar o método tradicional (com
coordenadas polares na origem). Pois, qual seria o intervalo do raio r na figura
24.1.5.12 para este caso? E além disso, veja que a fungdo do integrando

(e“*yz‘(x‘l)z) ficaria ainda mais complexa ao substituir x e y pelos tradicionais r.cos 0
e r.send.

Por outro lado, existem integrais duplas em que essa complexidade no intervalo
ou na fungdo do integrando pode também surgir ao usar o método alternativo (com
coordenadas polares ndao centradas na origem). Observe que a solugao do 3°©

1
{x2+y?

exemplo anterior, ndo seria tao simples se o integrando fosse z = , pois

teriamos que resolver:

2 1
V= f f r.drdg.
o Jo [\/(1 + 1r.cos0)? + (r.sen@)z]

Nesse desfecho, seja qual for o método escolhido, devemos sempre analisar as
consequéncias dessa escolha, seja no intervalo ou na fungdo do integrando da
integral dupla.
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EXERCICIOS 24.3

1)Calcule as integrais duplas utilizando as coordenadas polares.

a)f fv/i * Py d d) f3 I;Zexz+yzdydx

b)fzzf j;(xyZ)dx dy e) fos fjmsen(xz + y3dy dx
7 = Y

of fom [x2 +y7ay ax nf" f;zw +y2)dy dx

2)Calcule as integrais duplas a seqguir utilizando ambas as coordenadas
retangulares e polares.

a) foafi/ryz(xyz)dx dy b) foagfw(x)dx dy
y

3)Monte as integrais duplas utilizando as coordenadas polares centradas na
origem e também utilizando o método para ndo centradas na origem. Resolva a
integral dupla cujo método é o mais pratico.

) fl flmﬂcx +3)dy dx ) f [ __y::;y (—(x2x+ yz)) dxdy
1 ~Jy—37 VexZ+2x+1
b) fo fo ()dx dy d)f fm+1(y)dydx

4)Calcule as integrais duplas, utilizando as coordenadas polares, de acordo
com cada regiao R.

a) ff x?dA,onde R é a metade superior do circulo na origem de raio 3.

b) ff v*> + 1dA,onde R é a regiio entre os circulos na origem de raio 1 e 2.

5 5 onde R é aregido do primeiro quadrante
c) cos(x? + y*) dA, 3 . ]
de um circulo na origem de raio 3.
R
onde R é aregtio limitada por um circulo na origem

deraioleasretasy = xex = 0 no 12 quadrante.

d) J] sen / (x? + y2)dA,
R

e) fj 1 dA,onde R é aregido entre os circulos na origem de raio 2 e 4,
xt+y no primeiro quadrante.
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onde R é aregido no 12 quadrante entre
i) ff 17 — x2— 32 dA, oscirculosnaorigem deraios1e4,
f aretay =+3xearetay=0.

g)ffﬁyz dA,onde R é aregidoentrex?* +y> < d4ex =1.
R

h) ff Y dA,onde R é aregiio dentro do circulo (x — 1)% + y2 =1e
R * fora do circule x* + y* = 1.

; X2 2
i) ff xydA; onde R é 0 12 quadrante da elipse ) + i/_6 =1
R

. x — 232 _ 12
J)ffydA»ondeRéaelipse( 2 ) +(y = J =1.
R

5)Calcule o volume do sélido acima do cone z = /xz—i—yz e abaixo da esfera
xZ+y24+z2=4.

6)Determine o volume do sélido abaixo da superficie z=—x?> —y? + 6 e acima
do plano z = 2.

7)Determine o volume de um sdélido que estd sob o cone z=2—/x*>+¥y° e
dentro do cilindro x* + y* = 2x.

-1y  (x—1)?
1

8)Calcule a area da elipse

= 1 utilizando integrais duplas.

9)Calcule o volume do sélido que estd sob o plano x+y+z=5 e limitado

2 x—1 2
lateralmente pela elipse % +%: 1.

10)Calcule o volume do sélido que estd acima do plano z=1/e e abaixo da

Y] TR SN,
superficie z =™ 7%,

11)Calcule o volume do sélido que estd dentro do cilindro eliptico 4x* + y* =
y2 .X'2 22
16, limitado superiormente pelo elipsoide 1B, +T+E= 5 e inferiormente pelo

plano xy.
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24.1.6. Integrais duplas no calculo de area de superficie

Nesta subsecdo, apresentaremos uma férmula para calculo de area de
superficies utilizando as integrais duplas.

Seja uma superficie dada pela fungdo f(x,y) limitada por uma regido R de seu
dominio, conforme a figura a seguir.

A area A dessa superficie é dada por:

f(@y) i

Exemplo: Vamos mostrar a area da superficie de uma esfera de raio a,
aplicando a férmula acima.

Solugdo: Seja uma esfera de fungio z? + y? + x? = a®. Considerando apenas o
hemisfério superior, temos z = /a? — x2 — y? e derivadas parciais iguais a:
of —x af —y

a_\/az—xz—y2 e@=1/a2—xz—y2

A area da superficie é dada por:

As af\* | (9f\?

e 1l s —) dA

| J +(5x) +55)

R
2 2
A —x —
7S:ff\]1+(/z 2 2) +(/2 _yz z) e
o ad—x< =7y as—x%—y

As—ff tpF g X dA—ff B
9 az—x2—y a?2—x2—y - az—x2—vy
R R

Ag 1
F-al| -
5 as —xc —y

A regiao R de integracdo é claramente uma circunferéncia de raio a. Aplicando as

coordenadas polares, dispomos de 0 <r <a, 0<60 <2n, x =1rcosf e y=rsend. E

assim, obtemos:

Ag 27 a r 21 a r
—=a .Tdrdﬁzaf f (—).drd6=>
2 fo fo (\/a2 — (rcosB)? — (rsenH)z) o Jo \WJaz-—1r?
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T

27 Zm 2
—af f( )drdé?—af (—Vaz —r )l e_a adf =
ot 4
S=af asss=ato| =%=2re=[A=ana]
2 5 2 2 :
0

20 exemplo: Encontre a drea da superficie da parte do paraboloide z = x? +

2 que esta abaixo do plano z = 4.

Solugdo:
Voo oyt [[ 10 (LY +(ZY ano
ax xeay_ ¥ 0 ax ay
R

ff\/1+(2x)2+(2y)2dA=> As=ﬂ\/1+(2x)z+(2y)sz

Aregido R é aintersecdo do paraboloide com o plano

projetada no plano xy (ver figuraaolado). Como z = x% + E

=7

E aregido R é, portanto, uma circunferéncia de raio 2

e centro (0, 0).

y2, isso implica em:

Aplicando as coordenadas polares em A,, temos: 0 <

r <2, 0<8<2r, x=rcosd e y=rsenf. E desse

modo:

2 2 2m 2
A, = af f 1+ (2rcos8 )2 + (2rsenB).rdrdf = f f V14+4r?. rdrdb.
o Jo o Jo

Utilizando a integracdo por substituigdo:

o= I4dr?=sdu=8rdr = dr= g—l?f Encontramos:
.\/_ u3/z
f \/1+4r2rdr—f ?

oo (PR AT fZﬂ(1+4.22)3/27 (14809808
% 1z | 2 2 i

0 0

AN 1 _w1nA7 1)
f ( 12)d9=> S—fua

Existem outras aplicagbes de integrais duplas em calculos de densidade, centro

de massa, momento de inércia e probabilidade. Pesquise!
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|| EXERCICIOS 24.4 |

1)Determine a area da superficie dos seguintes sélidos.

a) A parte do plano x+y+z =1 que estd acima do tridngulo de vértices:
(0,1), (1,0) e (0,0).

b) A parte do plano x +y+z =2 que esta dentro do cilindro x2 +y? =1,
c) A parte do paraboloide z =4 — x? — y? acima do plano xy.

d) A parte do paraboloide z =16 —x? — y? que estd entre os cilindros x? +

yZ=1ex?+y2=4.

e) A calota da esfera x? + y? + z2 = 25 que estd acima do plano z = 4.
2)Calcule a area da superficie total dos sdlidos das figuras a seguir.

r4
a) b) I 2y’ +22=18

z= a2+ y?

3)Utilize a integral dupla para demonstrar que a area lateral da superficie de

um cone cilindrico de raio a e geratriz g é dado por A, =T.a.g.

4)(ENADE MATEMATICA - 2014) Deseja-se pintar a area superficial (superficie
externa e lateral) de um equipamento em forma de um paraboloide, o qual pode
ser descrita pela equacdo z = x? + y?, situada na regido do espaco de coordenadas
cartesianas (x,y,z) dada pela equagdo z<9. Os eixos coordenados estado
dimensionados em metros e gasta-se um litro e meio de tinta a cada metro
quadrado de area da superficie a ser pintada.

A quantidade de tinta, em litros, necesséria para se pintar a superficie lateral

do monumento é dada pela integral dupla:

a) 4. f; fo‘/g__xz(x2 +y3dx dy d) 6. fon/z foa (\m) rdrdo
b) 6. f: fOJg__xQ(xz 3 dx dy e) 6. [Onlz fg (VI+ar?)rardo

/2 3
c) 4-.f f (\/ 1+ 47"2) rdrdg
0 0
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24.2. Integrais triplas

Assim como definimos a integral simples para fun¢gdes com uma variavel e a
integral dupla para func¢des de duas variaveis, podemos definir a integral tripla para
fungdes de trés variaveis. Porém, a regido de integracdo ndo sera mais um intervalo,
como nas integrais simples, ou uma area bidimensional, como nas integrais duplas,
mas sim uma regido B do espacgo tridimensional (um sélido).

Nessas circunstancias, considere uma caixa retangular disposta em um sistema
cartesiano tridimensional, conforme a figura a seguir. As arestas paralelas aos eixos
x, y e z podem ser representadas pelos intervalos |[a,b], [c,d] e [e f].
respectivamente. E cada intervalo pode ser ainda dividido em [, m e n subintervalos

iguais, pelo quais denominaremos de Ax, Ay e Az, também respectivamente.

Diante desse dados, para um ponto arbitrario (x*ijk,y* Z"; k) pertencente

ijk’

ao sdblido, temos a seguinte soma tripla de Riemann:

1 m n
z z Z f(X*ijk:y*ijk, Z*ijk) Ax. Ay. Az,

i=1 j=1k=1
E analogo ao que ocorre com as integrais duplas, a integral tripla pode ser
definida conforme a seguir.
Definigdo 24.2.1: A integral tripla de f numa caixa retangular B é dada pela

expressao a seguir, se o limite existir:

L Onde:
fﬂ Foyav =, lim > > D FOued g gt || sy anayas
B

i=1 j=1k=1

Nesse contexto, ao contrario das integrais simples e duplas, a integral tripla
ndo tem uma representagdo geométrica, pois seria algo em quatro dimensdes:
f(x,y,z) X Ax X Ay X Az, impossivel de visualizar geometricamente.

Ndo obstante, todas as propriedades e teoremas aplicadas as demais integrais
(duplas ou simples) continuam validas e podem ser perfeitamente estendidas as
integrais triplas, conforme as subsegdes subsequentes.
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24.2.1. Integrais triplas em caixas retangulares

Definicdo 24.2.1.1: Considere uma fungdo f continua de trés varidveis
definida em uma caixa retangular (ou um paralelepipedo reto) B = [a, b] x [c, d] x

[e,fl={(x,v,2) ER3|la<x<b,c<y<de<z<f}). A integral tripla iterada é dada
por:

Uf [y, 2)dV = fbfdfff(x,y,z)dzdydx
B aalcade

Assim como para as integrais duplas, se f for continua em um sdlido B, vale o

teorema de Fubini, ou seja, podemos calcular a integral tripla iterada em qualquer
uma das seis ordens diferentes: dzdydx, dzdxdy, dxdzdy, dxdydz, dydzdx edydxdz.

Exemplo: Vamos calcular

0 (1 2
f f f (x%2y?z)dzdydx.
-1Jo Jo

f f](XZYZZ)dzdde—f f (xy = )]Zdydx
f f ey dydx_f (ZX i )] _f 25

ff’ 2x2d 2x3\1° 2.0% 2(-1)3 f flf Bl a5
= = —_——_— Z = —
P T 9 )], 9 9 b | WA =5

Para comprovar que vale o teorema de Fubini, uma vez que a funcdo x2y?z é

Solugao:

continua no paralelepipedo, mudaremos a ordem de integragdo para dzdxdy.
Assim:

1 0 p2 x2y2z 2
f f f (xzyzz)dzdxdy—f f ( >] dxdy
0 —1<0 0
1 0 28 2 B2
f f 2x2y2dxdy=f ( = )] d
0 e 0 3 L (¢}
f'l 2y? 2y3\]* 213 203 _[ f f " ——
— — — = ==l
i B s 9 )], =79 9 (- a)dadyde ~g

O mesmo resultado.
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24.2.2. Integrais triplas em sélidos gerais

Nesse subsegdo, consideraremos o calculo de integrais triplas em sdlidos no
espaco tridimensional que ndo sdo caixas retangulares. Porém, embora o termo
geral seja amplo, nos restringiremos apenas a sélidos limitados superiormente e
inferiormente pelas fungdes continuas h,(x,yv) e h,(x,y), respectivamente e
exclusivamente, o que significa que as funcoes podem se tocar mas nao podem
mudar de posicdo no espaco (passar de h, < h, para h, > h,, por exemplo). Além
disso, a projegao desse sélido no plano xy deve gerar uma regido tipo I ou tipo II,
consoante a definicdo 24.1.3.1 (de integrais duplas). O sélido em questdo é

categorizado como sélido tipo I, conforme a definigdo a seguir.

Definigdo 24.2.2.1: Seja uma fungao f(x,y,z) continua em um sdlido B.
Denominamos de sélido tipo I, o sélido descrito por B = {(x,v,2)|(x,y) €
D, hi(x,¥) <z < hy(x,y)}, onde D é a projecdo do sdlido B sobre o plano xy. E onde

a regiao D enquadra-se em regiao tipo I ou regiao tipo II.

\ Regidio gipo I

hz(m’ y)

hi(z,y)

CUCpup RS-

A disposigdo desse sdélido no espacgo tridimensional, pode ser eventualmente
invertida, trocando a limitagao entre fungdes de superior e inferior, para esquerda
e direita, ou ainda, atras e a frente, e as projegdes do plano xy para os planos yz ou
xz, respectivamente. Esse entendimento estad categorizado como sdlido tipo II e

tipo III, conforme as definicoes seguintes.

Definigdo 24.2.2.2: Seja uma fungdo f(x,y,z) continua em um sdlido B.
Denominamos de sélido tipo II, o sélido descrito por B = {(x,y,2)|(x,z) €
D,hi(x,2) <y < h,(x,2)}, onde D é a projegado do sdlido B sobre o plano xz. E onde

a regidao D enquadra-se em regido tipo I ou regiao tipo II.
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Regido tipo II

2 Regido tipo I )
g2(x)

ha(x, z)

gi(x)

i

:

i
@)
1 1
: i
1 )
! 1
' b

Definigdo 24.2.2.3: Seja uma fungdo f(x,y,z) continua em um sdlido B.
Denominamos de sélido tipo III, o sdlido descrito por B = {(x,v,2)|(y,2) €
D, hi(y,2) <x< h,(y,2)}, onde D é a projegdo do sdlido B sobre o plano yz. E onde

a regido D também enquadra-se em regido tipo I ou regido tipo II.

# z
Regido tipo I
Regido tipo 1T
92(y)
B ksssses
hl(y’ Z)
91(2)
ha(y, 2)
(1 2 [Srepa—
- z Cogqiy) Y
B 77 b

As condigdes presentes nas definicdes anteriores, quando aplicaveis em um
mesmo sélido de integracdo, permitem aplicar o teorema de Fubini e mudar a ordem
de integragao da integral tripla para uma ordem (dzdydx, dzdxdy, dxdzdy, dxdydz,
dydzdx ou dydxdz) que consideremos mais claro e calculda-la sem grandes
dificuldades.

Conquanto, ao considerar uma ordem, é preciso observar que as fungbées do
intervalo da primeira integral (a de dentro) devem estar em funcdo das outras
variaveis, as fungdes do intervalo da segunda integral devem estar em funcio da
ultima variavel e por fim, o intervalo da Ultima integral (& esquerda) deve ser
numérico.

Por exemplo, se decidirmos pela ordem dydxdz, os intervalos de y devem estar
em fungdo das demais variaveis (ou seja: x,z), os intervalos de x devem estar em

fungdo da ultima variavel (neste caso z) e os intervalos de z devem ser
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obrigatoriamente numéricos. Veja a ilustracdo a seguir.

x=f(z) | Emfunc;ﬁo dex ez |
92(2) [ra(ez) \
dydxdz = fjf f(x,y,2)dV = f f f f(x v, z)dydxdz
1(2) Y hy(x.2)

V= f(x Z) Numérico

Em funcio de z

Exemplo: Calcule a integral tripla fffB (z) dV, onde a regido B é o sdlido

que esta na figura a seguir.

Solugao: Para um sélido tipo I, o mesmo é limitado
superiormente por 2—x—y e inferiormente por O.
Assim: 0<z<2—x—y.

A projecao do sélido no plano xy é um triangulo. E
considerando uma regiao tipo I, esse é limitado a direita

por 2 —x e a esquerda por 0. Assim, 0 <y <2 —x. E

limitado inferiormente por 1 e superiormente por 2, ou

f: fOZ—x f:_x_y(z)dzdydx
[ o [ (G
fj f:"“((z - xz— y)z) e — f . ((2 — x6— y)3>]z_x e =

2 —x—(2—0) (2 —x)? T L
_L( ! _( - )dx——gfl(O) —@2-—xPdx=
1 (2 B -0\ 1| @-2)* (2 —1)*
gfl (Z‘X)gdx—g-(‘T)L—g- - —<— 1 ) =

, & = Z

—1/4
jzfz—xfz—x—y 1
(2)dzdydx = —
1 /o 0 24

Vamos calcular novamente essa integral tripla mudando a ordem de integragao

seja, 1 < x < 2. Logo:

para dxdydz e verificar a validade do teorema de Fubini.
Solugao: Para a ordem de integracao para dxdydz o sé6lido deve ser do tipo I11.
Assim:

¢ Os intervalos de x devem estar em funciao de y e z:
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f=x=<2—z—y|

¢ A regido precisa ser tipo II (uma vez que os
intervalos de y devem estar em funcdo de z). Essa regiao
é a projecao do sdlido no plano yz e pode ser encontrada

fazendo x = 1 na desigualdade:
0<ysz-z-x=
i

¢ 0 < z<1= intervalo numérico.

Ver a figura ao lado.

Dessa maneira, a integra tripla fica assim:
DESZE,

11—z 2-z2-y 1 mnean
f f f (z)dxdydz = f f Zx] dydz =
o Jo 1 0o Jo .
1 p1-z 11—z y2 1=z
f f (z— 2?2 —zy)dydz = f f (Zy—zzy—z—)] dz =
o Jo o Yo 2/,

flz<(1—z)—z(1—z) —(1_2—Z)Z>dz =

. (1 —Z)) . ((1—2))
— g ————— l dp = = —\d
fo Z(l—7) (1 Z > 7 fo zi(1—7) > Z

1 [t 1 rt
—.f (Z—Zz)(l—Z)dZ=—.f (z —22%2+2z3)dz=
2 (o] 2 (6]
1 2 2 "l e g IR 1710 2 05 18843
2°\ 2 "3 4 0_2' 2 T _2'(2 3 4)_2'( 12 )
L pd=s pewey 1 ﬁ O mesmo
fo _[0 fl (Z)dXdde = ﬁ resultado.

2° exemplo: Calcule a integral tripla fffs (xy) dV, onde a regido B é o sdlido

que esta na figura a seguir.
Solugao: Escolhendo a ordem de integracao dzdydx, temos um sdélido tipo I, cuja

projecao do sélido no plano xy é uma regiao tipo I. Desse modo:

0=z=2—y||Vxsy=z2le[o=x=14]

[[fevrar= [ [ copastva-
2=y
Ji Lo

4 2
dydx = f f xy(2 —y)dydx =
o JVx
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4 2
X
f f 2xy — xy*dydx = f xy? —
0 JVx 0

INTEGRAIS MULTIPLAS

1 pt 1 2x7/2\1*
—f dx —3x2 + x5 2dx == . 2x% —x3 +
3t 3 7 )|,

L (242 43+2'47/2 2 [ar gt g s
ER > _3'( )_3'

7

Assim:

(—224 s 256) 32

7 Tk

fff (xy)dV = f: f;joz_y(xy)dzdydx = %

30 exemplo: Informe os intervalos da integral tripla da questao anterior,

segundo as seguintes ordens de integragao.
a)dzdxdy

Solugdo: Essa ordem de integracio equivale ao sélido tipo 1 e regido tipo 1,

conforme a figura ao lado.
Como o intervalo para x deve ser escrito em funcao
de y, pela projecao do sélido no plano xy, temos:
y=vE=F=7]
Pela mesma projecao, uma vez que o intervalo para
y deve ser numeérico, temos que utilizar: 0 <y < 2.

Conclusio:

2 ~y? f2—y
f f f (xy)dzdxdy.
o Jo Yo

b)dydxdz
Solugao: Essa ordem de integracdo equivale ao
solido tipo 11 e regido tipo 11, conforme a figura ao lado.
Como o intervalo para y deve ser escrito em funcao
de x e z temos: Vx <y <2 —z (analise a figura na
horizontal e troque y e z na equacédo do plano).
Projetando o sélido no plano xz e uma vez que o

intervalo para x deve ser escrito em funcao z, temos:

Y= R = =3 OSXS(Z—Z)Zl.
2=z

A curva x = (2 — z)* equivale a projegio da
intersegdo do plano y = 2 — z com y = +/x.
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Ao final, devemos utilizar: 0 < z < 2 (ver figura).

2 ~(2-2)% f2-2z
f f f (xy)dydxdz.
o Jo Vx

. . . 32
Resolva essas integrais triplas de a) e b), e constate o mesmo resultado 1

Conclusiao:

Observacdo: N3o é preciso memorizar os tipos de sdélidos, ou ainda, os tipos
de regides das projecdes. Essas categorizagdes tem cunho meramente didatico e
servem apenas para que o leitor compreenda a analise que deve ser feita no sdélido
de integracdo, consoante a ordem de integragao escolhida.

Um caso particular da aplicagdo de integral tripla pode ser utilizada para calculo
de volume de sélidos, para isso basta fazer f(x,y,z) = 1.

Exemplo: Determine o volume do sélido que estd abaixo da superficie f(x,y) =
—x2 +y? + 25, acima do plano xy e limitada pelo cilindro y2 + x? = 25.

Solugao:

A regido do espago é B={(x,y,2) ER3}| —5<x <

5 —V/25—x*<y<.25—x%0<z<-—x2+y?+25}.

Logo:

b rgz(x) ha(x,y)
ff fx,y,z2)av =f f f(x,y,z)dzdydx
B a

g1(x) Jhi(xy)

5 V25—x2 —x2+y2+25
fx,y,2)dV = j j f 1.dzdydx
,QJ —5J—/25-x?70

5 Vv 25—x?
f(x,y,Z)dV=f f —x2 +y? +25dydx
IBU —sJ)_yz5=22

Aplicando as coordenadas polares: 0<r <5,0<60 <2m, x =1rcosf ey =rsenb,

flay) =-2"+y"+2

temos:

21 5
V= f f (—(TCOSQ)Z + (rsen6)? + 25).rdr ae =
o Jo

21 5 21 5
V= f f (25 —1r?%cos20)r.drdb = f f (25r —r3cos20)dr do =
o Jo o Jo

2w (2512 rtcos20\]° 27 625  625.c0s26
sz 7 de:f (——7)@:
0 0 0

2 4 2 4

(625.9 625.sen29)]2" 625.2m 625.sen2mw
f— —_— 2 —

[V = 6257 w.v]
> 3 . > 5 = |V =625t u.v
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I] EXERCICIOS 24.5 |

1)Calcule as integrais triplas iteradas.

1 1 2 2 rm/2 T
a)f f f (xzy)dzdydx C)f f f (seny.cosx)dydxdz
o] o] (0] 0] (0] 0]

1 2 3 2 2 e z
b)f f f (x*y)dzdydx d)f f f —dxdydz
—1J-1J 2 1J1 J1 X

2)Calcule as integrais triplas iteradas.

a)flfxfy(xz)dzdydx c) f: foy fox(sen(x + v+ z))dzdxdy

b) f : f_x f Y — xydzdyda &) foz fomz f;(eZ)dxdzdy

3)Monte a integral tripla iterada de cada item da questdo anterior mudando a

ordem de integragdo para dydxdz.

4)Calcule as integrais triplas.

a) fffB (e") dv b) fffE (xy) dV

Onde B é o sdlido: Onde E é o sélido:

5)Calcule a integral tripla x) dV, onde B é o sélido limitado pelo cilindro
B

x?+y?<4 e peloplano z=x e z= 0.

6)Calcule a integral tripla fffs (xyz) dV, onde B é o sdlido limitado pelo

cilindro parabdlico y =1 — x?, pelo plano z = 2y e pelo plano xy.

7)Determine o volume do sdlido limitado pelos planos z=1—x—2y, x =y, y =
0Oex=0.
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24.2.3. Integrais triplas com coordenadas cilindricas

O sistema de coordenadas cilindricas consiste em um ponto P do espaco
representado por (r, 8, z), em que r e 6 sao coordenadas polares da projegao P
no plano xy e z a distancia dessa projegdo para o ponto P. Ver a figura 24.2.3.1.

Para converter em coordenadas =
cilindricas utilizamos:
? P(T,O,Z)
E
x=1.cos 0,y =1.5en0,r* = x* + y?ez =z 12
i y
0 1 g
i
" (r,0,0)
O jacobiano da transformacdo de trés T
varidaveis em integrais triplas é dado pela
definicao a seguir. Figura 24.2.3.1
Definicdo 24.2.3.1: O jacobiano da transformacdao T dada por x =
g, v,w), y=h(uv,w) ez=k(uv,w) éo determinante de:
dx dx dx
du dv dw
dy dy dy
du dv dw
dz dz dz
du dv dw

As coordenadas cilindricas é uma extensdo das coordenadas polares para trés
dimensbes, mantendo apenas a coordenada z inalterada. Portanto, o fator de
correcdo (jacobiano) da transformacdo € o mesmo r. Veja:

dx dx dx
dr do dz
cos8 —r.senf 0O
d_y d_y ﬂ = |sen @ r.cos @ ol = |COS9 —hsen 9| =7T. (C0529+S€Tl29) =T
dr dO dz 0 0 1 sen r.cos@
dz dz dz
dr dO dz

Dessa maneira, a integral tripla no sistema de coordenadas cilindricas é dado
por:

b ~g2(8) hy(r.cos 0,r.senf)
ff flx,y,2)dV = j f f(r.cos 8,r.sen@,z).r.dzdrd6
a
B

g1(8) Y hq(r.cos B,r.send)

A formula anterior afirma que para converter uma integral tripla em
coordenadas retangulares para coordenadas cilindricas, devemos deixar o z como
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estd, substituir x por r.cos 8, y por r.senf, x> + y? por r* e trocar dV por rdzdrd8.
Os limites de z dependem dessas substituicdes, enquanto os limites de r e 8 seguem
0s mesmos critérios das coordenadas polares da integral dupla.

A mudanga para as coordenadas cilindricas € indicada quando a integral tripla
possui expressfes na forma x? + ¥? em sua composicdo.

Exemplo: Calcule a integral tripla

f f fx I (x? + y)dzdydx

Solugdo: O sdlido de integraciio é B={(r,8,2) ER}|0<9<2n,0<r<l,r<z =

1}.

b ~g2(8) pha(r.cos B, r.send)

ff f(x,y,z)dV=f f f fr.cos 0,r.send, z)r.dzdrdd
a

B

0.(8) “h(r.cos 8,rsenf)

T |
f J’ J- ((r.cos )% + (r.sen0)*)r.dzdrd®
L+ 0 Jr

2m ;1 p1 sm g o 2 o1
f f f rir.dzdrdf = J- J- f ridzdrdf = f f r3(1 —r)drdo
o Jr o Yo

2[4 45 2m 1 Vi1—x? 1 T
j (— = —)] dé = f —d9 = f f f (x® + y)dzdydx = —
a 4 5 N S, O /xz+yz 10

2°¢ exemplo: Use as coordenadas cilindricas pra calcular o volume de um

solido limitado acima pelo hemisfério superior da esfera z* + x? + y* = 169, abaixo

pelo plano xy e lateralmente pelo cilindro x? + y* = 144,
Solugao:

Vi4a—x* 1652757
J- f J’ ldzdydx

144 i

O sélido de integracdo é B = {(r,8,z) ER¥*|0 <@ <
2,0 =<r<12,0<z<+v169—r"}, conforme figura
24.2.3.2. Desse modo,

2m (12 16917 T .
=f f f l.r.dzdrdf 1

NErT= Figura24.23.2

2w 12 2r 12
[ ] ([ T ao
o o

f _.2y3/2y 112
:f ( (1693r) )] .
o 0
12

F" (169 — 12%)3/2 N (169 — 0%)3/2 4144x
0

3 3 dg =>|V = 3

125/3 2197/3

0
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24.2.4. Integrais triplas com coordenadas esféricas

O sistema de coordenadas esféricas consiste em um ponto P do espaco

representado por (p, 0, @), em que p = |OP|, 6 é o mesmo angulo das coordenadas

cilindricas e @ é o angulo entre o eixo z positivo e o segmento de reta OP. Ver a

figura 24.2.4.1.

Para converter uma integral tripla que =
estda em coordenadas retangulares em
coordenadas esféricas, utilizamos: : P(p,0,)
x = p.sen@.cos @ p E
< <
y = p.sen@.senf NZ0=2m b i
0< @ <m ] y
z= p.cosP 0 !
~e 1
pE=x2+y? 4 22 o !
SS9

Figura 24.2.4.1

O fator de corregdo para essa transformacgao (jacobiano), conforme definicao

24.2.3.1 é:

sen®.cos 8 —p.sen@®.sen 8 p.cosP.cos b
= |sen®.senf p.sen@.cos O p.cosP.sen 8| = p?.send.
cos® 0 —p.sen®

Assim, ao aplicar as coordenadas esféricas utilizamos a seguinte integral tripla:

a B b
ff fx,y,z)dV = f f j f(p.send.cos0, p.send.send, p.cos®).p?. send. dpdodd
B 7 o a a
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Exemplo: Calcule a integral tripla:

Jff e

Onde B ={(x,y,2)|x? +y2 +z2 < 1}.
Solugao:

A solucgao de

1 A 1— x2—y
f f f ( x2 +y2 + z*)dzdydx,
Ji—x? Ji—xz2=57

é extremamente complicada. Vamos utilizar as coordenadas esféricas.
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Como o sélido de integracédo é uma esfera de raio 1 centrada na origem, temos: B =
{(p0,D)N0=<p=1,0=<08<2m,0=<0<m}, conforme figura 24.2.4.2. Substituindo os

dados na integral de conversio, obtemos:

T 2w o1
ff f(p)pz.sen(b.dpd@d@

2
f f fp .sen®.dpd0dp =

f f l .sen®.d0do = f —.sen®.dp =
o Jo 4

(-3corm )] =5~ (-] ==

Figura 24.2.4.2

2° exemplo: Use as coordenadas esféricas para calcular a integral tripla
9—x2 —y
f f f ( 2Jx2+ y2 +z2)dzdydx
Vo—x2 9— xz—yz
Solucdo: O sdlido de integracido é claramente uma esfera de raio 3. Assim, B =

{(p0,?)|0<p<3,0<0<2m,0<¢ <}, substituindo na integral de conversao, temos:

27 3
f f f (p.cos®)?. p.p?.sen®.dpdOd®

2 271' 243
f j f p5.co5%@.sen®.dpd0do = f f ——.cos%Q.sen®. dOd® =

f 243m.cos?@.sen®.dp = (—81m. c053¢.)] =817 — (—81n) = 162m7.
0

o

39 exemplo: Use as coordenadas esféricas para calcular o volume do sdélido
que fica abaixo da esfera x? + y? + z%2 = 2z e acima do cone z = \/xZ + yZ.
Solugdo: Primeiro devemos observar que a esfera nio estd centrada na origem.
Assim, vamos calcular o centro e o raio dessa esfera.
x2+y2+z2—z=0 >
X2 +y?4+z2—-2z2+1=0+1 =
x2+y?+(z—1?=1 =|C(0,0,D|e[r=1]

A esfera e o cone estdo na figura 24.2.4.3.

O angulo ¢ varia entre eixo z e a superficie lateral do cone e essa, por sua vez, varia
deacordo com z = /x% + yZ. Assim, ao substituir os dados das coordenadas esféricas nessa

expressio obtemos:

= ,xz +yv2= p.cosP = J(p.sen(z).cos 0)2 + (p.sen.send)? =
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p.cosP = \/pz.senzq). c0s2 0 + p2 sen?@.sen?0 = p.cosP = p.sen® = P = %
Quanto ao raio p, sua variacido maxima se da ao longo da superficie da esfera e ao
substituir os dados das coordenadas esféricas na equagao da esfera, obtemos:
x?2+y?+2z2 =2z = (p.sen.cos 0)? + (p.sen®d. send@)? + (p.cosP)? = 2.p.cos@P =
p?.sen®*@.cos? 0 + p?. sen*P.sen’d + p®.cos*QP = 2.p.cos® =

p=

5
p? =2.p.cos® = {p = 2cos®

=0 < p < 2cosP.
Como é imediato que o angulo @ varia de 0 a 27, concluimos que B = {(p,8,0)|0 < p <
2c0s0,0<6<2m,0<p < %}, conforme a figura 24.2.4.4.

Substituindo esses dados na integral de conversao, dispomos de:

/4 r2m 200S@
V= f f f 1.p% sen®.dpd0d®
0 0o Jo

/4 27 8. 3
s, dodh = f f i
0 0

/4 27 53 2cos®
V= f f %] #d@d@ =
0 0 0

/4 3 2 /4 3
V=f 8.cos S(f).sen(z).g] 4o :f 167 cos3 (2).5971(2)6“2):>
0 0 0
6T (T conpdp — LT (_cos*@\" _ —16m iy N, T
—Tfo TDERRMSSRITSE Y, T oaE i a,

—16m [ 4 —16m (—12
¥=—1z '<E_1>: 12 ( 16)2":'

w2+y2+z2=2z

z= /a2 +y?

Figura 24.2.4.3 Figura 24.2.4.4

Alternativamente, poderiamos ter utilizado a integral dupla (em coordenadas

polares) que estd a seguir, para calcular o volume do sélido do exemplo anterior:

2 1
sz f (1+\/1—r2—r)rdrd6.
0 0

Verifique a veracidade dos dados dessa integral dupla e calcule-a.
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EXERCICIOS 24.6

1)Calcule as integrais triplas utilizando as coordenadas cilindricas.

a)f f\/l - f (x2 + y*)dzdydx

b) f: f_;;f\/lszyz(xz)dzdydx

c) f3 fmf‘?—xz—yz( {xz +y2) dzdydx

d)f f B xf e (xy)dzdydx

JxZy7

2)Calcule a integral tripla fffﬂ (x + y)dV, onde B é o sélido do primeiro

octante que estd abaixo do paraboloide z =1 — x2 — y2.

3)Calcule a integral tripla dV, onde B ¢é o sdélido limitado
s W

superiormente pelo plano z = x, inferiormente pelo plano z = 0 e lateralmente pelos

cilindros x2 +y2=1¢€e x2 +y? = 4.

4) Calcule as integrais triplas utilizando as coordenadas esféricas.
Jl —x? 1—x* —y
a)f f f (x%2 +y?+ z2)3/2dzdydx
N
4 —x* 8—x? —y
b)f f f xydzdydx
NEZESa

5)Use as coordenas esféricas para calcular o volume de um sélido limitado

superiormente pela esfera x2 + y2 + z2 = 4 e inferiormente pelo cone z = /x2 + y2.

6)Para fins de calculo de volume do sélido limitado superiormente pelo cone

z=,/x2 + y2 e inferiormente pelo paraboloide z = x2 + y2:
a)Indique a integral tripla utilizando as coordenadas cilindricas.
b)Indique a integral tripla utilizando as coordenadas esféricas.
c) Calcule o volume utilizando a integral que considerar conveniente.
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EXERCICIOS DE APLICACAO 24.7

1) Para fins de execugdo de um projeto de irrigagdo, precisou-se calcular o
volume de agua de um pequeno acgude. Segundo estudos de modelagem
matematica em torno desse acude, a funcdo que melhor se aproximou de sua

2 2
superficie, na escala em metros, foi a fungao f(x,y)=1fw+%ﬁ—50 (conforme a

figura). Qual o volume de agua desse agude {em m?3), aproximadamente?

S
R T S T
200 TR

fxy) =

2)Um estudo da viabilidade da preducgdc e padronizagdao de biofilmes de kefir
e suas interagbes com extratos de acai e de gérmen de soja, objetivou padronizar
a producdo de biofilmes de kefir em solugdo de aclicar mascavo, aglcar branco e
aferir suas interagdes com extrato de agai e de gérmen de soja. Um dos parametros
utilizados nessa pesquisa, foi a rugosidade média eficaz (RMS) dada pela equacéo:

RMS=\/f lz(x, y)|*dxdy

Onde z{x,y) € a fungdo da altura da area.
Fonte: (OLIVEIRA, 2016)

Com base nessa equacdo e desconsiderando possiveis peculiaridades dos
demais parametros, podemos afirmar que:
a)z(x,y) é sempre positivo.
b) [ z(x,¥)dxdy € sempre positivo.
c) f[[ z(x,y)dxdy € sempre negativo.
d)RMS é sempre negativo.

e)RMS & sempre positivo.

3)Um aspersor agricola distribui agua em um padrao circular de 20m de raio.
A vaz&o de agua, em metros por hora, varia de acordo com a fungiio f(x) =e 2% |
onde x € a distancia, em metros, do aspersor. Qual a quantidade total de agua

fornecida, por hora, em um raio r (r < 20m) a partir do centro do aspersor?
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4)Ao coincidir o centro do plano tridimensional com o centro de uma melancia,
encontrou-se as medidas que estdao na figura seguir. Com base nesses dados,
calcule a equacdao de um elipsoide que melhor se aproxima ao formato dessa
melancia e a partir dessa equacgao, utilize a integral dupla ou a integral tripla para
calcular o seu volume.

5)0 valor médio de uma fungdo continua f(x,y) em um retdngulo R =
[a,b] % [c,d] é dado por:

dA Compare essa formula com o
fm ~ Area Rf ACHY teorema 21.10.4.1 (TVMI).

Com base nessa férmula, suponha que a temperatura (em °C) de uma hortaliga,
posta em uma estufa, varia em um ponto (x,y) conforme a fungdo T(x,y) =5 — x? —
y%. Se a escala de x e y estd em centimetros, qual a temperatura média dessa

hortalica na porcao retangular R =[0,1] x [0,2]?
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25. ALGEBRA LINEAR

Nas unidades anteriores, utilizamos sempre representagdes algébricas e
geométricas em R", tanto para n = 2 (objetos com duas dimensdes), como vetores,
retas, circunferéncias, fungbes, etc., como também para n =3 (objetos com trés
dimensdes), como vetores no espago, planos, esferas, superficies, etc. Nesta
unidade, expandiremos nossos estudos aos espagos R™ com n =>4, porém nos
concentraremos apenas na representagdo algébrica, uma vez que a representagdo
geométrica ndo é aplicavel nesse contexto.

25.1. Corpos

Definicdao 25.1.1: Um conjunto A serd chamado de corpo se for munido de
operagdes de adigdo (+) e multiplicagdo (.), em que valem as seguintes
propriedades (V¥ u,v,w,0 € A):

1) Em relagao a adigao:

ADD)u +(w+ w) = (u + v) + w (propriedade associativa);
AD2)u +v = v + u (propriedade comutativa);
AD3)30€A|u +0 = u (existéncia de elemento neutro);
ADA)Y3 (—u) e A|lu + (—u) =0 (existéncia de elemento oposto).
2) Em relagdo a multiplicagdo:
MU1) w.(v.u) = (u.v).w (propriedade associativa);
MU2) u.v = v.u (propriedade comutativa );
MU3)31€A|1lu = u (existéncia de elemento neutro);
MU Vue A— {0}, 3u?uwut =1 (existéneia de inverso multiplicativo);
MUS) u.(v+w) =u.v +u.w (propriedade distributiva com relagdo a adicdo).

Analisando os conjuntos numéricos que conhecemos: N, Z @, I, R e €, sdo
corpos?® somente os conjuntos @, R e €. O conjunto dos nUimeros naturais N, por
exemplo, falham as propriedades AD3 e AD4, entre outras.

25 Existem outros conjuntos, sem ser os numéricos ja conhecidos, que podem ser corpos.



25.2. Espacos vetoriais

Definicdo 25.2.1: Um espaco vetorial V sobre o corpo R de escalares, é um
conjunto nao vazio sobre o qual estdao definidas as operagdes de soma de dois
elementos desse conjunto e de multiplicacdo de um escalar (real) por um elemento
desse conjunto, conforme a seguir:

e Axioma (1):Vu,v € V,u + v € V/;
e Axioma (2):Va € R,Vu € V,au € V.
E além disso, devem valer as seguintes propriedades:
1) Em relagé@o a adigao (V u,v,w,0 € V):
ADu+@w+w) = (u + v) +w (propriedade associativa da adicao);
A2)u +v = v + u (propriedade comutativa da adi¢do);
A3)30€V|u +0 = u (existéncia de elemento neutro da adicdo);
A4)3(—uw) eV |u +(—u) =0 (existéncia de elemento oposto da adigio).
2) Em relagcdo a multiplicacdo por escalar (paraVu,v € VeVa,f € R):
M1) a.(B.u) = (a.p).u (propriedade associativa da multiplicagio);
M2) (a + B).u =a.u+ B.u (propriedade distributiva deu € V);
M3) a.(u+v) =a.u+ a.v (propriedade distributiva de escalar a € R);

M4) 1.u = u (elemento neutro escalar da multiplicacido).

A definicdo anterior nos diz que, se a soma de dois elementos quaisquer de um
conjunto resulta em um elemento pertencente a esse conjunto e se o produto de
um numero real por qualquer elemento desse conjunto, também resulta em um
elemento pertencente a esse conjunto, entdo esse conjunto € um espaco vetorial,
desde que, além disso, estejam satisfeitas todas as propriedades anteriores (Al,
A2, A3, A4, M1, M2, M3 e M4).

1° exemplo (O espaco vetorial nulo): Seja V um conjunto que consiste em

um unico elemento, denotado de 0 e definido por:
e 0+0=0;
e 0.0 =0(coma € R).

Esse conjunto é um espacgo vetorial sobre R, pois os dois axiomas (1 e 2) ja
estdo satisfeitos ou definidos (ndo ha o que provar), e além do mais, todas as
propriedades podem ser facilmente comprovadas. Faremos a demonstracdo das
propriedades A1l e M4 e as demais ficardo como exercicio.

ut+tw+w=0+ 0+ 0) =04+0=0.
Pela definicio é 0. Mesmo resultado, portanto,
satisfaz a propriedade Al.
u+v)+w = (0+0+0=0+0=0.

Pela definicao é 0.
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O escalar 1 é elemento neutro, portanto,

lLu=u = 1.0 =0 <] satisfeita a propriedade M4,

)
Pela definicio ¢ 0

20 exemplo: Os conjuntos R, R?, R3, ... R® sdo0 espacgos vetoriais sobre R, uma

vez que os axiomas e todas as propriedades da definigdo sdo validas para vetores
de R™,

Com efeito, o conjunto R"™ = {(x,x5,%3,...,X,)|x; ER} com n €N, tem suas
operac¢des (usuais e ja conhecidas) definidas por:
e (Du+v=

(1, %2, %3, 03 X5) + (V1. V2, V30 o0 V) = (X1 + V1,55 + V2,%3 + Vg, 0, X + 3,) € R
o (2ot = 06 (8, X Xy cse W) = (00X 05, XY, sos 00X, ) '€ R™.
E todas as propriedades (A1, A2, A3, A4, M1, M2, M3 e M4) ja sdo também conhecidas
e comprovadamente validas nos estudos de vetores. Logo, os conjuntos R, R2, R3, ..., R"
sfo espacos vetoriais sobre R.

\5 SAIBA MAIS!

Um conjunto pode ser um espaco wvetorial sobre qualquer corpo, como o
conjunto dos ntmeros complexos C, por exemplo. No entanto, neste curso,

adotaremos apenas o corpo R, o que significa que os escalares utifizados serdo
sempre niimeros reais, e quando dissermos que um determinado conjunto é ou ndo

espaco vetorial, estard subentendido que é um espago vetorial sobre o corpo R.

32 exemplo (O espago vetorial de matrizes 2x2): O conjunto V de todas

as matrizes 2x2 com elementos reais e com as operagdes usuais de adigao e
multiplicagdo € um espago vetorial real, pois:

U Uy Vi1 Via Ugg T V11 Uiz T V32
(1)u+v=|u21 |+ |=

ev.

Uzzl * |V21 Va2 Uzy + Va1 Uz + Va2
U141 Uq> .Uy, .Uy
(2)ou = a. |=| |EV.
Upq Up> .Uy (U

Além disso todas as propriedades anteriores sdo validas. Demonstraremos as
propriedades A2 e M3 e as demais ficardo como exercicio.

Ui Uiz Vi1 V12 Uy +V Uiz + U
u+v=| |+ |=| it 11 12 12

=v+u.
Uzy Uz Va1 Va2 Uzy + Va1 u22+v22|

U1+ Vi, Uiz + Vs

orlue, o o vn) ey, T U12)
U1 + V21 Uzs + Voo

o (u+v)=a.
. (u21 4 U21) . (uzz + U22)

(ruy +a.vy4) (Eus +0.v43)

= au-+a.v.
(auy +avy) (uyy +a.v,;)

_ Uqq u12| Vi1 V12|
Uz Ugp 1V21 Va2

E provavel que o leitor tenha percebido que o conjunto V de matrizes 2x2 com

elementos reais, € um caso particular de um caso mais geral de um conjunto M de
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todas as matrizes de qualquer ordem, pois
o (1)(A+B) eM;
e (2)a.A € M(coma € R).
E além disso, todas as propriedades sdo também validas (verifique!). Portanto,
o conjunto M de todas as matrizes de qualquer ordem (com coeficientes reais),

formam um espago vetorial.

40 exemplo: Verifique se conjunto V em R? cujas operacdes sdo definidos por:
o u+v="_x,y)+(x5,y) =(x; +x,,v1);
o av=(x;,y,) = (ax,ay,).

E um espacgo vetorial.

Solugdo: Nio é um espaco vetorial, pois falha a propriedade A2 (da

comutatividade). Veja:
u+v=_(x,y1)+ (xz,¥2) = (%1 + x2,¥1).
v+u = (x:¥2) + (21, ¥1) = (x2 + %1, 72). P + G0 = U + i)

590 exemplo: Verifique se o conjunto V de elementos reais positivos tais que:
e utVv=urv;
e av=1v"* (com a € R).

E um espago vetorial.

Solucgao:

ADu+@+w) =u+v)+w;

Uu+w+w)=u.(v+w) = u.v . .w=_U+7v)+w.
FX,
v.w (u+v)

A2)u+v=v+u=

UFV=UV=V.U =D+ U

A3)30€eV|u+0 = u;

u+1=u1l=u.

O elemento neutro da adicdo nesse espag¢o é o objeto 1 (ou seja, 0=1).
AN~y eV |iu+(—u) =0;

O vetor oposto -u é o vetor 1/u, pois

i 1
Ut+—=u.—=1=0.
u u

M1) a. (B.w) = (a.f).u;

a(pu) = (Bi)¥* = (uF)* = wf? =4 = (uF = p.uf = f.o.u = (. B).au

M3)a. (u+v)=a.u+a.v;

(u+v)a = (u.v).e =) =w'V'=u'+v* =utaov=uatv.a

Todas as demais propriedades sdo também satisfeitas (e as demonstracdes ficam a

cargo do leitor). Portanto, o conjunto V é um espaco vetorial.
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Teorema 25.2.1: Se V é um espaco vetorial, u elemento de V e ¢ um escalar

(a e R), entdo: a
(@)0 0 \} SAIBA MAIS!
a)0.u=0;
(b) (-1). u = —u; Utilizou-se 0 (em negrito)

como um elemento de Vpara
(c)a.0=0. . . .

diferenciar do 0 (sem mnegrito)
Demonstracdo: escalar.

(a)0.u=(0 +0).u.
0.u=0.u+0.u (propriedade M2).
Pela propriedade A4 existe o objeto -0.u, somando-o a ambos os membros,

obtemos
o.u+(—0.u)=0u+0.u+(—0.u)

Ou+(—0u)=0u+0.u+(—o0.u) 0= 0.u+0 =[0.u=0]
0

0 =0.u por A3
M. u=—-u
(-D.ut+u=(-1.u + &l=(—1+1).u =0u=0

M4 M2 Por (a)
(-D.u+u=0 = Por A4 (—1).u deve ser oposto de u,logo:|[(—Du = —u|

() a.0=0
Sabemos pela propriedade A4 que

au+(—au)=0=>a (u+(-u)) =0.
0

I EXERCICIOS 25.1 |

1) Explique por que os conjuntos numéricos Z e I ndo sdo corpos. Quais

propriedades falham?

2) Verifique, em cada caso, se o conjunto é um espaco vetorial.
a)Seja um conjunto em R? cujas operacdes sdo definidas por:
o ut+v=(x,y1) +(x2,¥2) = (X1 — x2,¥1 — ¥2);
o av=a.(x1,y,) = (ax, ay,).
b)Seja um conjunto em R? cujas operacdes sdo definidas por:
e u+v=(x1,y1) +x2,¥2) = (%1 +x2,¥1 +¥2);
e av = . (xl,y1) = (ax4,0).
¢) Seja um conjunto em R? cujas operacdes sdo definidas por:
o ut+v=_(x1,y1) +(x2,¥2) = (1 +x2+ 1,y +y, +1);
e vV = Q. (xl,yl) = (axl,ayl).
d) Seja um conjunto de fungdes nao vazio A em R, cujas operagdes sao

definidas como:
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e (+9)(x) = f(x) + g(x), para todo x € A;
e (af)(x) =a.f(x), para todo x € A.

3) O conjunto formado pelas imagens P de todos os polindmios com
coeficientes reais, forma um espago vetorial sobre R?

4) O conjunto dos numeros naturais N com as operagdes usuais padrdo, forma
um espago vetorial sobre R?

5) O conjunto de todos os pares em R? na forma (x,y) com x =0 com as
mesmas operagdes padrado, forma um espacgo vetorial?

6) O conjunto de todos os pares em R? na forma (0,y) com as mesmas
operagdes padrao, forma um espago vetorial?

7) Prove o seguinte teorema: “sejam IV um espago vetorial, # elemento de V e

o um escalar (¢ eR), seau=0, entdoa=0ouu=0."

8) Demonstre a lei do cancelamento: “sejam V um espago vetorial de

elementos u,vew, seu+w=v +w, entdou=v."

25.3. Subespacgo vetorial

Vimos na segdo anterior que um conjunto € um espago vetorial quando estao
satisfeitos os axiomas (1) e (2) e as propriedades. Nesta segdo, verificaremos se
um subconjunto desse espago vetorial é também um espago vetorial, ao qual
denominamos de subespacgo vetorial.

Teorema 25.3.1: Sejam V um espacgo vetorial e § um subconjunto nado-vazio
de V. Dizemos que § é um subespago vetorial de V se, e somente se, § for um
espacgo vetorial fechado?® com as operagdes de adigdo e multiplicagcdo por escalar
definidas em V. Em outras palavras, as seguintes condigdes devem ser satisfeitas:

e Axioma (1):Yu,v € S,(u+ v) € S;
e Axioma (2):YVae Ru € S =>aue .

Demonstracao: (=) Se o subconjunto (ndo vazio) § € um subespaco vetorial
de V, entdo § € também um espago vetorial e portanto, estdo satisfeitos os axiomas
(1) e (2).

(<) Por outro lado, considere um subconjunto nao vazio S qualquer em que os
axiomas (1) e (2) sdo plenamente satisfeitos. Tomemos um elemento ue S

arbitrario (podemos, uma vez que é ndo vazio) e ¢ € R. Para ¢« = 0, no axioma (2),

% Dizemos que um conjunto é fechado com uma determinagfio operagio, quando o elemento resultante dessa operagiio entre dois
objetos desse conjunto, pertence também a esse conjunto.
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temos: 0.u = 0 €5 (conforme teorema 25.2.1). Utilizando o mesmo axioma (2) para
¢a=-—1, temos: —1.u = —u € § (ainda conforme teorema 25.2.1). Substituindo no
axioma (1), temos: u +(—u)=0. O que comprova, respectivamente, que o
elemento neutro, e consequentemente, o elemento oposto de V, pertencem a §.

Como as demais propriedades do espago vetorial sdo estabelecidas sem
precisar verificar a existéncia de elementos, essas sdo automaticamente satisfeitas,
ou como costumamos dizer, sdo “herdadas” de V.

Além de comprovar o teorema, a demonstragdo acima deixa claro que para um
subconjunto § ser um subespago vetorial de V, é necessario que 0€ S. Nesse

entendimento, podemos reescrever o teorema 25.3.1 adicionando essa condigao.

Corolario 25.3.1: Sejam V um espacgo vetorial e § um subconjunto ndo-vazio
de . Dizemos que § € um subespago vetorial de V, se:
e 0D€E S;
e Axioma (1):Yuv € S,(u+v) € S;
e Axioma (2):Yae Ru € S =2a.u€ .

Os axiomas (1) e (2) podem ainda ser simplificados por um Unico axioma (se
preferir), segundo o seguinte coroldrio.

Corolario 25.3.2: Sejam V um espago vetorial e S um subconjunto ndo-vazio

de V. Dizemos que S é um subespacgo vetorial de V, se:
e Yuv € S,(u+av) €S (comau € R).

A demonstragdo € simples e fica a cargo do leitor.

Diante do teorema 25.3.1 (ou do corolério anterior), concluimos que nem todos
os subconjuntos do espago vetorial V sao subespagos vetoriais de V. Apesar de
“herdar” do espago vetorial V as propriedades: Al, A2, M1, M2, M3 e M4 (e
portanto, ndo precisam ser verificadas), o subconjunto § precisa ainda (em qualquer
ordem):

- Conter o objeto nulo (0 € §), mas isso ndo é suficiente.

- Ser fechado em relagdo as operagdes de adigdo e multiplicagdo por escalar
definidas em V (essa condigdo é necessdaria e suficiente e nela estd incluida a

primeira condigdo).

1° exemplo (O subespacgo zero): Seja S = {0} um subconjunto do espago
vetorial V. Como § é fechado pela adigdo e pela multiplicagdo por escalar, conforme
a seguir:
¢« 04+0 =0¢€S;
e 0.0 =0€ S.

Entdo, § € um subespago vetorial de V.
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29 exemplo: No espago vetorial das matrizes M, as matrizes triangulares,

diagonais e identidade sdo subespagos vetoriais de M, pois Observe ainda

VA B €M,temos: (A +aB) € M. que 0 € M.

3° exemplo: Verifique se a reta m:y = 7x em R? & um subespaco de R?.
Solugao: Inicialmente, percebemos que (0,0) € r, mas isso nfo é suficiente.
Assim, sejam: u = (x,vy;) € v = (x,,¥y,) pontos pertencentes a reta r, temos
w = {ai, v )= yi = Tuxy (1).
U ={X2:¥2) = ¥z = T2z (2):
utav = (x,y1) + @ (xz,¥2) = (01 +a.xz,y1 +a.y2) (3).
Substituindo (1) e (2) em (3), dispomos de

x y=7x
e e e e
(oo B9ty @oys) = (g e, Tk F . 7)) = (x1 wawn 7 (e a.xz)) =5
Assim, a reta r é um subespaco vetorial de RZ,

4° exemplo: Verifique se reta s: y = 7x + 1 em R? é um subespaco de R?,
Solugao: Sejam: u = (x;,y1) e v = (X3, ¥5), temos
=K ) = W= T+ 1LY
= (%5,¥) = ¥ = T.xs+ 1 (2).
u+av = (x1,y1) + a.(x2,¥2) = (1 + a.x3,y; +@.y2) (3).
Substituindo (1) e (2) em (3):
(g +axnyy +oays) =+ @xs, 7.0 14w (Toxs + 1)) =
(X Xy 7oy 1 4 @ Bl @) B (0 X 7408 +8:%) + 1) &S
Assim, a reta s ndo é um subespaco vetorial de R?.
O leitor deve ter percebido que, para esse caso, bastava apenas perceber que (0,0) &
s. A intengdao do desenvolvimento anterior foi meramente didatico, com o intuito de

mostrar que as demonstragdes dos axiomas (1) e (2) sao suficientes.

Todo espago vetorial V admite pelo menos dois subespagos: o conjunto {0},
denominado de subespago nulo e o préprio espago vetorial V. Esses subespagos sdo
denominados de subespagos triviais de V e o0os demais sdo denominados de
subespacos proprios de V.

Por exemplo, os subespagos triviais de R? s3o: {0,0} e o préprio R%2. Os
subespacos préprios de R? sio retas que passam pela origem, como a reta r:y = 7x
do 3° exemplo. No R3, os subespacos triviais é ele mesmo e o {0, 0, 0}, enquanto

os subespagos préprios sdo as retas e os planos que passam pela origem. Um
melhor entendimento sobre esse assunto serd visto em subespagos gerados.
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25.4. Combinacgao linear

Na Algebra Linear, uma combinag&o linear de um conjunto de vetores é uma
soma ponderada dos vetores, onde 0os pesos sao escalares. A combinagao linear de
vetores é um novo vetor, conforme a definigdo a seguir.

Definicao 25.4.1: Sejam wy,u,, us, ..., U, Vetores do espago vetorial V. Dizemos
que um vetor u é uma combinagdo linear de uy,u,, us, ..., U, se existirem os ndmeros
reais aq, &y, &g, ..., &y, tais que

U =0a.4 +az.u; +az.uzg+ -+ a,. u,.

1° exemplo: O vetor u = (1,4) é combinagdo linear dos vetores u; = (—1,2) e

u, = (1,0), pois u = 2.1, + 3u,.

29 exemplo: O vetor u = (1,4) nao é combinagdo linear dos vetores wu; =
(—1,2) e u, = (1,—2). Com efeito, observe que
Uu=aoau; +au; = (1,4) =a.(—1,2)+ ax(1,—-2) =
—a; t+a, =1
201 —2a; =4
O sistema ndo apresenta solugdo, pois o determinante da matriz dos

coeficientes [_21 _12

existem «; e a;. tais que u = a;u; + au;.

1,4)=(—a; +a,2a; — 2a3) :{
] é nulo (conforme o tecrema 14.2.2.1 — volume 1). Assim, ndo

3° exemplo: Sendo os vetores u=(1,3,1) e v =(0,1,1), o vetor w=(0,0,3)
nao é combinagdo linear desses vetores, pois
w=a.u+ a,v=(0,0,3) =a;.(1,3,1) + a,(0,1,1) =
a, =0
(0:0! 3) = (allgallal) + (0! az;a’z) = (01 0: 3) = (al,Sal a5 a21a1+a2) = {3(11 =+ az =0.
a,+a; =3

Para a; = 0 na 1@ equacgdo, temos a, = 0 na 22 equagao. No entanto, a,+a; =

3 e assim a; + @, =3 = 0 = 3 (um absurdo!). Logo, o sistema n&do apresenta solugdo
al- B
8] 8]

e ndo existem a, e a, reais tais que w = a,.u + a, V.
Porém, outro vetor w' = (1,2,0) € combinagdo linear dos vetores u e v, pois:

(1,2,0) = (a,3a; + as, a1 +ay) =2 ay=1,a, =—1lea+a, =0.

E assim, podemos escrever: [w = 1.u— 1.v]

Um importante teorema que esta a seguir, relaciona combinagdes lineares e
subespagos vetoriais.

Teorema 25.4.1: Seja W = {w,,w,, w3, ...,w,} um conjunto ndo vazio de

vetores de um espago vetorial V.
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(a) O conjunto S de todas as combinag¢8es lineares possiveis de vetores em W
é um subespacgo de V.
(b) Qualquer outro subespago que contenha todos os vetores de W contém o
subespacgo S, ou seja, S € o “menor” dos subespagos de V.
Demonstracgao:
(a) Considere u = a;w; +a,w, +azwa+...+a,w, e v = Biw;+ Bw,+
Pzwsz+...+ fpw, vetores de S, entao:
Ut a.v =aiwy +a,wy Faswsy + - Fapw, +a.(Biwy + Sowy + Baws + -+ Bawy) =
aiwy + azwy +azws + -+ apwy, aBiwg Hafows +a Baws + o+ a Sawy, =
[(ay + @ B1).-wy + (@z + a.B3). wy + (a3 + a@.B3).ws + - + (ay, + @ ). wy|(1).

A expressdo (1) acima demonstra que u+ a.v é uma combinagdo linear de

vetores de W, e portanto, pertencem a S.

(b) Seja X um subespago qualquer de V que contém todos os vetores de W.
Como S é fechado na adigdo e na multiplicagdo por escalar conforme a expressao
(1), entao X o S. E como qualquer vetor w;, pode ser escrito como combinagao linear
dos demais vetores:

Wi = @ wq +a;wet+. lowg+...+ awy,.

S € o "menor” dos subespagos de V.

A ideia menos abstrata que trata o teorema 25.4.1 e sua demonstragao, pode
ser entendida na segao a seguir sobre subespagos gerados.

25.5. Espacos e subespacgos gerados

Um espago gerado € um espago vetorial que é gerado por um conjunto finito
ou infinito de vetores. O espago gerado é o menor espago vetorial que contém todos
os vetores geradores. Essa concepgdo estd formalizada a seguir.

Definigao 25.5.1: Sejam w;, w,, ws,...,w, vetores do espacgo vetorial V.
Denominamos de G(wy, w,, ws,..., W,), 0 conjunto de todas as combinagoes lineares
de wy, wy, Wy,..., W,. Se G(wy, w,, W3,..., w,) gera todo o espago vetorial V, dizemos
que é um espacgo gerado. Se G(w,, w,, ws,..., w,) dera apenas um subconjunto do

espaco vetorial V, dizemos que é um subespaco gerado.

192 exemplo: VVamos encontrar o subespaco de R? gerado pelo vetor (1, 2).

Solugao: Tomando (x,y) em RZ como uma combinacio linear de (1, 2), temos

[, ) = a1, B) =3 (880 = L 26) = {;:2‘2 > [y =2x}

Assim, G((1,2)) = {(x,v) € R?| y = 2x}.
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A partir desse exemplo, concluimos que a interpretagdo geométrica do
subespaco gerado em R? é a seguinte:

Sendo u um vetor ndo nulo de R? com representacdo inicial na origem,
o conjunto gerador G(u) serda uma reta que passa pela origem, onde
qualquer ponto sobre essa reta representa o ponto final do vetor miltiplo
au, gerado por um valor de a arbitrario. Ver figura 25.5.1.

2° exemplo: Vamos encontrar o subespaco de R® gerado pelos vetores
(1,2,1)e (1,-1,3).

Solugdo: Tomando (x,vy,z) em R® como uma combinacido linear de (1,2,1)e
(1,—1, 3), temos

(%,9,2) = a@;(1,2,1) + &5 (1,—1,3) = (%35 2) = (@ + &, 2485 — &, 0 +3d5) =

a1+a’2=x W
:}{2611—“2:}7 3|Z—x=2a2|e|22—y=7a2|: Z—x=¥:
a, +3a, =z

7z—7x=4z—-2y=[3z2—7x+2y=0]

Outra solugdo (utilizando o escalonamento):

a;taz =x & xC) a ta;=x @ x(2 @y F g =0
{Zal—azzy (:){20_'1—a2=y ) @{—3a2=y—2x¢l x(2/3) &
a, +3a, =2z 20, =z—x 20, =z—x <

a, +a; =x

—3a, =y —2x . " . N 2. (y—2x)
< O sistema s6 possui solugdose ————+z —x = 0.
B 2.(y —2x) 5

3
- 3
Oquenosda 2y —4x +3z—3x = 02|—7x +2y + 3z=0 |edessemodo:
G((1,2,1),(1,—-1,3)) = {(x,y,2) ER3}| —7x +2y + 3z=0}.

% —

A interpretagio geométrica do subespago gerado em R?® é a seguinte:
Sendo u, v vetores ndo nulos de R? com representacdo inicial na origem, o conjunto
gerador G(u,v) € um plano que passa pela origem do espaco, onde qualquer
ponto sobre esse plano representa o ponto final de qualquer vetor gerado pela

combinagdo linear au + fv (com a e f arbitrarios). Ver figura 25.5.2.

Figura 25.5.1 Figura 25.5.2
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Contrariamente, a partir da expressao do conjunto gerador, podemos encontrar
os vetores geradores de um subespago vetorial. Para isso, basta atribuir valores
arbitrarios para algumaf(s) incégnitas na expressdo dada e encontrar o componente
que falta do vetor.

Veja no exemplo anterior que G(x,y,z) = {(x,y,2) E R} | —7x +2y + 3z=0}, e
assim:

Parax=3ey=3,em7x +2y + 3z = 0,temos = (3,3,5).
Parax =0ey=3,em—7x +2y + 3z= O,temos = (0,3,—2).

Os vetores (3,3,5) e (0,3,—2), também geram o mesmo subespago dos vetores
(1,2,1) e (1,—1,3) do exemplo anterior, o que demonstra que os vetores geradores
de um subespago vetorial ndo é Unico.

Os vetores dos exemplos anteriores {(1,2)} e {(1,2,1),(1,—1,3)} geram apenas
um subespago especifico de R? e R3, respectivamente. Para que vetores gerem
todo o espago vetorial € preciso que qualquer vetor desse espago possa ser escrito
como combinacdo linear desses vetores.

Exemplo: Os vetores unitdrios canénicos (1,0) e (0,1) sdo vetores geradores
do espago vetorial R%, pois qualquer vetor {(a, b) pode ser escrito como combinagio

linear desses vetores. Veja que (a,b) = a.(1,0) + b.(0, 1).

29 exemplo: Os vetores unitarios canénicos (1,0,0),(0,1,0) e (0,0,1) geram o
espaco vetorial R3, uma vez que qualquer vetor (x,y,z) pode ser escrito como
(x,y,z) =x.(1,0,0) +¥.(0,1,0) + z.(0,0,1).

392 exemplo: Os polinémios {1, x, x%,x3, .., x™} geram o espago P,, pois
qualquer polindmio pode ser escrito utilizando combinagao linear:

P,=ag+ a;.x + az.x%+az.x3+...+a,. x™

4° exemplo: Vamos verificar se os vetores u=(1,-1,3), v=(0,1,—1) e w=
(2,1,0) geram o espacgo vetorial R3.
Solugao: Qualquer vetor x = (a, b,c) precisa ser escrito como combinac¢ao linear
dos vetores u, v e w. Nesse contexto,
(a,b,c) =y u+av+azw=(ab,c)=a;.(1,—-1,3)+a,.(0,1,— 1)+ a3.(2,1,0) =
(a, b.e) = (o, — a1, 3¢ )+ (0, &s,— &) + (2as, a5,0) =
a,+0+2a; =a

(a,b,c) =(ay +0+2a3, —a, + a, + a3, 3a; — a, +0)=>{—a1+a2+a3 = b.
3¢y — a, +0=c

1 0o 2
Como o determinante da matriz dos coeficientes |[ -1 1 1| é -3 (verifiquel), o
8 1 8

sistema possui solugdo determinada. O que significa que existem «a,, a; e a; reais tais que

(a,b,c) = a.u + a,v + azw, provando que os vetores u, e w geram o espaco vetorial R3.
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EXERCICIOS 25.2

1) Verifique, em cada caso, se o conjunto € um subespacgo vetorial.
a)Um conjunto S em R?, definido por S = {(x,y)|x +y = 0};
b)Um conjunto S em R?, definido por § = {(x,y)|x —y = 1};
c) Um conjunto S em R2, definido por S = {(x,y)|x* —y* = 0};
d)Um conjunto S em R3, definido por S = {(x,y,z)|z = 0};
e)Um conjunto S em R3, definido por § = {(x,y,2)|z = x — 2y};
f) Um conjunto de matrizes M(3,3), definido por S = {[a;;]|a;; = 0 se i # j}.

2)Verifique se os elementos apresentados na forma de cada item, € ou ndo um

subespacgo vetorial.

a)s = {(x,v,z) € R3|(x,0,00} em R3;

b)S = {(x,v,2) e R3}|(x,x + z+ 1,2)} em R3;

AP ={ag+a.x + az.x2+azg.x3+ -+ an.x" |ag, ay, Az, A3 ... Ay
sao coeficientes inteiros} em P, ;

dYP ={ag+a;.x +az.x*+as.x°+...4+a,.x" | ag+ a, + a; +a; ...+ a, = 0}
em B,;

3)YUm subconjunto de Vv que contém o objeto nulo € um subespago vetorial de
Vv?

4YNo espago vetorial das matrizes M de mesma ordem, as matrizes simétricas

sdo subespagos vetoriais de M?

5)Verifique, em cada item, se as fungbes propostas sao subespagos.
a)Todas as fungdes continuas em (—oo,+) sdo subespagos vetoriais de
f(—00,+0)?
b)Todas as fungdes derivaveis em (—o0,+c0) sdao subespagos vetoriais de
f(—00,+00)?

b
c) Todas as fungdes continuas f(x) em [a, b], tais que f f(x)dx = 0, sao
a
subespacgos vetoriais de f[a,b]?

6) Marque V ou F ao julgar se S; e S, sdao subespacgos vetoriais de V.
a)( ) S, U S, sao subespagos vetoriais de V;
bY( ) S, n S, sdo subespagos vetoriais de V;
c)( )S, — S, sdo subespacgos vetoriais de V;

dy( )V — S, sdo subespagos vetoriais de V;
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7) Encontre uma combinagdo linear (se existir) entre os vetores:
a)u=(1,—5) e os vetores: u; = (2,4) e u, = (1,3);
byu = (2,4) e os vetores: u; =(0,1) e u, = (1,—1);
cAu=(2,3,4) e os vetores: u; =(0,1,—1), u, =(1,1,0) e uz = (1,0,0);
d)u=(1,—-3,2) e os vetores: u; = (0,2,2), u, =(—1,1,0) e uz = (1,2,3).

8) Qual dos seguintes vetores é combinagdo linear de u; = (—1,1)?

a)u=(1,2);
b)u = (0,1);
AQu=(-12);
du=(—3,1);
e)u=(2,-2).

9) Qual dos seguintes vetores €& combinagdo linear de u; =(0,—1,0) € u; =
(-1,1,0) ?
a)yu=(1,2,3);
b)u = (0,1,1);
AQu=(-12,0);
dyu=(-3,11);
e)u=(2,1,2).

10)Calcule o subespago vetorial de R? gerado pelo vetor (—1,3). Qual a sua

interpretagdo geométrica?

11)Calcule o subespago vetorial de R® gerado por ¢ = {(1,—1,1),(1,1,0)}. Qual a

sua interpretagdo geométrica?

12)Calcule dois outros vetores que geram o mesmo subespago vetorial do item

anterior.

13)Verifique se os vetores u = (1,2) ev = (3,4) geram o espago vetorial R2.

14)Verifique se os vetores u=(1,—1,1), v=(0,0,—1) e w=(1,1,3)geram o

espago vetorial R3.

15)Explique por que os vetores u=(1,—1,1)., v=(0,0,—1)e w = (1,— 1,3) nao

geram o espago vetorial R3.
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25.6. Dependéncia e independéncia linear

A dependéncia linear e independéncia linear sdo conceitos importantes em

algebra linear que se referem a relagdo entre vetores em um espago vetorial.
Na segdo anterior, vimos que um conjunto de vetores G(w,, w,, ws,..., w,), geram

um espago vetorial V, se cada vetor de V puder ser escrito como combinagao linear
dos vetores wy, w,, w3,..., w,. Porém, a depender desses vetores, podemos ter um
vetor de V expresso de maneiras diferentes ou de maneira unica, utilizando

combinagdes lineares de wq, wy, w3,..., w,.

Exemplo: O vetor (3,—6) € V, pode ser escrito de duas (ou mais) formas
utilizando os vetores {(—1, 2),(—3,6)}. Veja:
(3,—6)= 3.(—1,2) +(-2).(-3,6)
o S

2451 a2
ou
(3,—6)= —9.(-1,2) + 2.(-3,6).

aq an
Porém, esse mesmo vetor (3,—6), pode ser escrito de uma Unica maneira, se
os vetores geradores forem {(—1,0),(0,1)}:

(3,—6) = —3.(—1,0) +(—6).(0, 1).

258 an
N&o existem outros valores além de a; = —3 e a, = —6 para que a sentenga
acima seja verdadeira.
Essa concepgdo de escrever (ou expressar) um vetor de V de forma dnica (ou

nao) esta definida a seguir.

Definigao 25.6.1: Se um vetor de V é expresso de forma Unica, utilizando
combinagdes lineares de outros vetores wy, w,, ws,..., w,, dizemos que esses vetores
Wi, Wy, Ws,a, W,, sao linearmente independentes. E contrariamente, nao se
escrevendo de forma Unica, dizemos que eles sdo linearmente dependentes.

Contudo, como saber se um conjunto de vetores sdo linearmente
independentes ou linearmente dependentes?

O teorema a seguir nos fornece uma ferramenta Util nessa verificagdo.

Teorema 25.6.1: Sejam uy, Uy, Uz,..., U, vetores do espago vetorial V. Os
vetores uy, Uy, Uz, U, sa0 linearmente independentes (L.I) se a equagdo
ag Uy Faz sy Fazaus o+ aga, =0
é satisfeita somente para as solugbes triviais, ou seja, se
A, = ay = Az ... = ay = 0.
Caso, exista algum a, #0, os vetores uy, U;, Uz,..., U, sao linearmente

dependentes (L.D).
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Demonstragao:
Seja um vetor X = (x,, X, X3, ..., X,) do espacgo vetorial V expresso de duas
formas utilizando combinagdes lineares com os vetores uy, Uy, Uz ..., U, EV:
Or.uy +605.uy; +03.u3 + -+ O uy =(Xq, X3, X3, ey Xp)-
L1y + fauy + Bautg + oo+ By, =(X1, X2, X3, e Xp)-
Subtraindo uma equacgao da outra, obtemos
(01— P1) - us+ (62— B2) cus + (63 — f3) . uz + -+ (On — fn) .= (0,0, 0, .., 0).
S S o 8 T8 N OO o

aq 2 a3 *n
Se sdo escritos de forma Uunica, entdo 6, =p§,, 8, =f,,...,8, =, 0 que implica
em o, =, = 3. =a, =0, caso contrario, existe algum 8, # f§, resultando em «,, # 0.

1° exemplo (o0 mesmo anterior): Vamos verificar se os vetores u, = (—1,2)
e u, = (—3,6) sdo linearmente independentes ou dependentes.
Solucao: Aplicando o teorema 25.6.1, temos

—a; —3.a, =0

i £ 1.2 5 it (36 = == {2_a1 [l o upi !

A solucdo desse sistema linear homogéneo (ver subsecdo 14.2.3 - volume 3), esta
condicionada ao determinante da matriz dos coeficientes: A = |_21 _63| Como detA =0,

esse sistema possui outras solucdes além da solucéo trivial e os vetores sdo linearmente

dependentes (L.D).

29 exemplo (0o mesmo 22 exemplo anterior): Vamos verificar se os vetores
U, = (—1,0) e uy = (0,1) s&o linearmente independentes ou dependentes.
Solugao:

—ay +0.a, =0

ik —1,0) 4 i (0,1) = G = {0_a1 B i
A solugdo desse sistema linear homogéneo estd subordinada ao determinante da

=1 0
0 1

solucéo trivial e sendo assim, os vetores u, e 4, sdo entfo linearmente independentes (L.I).

matriz dos coeficientes: A = | . Como detA = -1, esse sistema possui somente a

3° exemplo: Vamos verificar se os vetores u; =(1,0,2), u, = (0,1,2) e uy =
(—2,3,2) sdo linearmente independentes ou dependentes.
Solugao:
l.a; +0.a, — 2.3 =0

e (1;0:2) + a0 1:2) + 8:.(—2,3,2) =0 = {O.al +1.a; +3.a3 = 0.
2.a1 + 2.0, +2.a3 =0

1 0 -2
Calculando o determinantede |0 1 3 |, encontramos:
2 2 2
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4 -6 0=-2 (trocando o sinal)

i 8 —2
01 3|= -2+2 = 0.
Z 2 2

Como detA = 0, esse sistema possui outras solu¢des além da solugio trivial, portanto,

os vetores sdo linearmente dependentes (L.D).

As solugdes anteriores foram sempre condicionadas ao determinante de uma
matriz quadrada A formada pelos vetores. Isso acontece, obviamente, quando

temos n vetores em R™ (matriz quadrada n X n). Essa constatagdo é ratificada pelo

seguinte teorema.

Teorema 25.6.2: Seja a matriz A formada pelos vetores u,, U, Uz, ey Uy €M
R"™, dispostos em linha (ou coluna), um a um. Os vetores uy, Uy, Uz e, U, SE0
linearmente independentes, se e somente se, detA # 0 (ou de forma equivalente,
se A é invertivel).

Demonstracao:

Seja o espago vetorial R™ com n vetores cujos componentes sdo representados
por a,,,, onde m é a posicdo do componente do vetor u,, e n o numero do vetor u,,.
Aplicando o teorema 25.6.1, temos que @,.uy + a3. Uy + @3.uz + -+ ay.u, =0, 0 que

resulta em um sistema linear homogéneo da forma:

aj1.a1 + aqa.a3 + aq3.a3 +...+ap.a, = 0
Ap1.G1 + Qop.03 + Az3.03 + ...+ asp.tyy = 0

)
Ap1- @1 + Apu @y + Apz.az +...+ dppeatyy, = 0

cuja solugao depende da matriz A dos coeficientes formada pelos componentes
dos vetores. Se detA # 0 (conforme j& vimos na subsegdo 14.2.3 - volume 3), o
sistema apresenta apenas a solugdo trivial e os vetores sdo linearmente
independentes, caso contrario, o sistema apresenta outras solugdes além da trivial
e, desse modo, os vetores sao linearmente dependentes.

O termo ‘“independente” ou “dependente” nos sugere uma relagdo de
dependéncia (ou ndo) entre os vetores. O préximo teorema justifica o uso dessa
terminologia.

Teorema 25.6.3: Um conjunto finito de dois ou mais vetores é:

(1) linearmente dependente se, e somente se, pelo menos um dos vetores
pode ser escrito como uma combinagdo linear dos outros vetores.

(2) linearmente independente se, e somente se, nenhum vetor pode ser escrito
como uma combinagao linear dos outros vetores.
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Demonstracgao:

(1)= Segundo o teorema 25.6.1, os vetores os vetores u;, Uy, Uz,..., Uy S30 L.D,
quando existir algum «a, ¥ 0, para qualquer n, na equagao .Uy + a,. Uy + az. Uz + -+
a,.u, = 0. Supondo que seja a, # 0, entao

.U + Az Uy + a3 Uz + -+ ay U, =0

QiU = —Qp.Uy — Q3. Uz — - — AUy =

a @ a
u1=(——2).u2+(— 3).u3+---+(——”).un.
251 @y ay

Demonstra que u; € uma combinagdo linear dos outros vetores.

(1)< Por outro lado, sejam uy, Uy,..., U, » U, ; vetores, agora, linearmente
independentes do espago vetorial V. Nesse caso, um vetor u € V pode ser expresso
de maneira Unica, u =a. 1 +az. U+ F Ay Uy 2 +Opy_q. Uy 1. Se outro vetor
Uy =F.up_1 +6.u,_,, combinagao linear de u,,_; e u,_, for adicionado a verificagao,
temos

U= U F 0z Uy F o+ Ay n U5+ Ay Uy + A (Bt +8.Up_3)
U= U Fas. Uy + Uy s+ Ay Uy 1+ BUpy_q Fap. O Uy 5
U= U F Uy + o (@ F @y O) Uy + (@1 Fa- ) Uy 1.

A Ultima expressdo demonstra que o vetor u pode ser expresso de forma nao

Unica, utilizando combinagdes lineares com vetores uy, uy,..., U,_,, Uy_,. Portanto,

esses vetores sao linearmente dependentes.
Como (2) € a contrapositiva de (1), encerramos a demonstragao.

Analisemos um caso particular em que se tem n vetores em R", ou seja, no

caso em que se aplica o teorema 25.6.2 (matriz quadrada n X n). Se ha uma
combinacgdo linear entre os vetores, ha uma combinacdo linear entre as colunas da
matriz, o que segundo a 72 propriedade dos determinantes (subsegdo 14.1.8 -
volume 3), resulta em determinante nulo e consequentemente, em vetores
linearmente dependentes.

1 0 -2
Como exemplo, o determinante da matriz A= ‘0 1 3 | formada pelos vetores
2 2 2

do 30 exemplo anterior, é nulo, porque ha uma combinacgdo linear entre as colunas
(ou os vetores). Perceba que a 32 coluna é igual a 3 vezes a 23 coluna, menos duas
vezes a 12 coluna (u; = 3u,; — 2u4).

No aspecto geométrico, podemos fazer interpretagdo do comportamento de
vetores linearmente independentes e linearmente dependentes em R2 e R3.

Dois vetores em R? (ou R3) sdo linearmente independentes se ndo pertencem
a mesma reta, caso contrario, um seria multiplo do outro e consequentemente,
linearmente dependentes.
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T

Vetores lincarmente independentes Vetores lincarmente dependentes
Trés vetores em R?® sdo linearmente independentes se ndo ficam num mesmo

plano, caso contrario, um deles seria combinacdo linear dos outros dois e
consequentemente, linearmente dependentes.

w
/v,
‘w\
Y
"
Vetores linearmente independentes Vetores lincarmente dependentes

Quando o sistema linear homogéneo resultante da equacdo do teorema 25.6.1
apresenta a matriz dos coeficientes nao quadradas (uma vez que nao existe
determinante para matriz ndo quadrada), ha dois casos a considerar.

1° caso: Quando se tem mais vetores que a dimensao n do espaco.

Para esse caso, aplicamos o seguinte teorema.

Teorema 25.6.4: Sejam os vetores Uy, U,, Us,..., U, em R*. Se r > n, entao os
vetores u;, u,, u;,..., 4, sdo linearmente dependentes.

Demonstracdo: Como r resulta na quantidade de incégnitas e n na quantidade
de equacdes, temos um sistema linear homogéneo com mais incdégnitas do que
equacgodes e, segundo o teorema 14.2.3.2 (teorema do posto aplicado a sistemas
homogéneos), esse sistema apresenta solugdes nao triviais, por consequéncia, os
vetores sao linearmente dependentes.

Comentdrio: Isso significa por exemplo, que 4 vetores quaisquer em R3(4>3),
ou trés vetores em R? (3>2), sdo sempre linearmente dependentes.

2° caso: Quando se tem menos vetores que a dimensao n do espacgo.

Neste caso, pode ocorrer dos vetores serem linearmente independentes ou
dependentes, sendo necessario, portanto, analisar a solugdao do sistema linear

Pag. 401
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homogéneo do teorema 25.6.1.

Exemplo: Determine se os vetores u; = (2,4,2) e u; = (—3,—6,—3) em R3, sdo
L.I ou L.D.
Solugao: «,.(2,4,2) + @,.(—3,—6,—3) =0 =
2, —3a, =0

Ray,4ay,2a,) + (—3az, —6az,—3a;) = 0= {40:1 —6a, =0,
2a, —3a,; =0

As trés equagdes sao equivalentes. Utilizando a primeira equag¢ao, temos

2a; —3a; =0 = 2a; =3a; = |ay = (3a3)/2}

Como existem outras solucdo além da trivial, os vetores sdo L.D.

29 exemplo: Verifique se os vetores u;, = (—1,2,4,—4), u, = (0,—1,2,—2) eug =
(1,1,1,—1) em R*, sdo L.I ou L.D.
Solugao:
a,.-(—1,2,4,—4) + a,.(0,—1,2,-2) + a3.(1,1,1,—-1) = 0 =
(—aq,2aq,4a,,—4a,) +(0,—ay, 2a,, —2a,) + (az, a3, a3, —az) = 0=
(—ay, 20y, 4a, —4a,) + (0, —ay, 2a,, —2a;,) + (as, a3, a3, —az) = 0=
—a; +az3 =0
2, —az; +az3 =0
4oy +2a, +az3 =07
—4a, —2a, —az; =0
Como a 32 equacao e 42 equacgao sdo equivalentes, descartamos a 42 equag¢do. Da 12
equacdo, temos: @; = az. Substituindo essa informacdo na 22 e na 32 equacdo, obtemos o

seguinte sistema:

{—az +3a; =0
2a, +5a3 =0

Como a solucdo existente é somente a trivial, os vetores sdo L.I.

=|a, = a3z =a, =0}

3° exemplo (Independéncia linear de polindmios): Verifique se o
conjunto dado por {x2,1+x—x%1+3x—x?} €& linearmente independente ou
dependente em P, (polinémios de grau 2).

Solucgao: Consoante ao teorema 25.6.1, a dependéncia ou independéncia linear de
um conjunto de polindmios é determinada pela existéncia ou néo de solu¢cdes ndo triviais
da equacio:

Ty P s, P @ B o @ P =0,
Desse modo,
a;.x2ta,. (1+x—xHD+a;.(1+3x—x)N=0=>
a; —a; —az =0
a; + 3asz = 0.

1. x2 + oy + @ax — ayx? + az + 3agx — azx? = ={
a, +az =0

(a; —ap, —a3)x? + (ay, +3a3)x +a, +a; =0

Verifique que esse sistema possui outras solucdes além da trivial, e dessa forma, os

polinémios sdo L.L
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EXERCICIOS 25.3

1)Verifique, em cada caso, se o conjunto dado é linearmente independente ou

dependente.

a){(1,2);(3,2)}em R?;

b) {(—1,1); (—2,2)} em RZ;

c) {(1,—1);(0,2),(5,0)} em R?;

d){(1,1,0); (—2,1,0),(1,3,5)} em R3;

e){(2,3,1);(—2,0,5)} em R3;

f) {(1,1,4);(6,3,7),(1,0,11),(1,-2,7)} em R3;

g){(0,1,1,0);(0,1,0,1),(1,0,1,1),(—1,0,0,0)} em R*;

h){(1,2,3,4);(5,6,7,8).(8,7,6,5)} em R*;

DAl ol lo o'l em Mac:

D{l+x,—1—x} em P, (polinbmios de grau 1).
K){1+x%2+x+2x%2+3x —x%} em P, (polindmios de grau 2).

2)Para que valores de x, os vetores {(x,1,1);(1,x,0),(1,1,x)} em RZ?sdo

linearmente dependentes?

3)Marque V para verdadeiro e F para falso.

a)( ) Um conjunto de vetores linearmente dependente possui o vetor nulo.

b){ ) Um conjunto com um Unico vetor ndo nulo € linearmente independente.

c)( ) Um conjunto que possui somente o vetor nulo & linearmente
dependente.

d)Y( ) Um conjunto de exatamente um vetor é linearmente independente se,
e s6 se, esse vetor ndo € nulo.

e)( YUm conjunto com dois vetores & linearmente independente se, e s6 se,
nenhum dos vetores é combinagdo linear do outro.

f) ( )Dois vetores em R? sfo linearmente independentes, se pertencem a
mesma reta.

g)( )Dois vetores em R? sdo linearmente independentes, se pertencem a
mesma reta.

h)( )Trés vetores em R?® sdo linearmente dependentes, se pertencem ao

mesmo plano.

437 |



25.7. Base e dimensao

A base e a dimensdo sdo conceitos fundamentais na &algebra linear que nos
permitem entender como os vetores se relacionam entre si e como podem ser
representados de maneira eficiente, bem como, nos possibilita compreender a
estrutura subjacente do espago vetorial.

Uma base é um conjunto de vetores que sdo escolhidos de tal forma que
qualquer outro vetor no espago vetorial pode ser representado como uma
combinagdo linear desses vetores da base. Em termos matemaéticos, essa escolha
deve cumprir os preceitos da definigao a seguir.

Definigdo 25.7.1: Dizemos que um conjunto S = {uy, u,, uz,... Uy} CV € uma
base do espago vetorial IV se:
e f¢é linearmente independente;
e V=0G(B).
Em outras palavras, definimos como uma base de um espago vetorial, um
conjunto de vetores linearmente independentes e geradores desse espago vetorial.

Exemplo: Vamos verificar se os vetores u; = (—1,1) e u,; = (0,2) formam uma
base vetorial de R2.
Solucao: Para ser uma base, o conjunto de vetores deve ser gerador do espa¢o
vetorial e linearmente independentes.
1) Verificando se os vetores sdo geradores do espago vetorial R2:
(x,¥) = a.ug +azu; = (x,y) = a;.(—1,1) + a5.(0,2) =

—oy + Q.ors — X

(x,y)=(—ay+ 0.0, + 2a,) = { i, A gy =

Como o determinante da matriz dos coeficientes A = |_11 (2)| é -2, o sistema possui

solugdo, e os vetores sfo geradores do espago vetorial R2,
2) Verificando se os vetores sdo L.I:
a;.u; +asu; =0 =2 a.(—1,1)+a,.(0,2)=0=
—a; +0.a, =0
a, +2a, =0
—]
I 2

somente a solucdo trivial e, portanto, os vetores sao linearmente independentes (L.I).

(—a, +0.a;,a; +2a;) =0= {

O determinante da matriz dos coeficientes A = | é -2, esse sistema possui

Como as duas condi¢fes estio satisfeitas, os vetores u; = (—1,1) eu, = (0,2) formam

uma base vetorial de R2.

29 exemplo: Vamos verificar se os vetores u; = (1,1,0), u, = (0,1,3) € ugz =
(—1,0,2) € uma base vetorial de R3.
SoluGgao:
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1) Verificando se os vetores sdo geradores do espago vetorial R3:
(c,y,z) =a,.u) +az.uy +az.uz = (x,y,2) =a;.(1,1,0) + a,.(0,1,3) + a3.(—1,0,2) =
a, +0.a, —az =x

(x,v,z) =(a; +0.a;, —as, a; + a; + 0.a3,0.a; +3a; + 2a3) = { a+a,+0.a3=v .
0.a; +3a; +2az =z

1 0 —1
O determinante da matriz dos coeficientes A =1 1 0| é -1, assim o sistema
0o 3 2

possui solugio e os vetores sdo geradores do espago vetorial R3.
2) Verificando se os vetores sdo L.I:
ai.uy +azu; +azu; =0=>a:.(1,1,0) +a,.(0,1,3) +a3.(—1,0,2) = (0,0,0) =
a; +0.a; —az; =0

(ay +0.a5 —as, a; + a, +0.a3,0.a; +3a, +2a3) = (0,0,0) = { ay+a, +0.a; =0 .
0.a; +3as; +2a3 =0

A matriz dos coeficientes é a mesma anterior. Como detA = -1, esse sistema possui

somente a solugio trivial e os vetores sdo linearmente independentes (L.I).

Com as duas condi¢cdes estdo satisfeitas, os vetores u; = (1,1,0), u; = (0,1,3) e uz

(—1,0,2) formam uma base vetorial de R3.

3° exemplo: Vamos verificar se os vetores w, =(2,1,1), u, = (1,1,1) e uz =
(1,2,2) forrmam uma base vetorial de R3.
Solugao:
Verificando se os vetores sio geradores do espaco vetorial R3:
(%, 7, 2) = @ 0y Tttty + Gty =y 2) = a2, 1,1) . (1; 1, 1) Aas.01,2,2) =
2, +a; +az =x

(x,v,2z) = Q2a; +as +as, a; +a; + 2asz,a; +as +2az) = {a1+a2+2a3 =y,
a; +a; +2a3 =z

o T
Como o determinante da matriz dos coeficientes A = |1 1 2| é 0, esse sistema nio
i i

possui solucgdo, e portanto, os vetores ndo sio geradores do espacgo vetorial R3, Isso
significa que os vetores u; = (2,1,1), u; = (1,1,1) e uz = (1,2, 2) ndo formam uma base

vetorial de R3.

Observando os exemplos anteriores, nota-se que para verificar se os vetores
sao linearmente independentes e geradores do espago vetorial, os sistemas lineares
em ambos 0s casos tiveram sua solugdo condicionada ao determinante da mesma
matriz dos coeficientes. Em outras palavras, para ser uma base, é necessario que
o determinante dessa matriz seja diferente de zero. Isso ocorre apenas quando se
tem n vetores em um espacgo vetorial R"® (matriz quadrada n x n).

O teorema a seguir e sua demonstragdo irdo nos auxiliar nos casos em que o
conjunto tem uma quantidade maior ou menor que n vetores no espago vetorial R"™,

estendendo-se a qualquer outros espagos vetoriais.
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Teorema 25.7.1: O conjunto f = {uy, u;, us,.., U} € uma base do espago
vetorial R™® se r =n, ou seja, uma base do espago vetorial R™ tem exatamente
n vetores.

Demonstragao: Sejam os vetores f = {uy, u, us,...,u,.} base do espago
vetorial R™.

e Se r>n, oteorema 25.6.4 nos garante que uy, Uy, Uz,..., U, sao linearmente
dependentes, portanto, ndo formam uma base de R™.

e Se r < n, o sistema linear possui mais equagdes ndo equivalentes (n) do que
incégnitas (r) e conforme o teorema 14.2.3.2 (teorema do posto — volume 1), esse
sistema ndo apresenta solugdes (sistema impossivel). Portanto, os vetores nao
geram R"™ e, consequentemente, ndao formam uma base de R™.

Dessa maneira, qualquer base do espago vetorial R™ tem exatamente
n vetores.

A quantidade n de vetores de uma base é denominada de dimensdo do espaco
vetorial, conforme a definicdo a seguir.

Definigao 25.7.2: Se V € um espaco vetorial e possui uma base com n vetores,
dizemos que V tem uma dimensao n e indicamos por dimV = n. Além disso, define-
se também que a dimensdo de um espago vetorial nulo é zero.

Assim, dimR? = 2, dimR3 = 3,..., dimR"® = n.

Os exemplos mais simples de base do espago vetorial R?, sdo os vetores

canodnicos:

{(1,0,0,0,...0), (0, 1,0,0,0,...,0),..(0,o,o,...,1)}.

n velores

Pois, eles sdo linearmente independentes e geram o espago vetorial.
Os vetores candnicos {(1,0),(0,1)} de R?, por exemplo, formam uma base de R?,

pois sdo L.I e geram o espacgo vetorial R?. VVeja que

A =|é 2|=>detA=1(¢0)edim]R2=2.

Os vetores candnicos {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} formam uma base de R23, pois sdo

L.I e geram o espacgo vetorial R3, uma vez que

1 0 0
A =0 1 0] =>detd =1 (+ 0).Veja que dimR> = 3.
0 0 1

Observacoes importantes sobre a dimensao de um espacgo vetorial:

Observagao 1: A dimensdo de um espago vetorial € o ndmero de vetores
linearmente independentes necessarios para gerar todo o espago, no entanto, ha
uma excegdo quando se trata do espago vetorial nulo, que contém apenas o vetor

nulo. No caso do espaco vetorial nulo, o Unico vetor nulo gera todo o espago, mas
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este vetor ndo é linearmente independente. Podemos ilustrar isso com um exemplo:
considere o vetor nulo (0,0) e a equagdo do teorema 25.6.1:
a;. i, =0 =2 a..(0,0)=0 (1)

Essa equagdo ndo apresenta apenas a solugdo trivial a; = 0, isto é, esse vetor
ndo €& linearmente independente e, portanto, ndo forma uma base do espago
vetorial nulo. A auséncia de vetores linearmente independentes nos permite definir
a dimensdo deste espaco como zero. Em uma perspectiva geométrica, a equagao
(1), para qualquer valor de a,, gera apenas um Unico ponto {0,0) nesse espago e
um ponto é adimensional. Por outro lado, qualquer outro vetor que ndo seja nulo
em (1) geraria uma reta, que tem uma dimensé&o.

Observacao 2: Nem todos os espagos vetoriais possuem dimensado finita, ou
seja, possuem uma quantidade finita de vetores em sua base. O conjunto R[x],
formado por polindmios de coeficientes reais, por exemplo, € um espago vetorial
sobre R, mas possui dimensao infinita.

Demonstragao:

Suponha uma base finita de R[x] formada pelos polinémios: {Pq, P;,..., Pu}.
Qualqguer polindmio resultante da combinagdo linear dessa base tem no maximo,
grau n. Porém, o polindmio Q(x) =x"t1 € R(x) e nd3o pode ser escrito como
combinagdo linear dessa base. Portanto, {Py, P3,.., P,} ndo € uma base de R(x), e
essa base ndo é finita.

Como toda teoria desenvolvida nesse curso versa sobre espagos vetoriais de
dimensé&o finita, ndo a toa, fixamos o grau dos polindmios de R(x) como polinémio
P, de grau n. Assim, qualquer polindmio pode ser escrito utilizando uma
combinagdo linear da base finita canénica: {1, x, ¥*,x3, ..., x™}. Para uma base ndo

canbnica temos o seguinte exemplo.

4° exemplo: Verifique se os polindmios {1,1 +4x —x2,1 + x + 2x” } formam um
base em P, (polinémios de grau 2).
Solugao:
B il P A 0 P e o Gy BT =40,
a1+ a,. (1+4x —xD)+a;.(1+x+2x*) =0=

ar +ay +4azx — axx? + az + azx + 2azx? =

4o, +az3 =0 .
(—az +2a3)x? + (das +az)x +a; +ay +a3 =0 2 2

a, +a; +az; =0
é{
—ay +2a3 =0

1 1 1
Como o determinante da matriz dos coeficientes [0 1 0| é 9 (ndo nulo) o sistema
0 0 1

possui somente a solucfo trivial, e por consequéncia, os polinémios sio linearmente
independentes.
Agora, vamos verificar se os polinémios em questdo geram qualquer polinémio de

grau 2:
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ap.l+ay,. (1+4x —x) +az.(1+x+2x>) =ax?+bx+c=

4a, +az;=b .
—a, +2az3 =a

{ a;+a; +az =c
Esse sistema possui a mesma matriz dos coeficientes do sistema anterior e seu
determinante, como ja vimos, é 9 (ndo nulo). Isso comprova que os polindmios
{1,1+4x — x2,1+ x + 2x° } geram todo e qualquer polinémio do 22 grau (P5). Como esses
também sdo L.I, podemos concluir que formam uma base em P,.

50 exemplo: Determine se as matrizes M, = |é 8, M, = |8 é, M, = 0 0| e

M4=|8

Solucg3do: Paraser umabase, o conjunto das matrizes devem ser geradores do espago

0 , formam uma base do espago vetorial das matrizes 2x2.

vetorial e linearmente independentes.

al.(l) 0|+a2.0 1|+a3 |+a4 |0 1 —|

Qualgquer matriz | pode ser expressa utilizando combinac¢des lineares das

|z w
matrizes analisadas, basta fazer: a, = x, @, =y, 3 = Zz e a, = w. Assim, geram o espaco
vetorial das matrizes 2x2.

Agora, analisando a equacéo:
1 0 01 00 0 0]_1|0
|y ol taxly ol *asly ol +axlp il=lo
essa possui apenas a solucio trivial. O que implica dizer que as matrizes analisadas
sdo linearmente independentes.

Por esses motivos, M, M,, M3 e M,, formam uma base do espaco vetorial das matrizes
2x2 edimMyy, = 4.

De uma forma geral, em termos de matrizes, dimM,,,, = m .n.

6° exemplo: Verifique se o conjunto 8 = {(1,0,1),(0,0,1)} forma uma base do
R3.

Solugdo: Sabemos de imediato, pelo teorema 25.7.1, que £ ndo é uma base de R5,
pois possui uma quantidade de vetores menor que a dimensdo do espaco vetorial. Faremos

a verificacdo apenas como exercicio.

=0
a;.(1,01) + a,.(0,0,1) =0= {al = Somente solucio trivial = vetores sdo L.1.

a; =0
oy =%
Mas, (x,v,2) = a,.(1,0,1) + a5.(0,0,1) = {0 =iy , ndo gera todos os vetores de
a,ta, =z

R3, portanto, £ nio é uma base do R3.
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7° exemplo: Verifique se o conjunto g = {(1,0),(0,1),(1,2)} é uma base de RZ2.
Solugao: Sabemos de imediato, pelo teorema 25.7.1, que  ndo € uma base de R?,
pois possui uma quantidade de vetores maior que a dimensdo do espacgo vetorial. Faremos

a verificacdo apenas como exercicio.
a; +az =x

o sistema apresenta
a, +2a3 =y p

B gi= o .05 a0+ o 1,55 =4 =>{

solugfo, basta atribuir qualquer valor para a5 (por exemplo). Assim, g gera o R3.
@ + a3z = 0

. A solucédo nio é somente a
a; +2a3; =0 ¢

Mas, a4.(1,0) + a5.(0,1) + a5.(1,2) = 0 = {

trivial, os vetores sdo L.D e g ndo é uma base de R3.

Convém observar que os vetores do 6° exemplo sdo L.I, mas ndo geram o
espaco R? e os vetores do 7° exemplo geram o espago R?%, mas ndo sdo L.I.
Conforme foi demonstrado no teorema 25.7.1 (verifiquel!).

O teorema a seguir qualifica o conjunto solugdo de um sistema linear
homogéneo como um subespacgo vetorial de V = R".

Teorema 25.7.2: Seja S um conjunto solugdo de um sistema linear
homogéneo em V, S € um subespago vetorial de V.

Demonstragao: Com efeito, se u,v € S, temos: (u + a.v) € S. Basta tomar «
como um possivel pardmetro nulo ou ndo, da solugdo. Perceba ainda que 0 € S.

O teorema a seguir relaciona a dimensao de um espago vetorial V com a

dimensao de um subespago S de V.

Teorema 25.7.3: Sejam V um espago vetorial de dimensdao n e S um
subespago vetorial de V, entdo dimS < dimV. E além disso, se dimS = dimV, entdo § =
V.

Demonstracao: Se S € um subespago ndo nulo, entdo existe ao menos um
vetor nao nulo u, independente. Se ele gera S, entao temos uma base 5, = {u,} de
dimensdo 1. Caso ndo gere §, entdo existe um vetor u,; € G(u,). O conjunto {u,, u,}
é L.I. Se gera S, entdo temos uma base fS; = {u;, u,} de dimensdo 2. Se né&o,
aplicamos o processo anterior de forma recorrente até n. Como o conjunto f3,
linearmente independente tem no maximo n vetores (conforme teorema 25.6.4),
concluimos que dimS$ < dimV e a igualdade ocorrerda quando f, derar o espago
vetorial de V.

Os passos dessa demonstragdo nos mostram que é possivel adicionar vetores
a um subconjunto de V de forma a “completar” uma base de V, consoante ao
teorema a seguir.

Teorema 25.7.4 (teorema do completamento): Qualquer subconjunto
linearmente independente de um espago vetorial V de dimensao finita, pode ser

completado de modo a formar uma base de V.
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892 exemplo: Encontre uma base e a dimensdo do (sub)espago solugao dos
sistemas lineares homogé&neos a seguir.

x+y—z=0
a) {—2x—y+2z=0

—x+y+z=0
Solugao: Vamos escalonar o sistema.
x+y—z=0 & xl Eet i =50 B
{—2x—y+22=0 eyl =2a— yrf2ze= 0 (:){;;—22—0_0 =[x =Z]
—x+y+z=0 0+ 2y+0=0 =[y =0} Texer=

Atribuindo um pardmetro t para x, encontramos a solucdo
S = (2 07 ) =8 =460 150:1)3%:
Como o vetor é L., tem-se que a base é (1,0,1) e a dimenséo é dimS = 1.
b) x+ 2y—z—-w=0
2x+y—3z +2w=20

Solugao: Vamos escalonar o sistema.

{x+2y—z—w=0<ﬂx(-2) {x+2y—z—w=0

= ;
2%+ y—3z +2w =0 —3y—z +4w =0

Atribuindo pardmetro t e s, para z e w, respectivamente na 22 equacdo, temos:
B 1

—3y—t +4s=0 = y=§s—§t

Substituindo na 12 equacéo:

4 1
x+2y—z —w=0 = x=-2 (§S_§t) +t +s5 =

2 * 1t +it == > +5t
= — e Sy = ——= -t =
x (33 3 ) B =TeFTy

5= ) ( 5+5t4 1tt (5401 +t(5 110
= (xy,zw)={—=s+=t,=s—=t,t,5s ) = s.[—=,=,0, A= 001
Tl 5° "3 B S) =L 2% ) 5 8 )

e 5 4 5 1
Solugao.S = {S.(—g, §,0,1) & L. (§,—§,1,0 )}

5 %,0,1),(— - 1,0)} e a dimenséo é

w L1

Como os vetores sdo L.I, entdo a base é {(—

dimS = 2.

Observacoes importantes:

- Os vetores do subespaco solugdo em sistemas lineares homogéneos, como
no exemplo anterior, derivados por meio do processo de escalonamento, sao
automaticamente geradores do subespago, pois representam todas as solugdes
possiveis do sistema, e além disso, sdo também linearmente independentes, uma
vez que o processo de escalonamento nos garante que um vetor ndo possa ser
expresso como uma combinagdo linear dos outros.

- A dimensdo do subespago solugdao de sistemas lineares que apresentam

apenas a solugdo trivial (o vetor nulo) € nulo (isto &, dimS = 0).
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EXERCICIOS 25.4 |

1)Verifique se o conjunto de vetores forma uma base no espago vetorial dado.
a){(1,0); (—1,1)} em R?;
b){(—1,4); (—2,8)} em R?;
©) {(~1,0); (2,1); (0,1)} em R?;
d){(1,1)} em RZ;
e) {(1,0,1); (1,1,1); (—1,0,0)} em R3;
f) {(1,0,—1);(0,0,1); (2,0,—2)} em R?;
g){(1,2,3); (4,5,6); (—1,2,7),(8,9,11} em R3;
h){(1,1,1); (-1,0,1)} em R3;
i) {(1,2,3,4);(5,6,7,8),(8,7,6,5)} em R?;
i) {(1,0,—1,4);(5,6,0,—1),(4,3,0,0),(0,1,2,-2),(4,2,7,—1)} em R?;
k){(1,2,—2,0);(0,1,0,—1),(2,0,3,0),(0,1,1,—3),} em R*;
D {(1,1,1,0);(0,2,0,—2),(1,2,3,0),(1,6,3,—4),} em R*.

2)Verifique se as matrizes

{lo Wl oll2 ol lo 3}

formam uma base em M,,,.
3)Explique por que 5 matrizes quaisquer nao formam uma base em M,,,.

4)Verifique se os polindmios {2+ 4x,—1—2x} formam um base em P,

(polinédmios de grau 1).

5)Verifique se os polinémios {x*1+x —x%2x —x*} formam um base em P,

(polindmios de grau 2).

6)Encontre uma base e a dimensao do espago solugao dos sistemas lineares
homogéneos a seguir.
x—y=0
a){—3x+3y=0
2x — 3y=0
b){ —x+3y=0

x+ 2y+3z=0

c)y x—y+z=0
3x+3y+7z=0

d x+y—z+w=0
2x+ y—2z+w=0
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&) x+ y—3z +2w=20
3x+y—2z+w=0

7)Encontre a base dos seguintes subespagos vetoriais indicados em cada caso.
a)Areta 2x — y=0de R2,
bYAreta x=2t,y=t e z= 3t de R3.
c) O plano 2x — 3y = 0 de R?3.
d)O plano x — 2y — 4z = 0 de R3.
e)Todos os vetores na forma (a,b,0) de R3.
f) Todos os vetores na forma (a,b,c,d) em que a = b =c =d de R%,
g)Todos os polindmios na forma ag + a;.x + d. x>+ as.x> em que a; =0

de P; (polindébmios de grau 3).

8)Marque V para verdadeiro e F para falso.

a)( ) Se um conjunto de vetores geram um espago vetorial, entdo esses
vetores formam uma base desse espago vetorial.

b)( ) Se um conjunto de vetores sao linearmente independentes, entao
esses vetores formam uma base desse espacgo vetorial.

c) () Se um conjunto de vetores sdo linearmente independentes e geram o
espago vetorial, entdo esses vetores formam uma base desse espago vetorial.

d)( ) O espacgo vetorial formados pelos polinémios (P,) de grau n, possui
dimensao dimP, = n.

e)( ) O espacgo vetorial formados pelos polindmios (P,) de grau n, possui
dimensao dimP, = n+ 1.

f) ( ) O espago vetorial formados pelas matrizes M,,,;,, possui dimensao
dimM v = num + 1.

g)( ) Todas as bases de um espago vetorial de dimens&o finita tém o mesmo
numero de vetores.

h)( ) Se uma base de um espago vetorial V possui n vetores, entdo um
subconjunto de V com mais de n vetores sera linearmente independente.

i) ( ) Se uma base de um espago vetorial V possui n vetores, entdo um
subconjunto de V com menos de n vetores ndo gera V.

j) { ) O espago vetorial nulo tem dimensdo 1 por conter um Unico vetor nulo.

9)Demonstre o seguinte teorema:
Teorema 25.7.5: Seja um espago vetorial ¥V com dimV =n e § um conjunto
em V com exatamente n vetores. Entdo, $ serd uma base de Vv se, e somente se, S

for L.I ou S gerar V.
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25.8. Coordenadas e mudanca de base

25.8.1. Coordenadas

As coordenadas de um vetor em relagdao a um conjunto de vetores base sdo os
numeros que descrevem como o vetor pode ser expressado como uma combinagdo
linear desses vetores base. Esses numeros formam os elementos de um outro vetor,
denominado de vetor de coordenadas, conforme a definicdo a seguir.

Definigdo 25.8.1.1: Seja a = {u, Uy, Us...., Uy} UMma base do espago vetorial V.
Se u=a;.u +a,.u,+az.u;++a,u, entdo os escalares a;,a,0a;..,0, Ssao
denominados de coordenadas de u em relagdo a base a. E o vetor [u], =
(a1, ay az, ...,a,) € denominado de vetor de coordenadas de u em relagdo a «a.

O vetor de coordenadas deu = (x,y), por exemplo, em relagdo a base canoénica
{(1,0), (0,1)} de R?, é o préprio vetor (x,y), uma vez que: (x,y) = x.(1,0) + y.(0,1).
Enquanto que para outra base ndo canodnica, o vetor de coordenadas depende dos
vetores da base escolhida.

Exemplo: O vetor de coordenadas de u = (2,4) em relagdo a base candnica
{(1,0),(0,1)} de R? é o préprio vetor u = (2,4). Porém, para a base {(1,2),(2,3)} o
seu vetor de coordenadas é [u], = (2,0). Veja o calculo:

U=Q. U + Ay Uy + A3 Uz + -+ @y Uy,
(2,40 =01, 2) +iks (2.3)

(2,4) = (a1 + 2az,2a; + 3a) = {2‘21123‘;22::24.

Escalonando e resolvendo o sistema, encontramos o vetor de coordenadas: [u], =
(2,0). Assim: (2,4)=2.(1,2) +0.(2,3).

A figura 25.8.1.1, mostra o vetor (2,4) representado pelas duas formas,
segundo a base candnica {(1,0),(0,1)} de cor azul e segundo a base {(1,2),(2,3)}

de cor vermelha.

Essa é a ideia por trds de uma ferramenta (2.2)
2

matematica muito util em se representar um mesmo
objeto matematico em sistemas de coordenadas

diferentes, denominada de mudanga de

A

S peemea

coordenadas.

0,1)

| (1,0)

Figura 25.8.1.1

Os polindmios na forma ag + a..x + az.x*+ asz. x>+...+a,.x™ tem como vetor
0] 1 2 3 n

de coordenadas os préprios coeficientes {ag, a4, a3, 4z, ..., a,} em relagdo a base {1,
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x,x2,x3, .., x"}. Porém, para uma base diferente, o vetor de coordenadas muda.
Exemplo: Vamos calcular o vetor de coordenadas de p=2+x—2x% em
relagdo a base a = {1+ x,1 — 2x,2 — x*}.
Solucgao:
P=ai.u; +az Uy +az. s+ apa i,
24+x—2x"=a;.(1+x)+a,.(1 —2x) + a3.(2 — x?)
@y G+ 2ids =2

24+x—2x2=a, ta.x +a2—2a2.x+2a3—a3x2=>{ a, —2a, =1
—az = —2

Da ultima equacdo, encontramos . Substituindo na 12 equagdo, temos

{a1+a2+2.2=2 {a1+a2=—2
=
a, —2a, =1 a, —2a, =1

=|a; = —1]e [a, = —1].

Desse modo, o vetor de coordenadas desse polinémio, segundo a base informada, é:
[p]u = (_1' _11 2’)
Observeque: p =2 +x —2x% = —1.(1+x) + (—1).(1 — 2x) + 2.(2 — x2).

Importante: E evidente que diante da definigdo 25.8.1.1, a ordem dos vetores
de uma base {uq, u;, uz,..., Uy} influencia no vetor de coordenadas [u],. Para evitar
essa confusdo, utilizaremos uma Unica ordem para os vetores da base, ou seja,
utilizaremos sempre uma base ordenada. E para evitar repetigoes, todas as bases
mencionadas a partir desse momento, serdo implicitamente bases ordenadas.

392 exemplo: Os vetoresu; = (1,1,1), u, = (1,3,1) e uz = (1,2, —2) formam uma
base vetorial de R3. Encontre o vetor de coordenadas de u = (1,4,—2) em relagdo a
base.

Solugao:

U =ty + 0l + Gy v 0y
1,4,-2)=a,.(1,1,1)+a,.(1,3,1) + a3.(1,2,—2)
a, +a;+az =1

(1,4,-2)=(a; +a, +as,a, +3a, + 2a;3,a, +a; —2a3) = {al + 3a, +2a; = 4.
ay+ay; —2a3 = —2

Escalonando e resolvendo o sistema, encontramos o vetor de coordenadas:
[uls: = =1,1,1);
Se a base for a base canébnica {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}, o vetor de coordenadas é o
préprio vetor (1,4, —2). Veja:
(1,4,-2) =a;.(1,0,0) + @5.(0,1,0) + @3.(0,0,0) = [u], = (1,4,—2).
Sabemos que ao mudar a base do espago vetorial, o vetor de coordenadas de
um determinado objeto do espago vetorial (vetor, polindmio, matriz etc.) também

muda. Essa mudanca de base e seus efeitos causados entre os vetores de
coordenadas € o nosso préximo foco de estudo.
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25.8.2. Mudanca de base

Definicdo 25.8.2.1: Se mudarmos uma base (antiga) a = {w,, u,, Us,..., Uy}
para alguma base (nova) B = {vy. v, V3..... ¥y} de um espago vetorial V, entdo o
velho vetor de coordenadas [u], esta relacionado a um novo vetor de coordenadas
[ul; pela equacgdo:

[ulg = [T15. [U]q-

Onde [T]3 € uma matriz denominada de matriz de transigdo (ou matriz

mudanca de base) de a para f, formada pelos vetores de coordenadas da base

antiga « em relagdo a base nova 8, postos em coluna.

A definicdo acima, nos diz que devemos calcular os vetores de coordenadas de
cada vetor da base antiga em relagdo a base nova, e pd-los em forma de coluna em
uma matriz. Essa matriz sera a matriz de transigdo de uma base para a outra.

Exemplo: Sejam a = {(1,2),(2,3)} base do primeiro exemplo anterior e a base
canénica f = {(1,0),(0,1)}. Encontre [T]} e [T1%.
Solug&o: Para calcular [T (matriz de transicdo de a para ), devemos expressar

os vetores da base antiga @ em termos dos elementos da nova base £. Do seguinte modo:
a B B
—_— —t—— iy
1,2) =a,.(1,0) +a,.(0,1)
(2,3) = by.(1,0) +55.00,1)
a +0.a;=1 {bl +0.b;=2

0.a, + a, = 2°10.b, + b, = 3 ERCONtramos a, =1,

Resolvendo os sistemas lineares {
=2,by=2eb, =3.Assim, [Tl3 = [** P11
Az = 2,01 = 2€0; = 5. SSlm;[],g—az b2_|2

Para calcular [T]? (matriz de transicio de  para a), devemos expressar os vetores
da base antiga f§ em termos dos elementos da nova base a. Da seguinte maneira:
{(1, 0)=a,.(1,2) +a,.(2,3)
(0, 1) = b;.(1,2) +b5.(2,3)
a, +2a, =1 {b1—|—2b2=0

Resolvendo os sistemas lineares {2&1 2 Bl Sh, & Bl = I

encontramos a; =

ay

3.a, =2, by =2eb, 1.Dessa forma: [T]], iy b2| |2 _1|.

Na subsegdo anterior, vimos que os vetores de coordenadas de u = (2,4) para
as essas mesmas bases, foram respectivamente: [u], =(2,0) para a base a =
{(1,2),(2,3)} e [ulg = (2,4) para a base 8 = {(1 0),(0,1)}. Agora, perceba que:

2 ;
| 4| == | | | E conveniente utilizar os vetores na
forma matricial, uma vez que o

T ; ' St ]
[u]‘g [ ]ﬁ [l dispositivo de transigao ¢ uma matriz.

E que:
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Outro fato interessante é que a matriz de transigdo [T]g (do exemplo anterior)
é formada pelo préprios vetores da base a dispostos em coluna. Isso acontece
quando a base de destino (base nova g) é canbnica. Conforme o teorema a seguir.

Teorema 25.8.2.1: Sejam duas bases, uma base a qualquer de um espago
vetorial V de dimensdo finita e uma base £ candnica, a matriz [T]3 € formada pelos

vetores da base a dispostos em coluna.
Demonstracao:
a;.(1,0,...,0+a,.(0,1,...,0) + a5.(0,0,1,....0)+ ...+ a,,.(0,0,...,1) =(ay, az,as,...a,)
b,.(1,0,...,0)+ 5,.(0,1,...,00) + 55.(0,0,1,...,0)+ ...+ 5,.(0,0,...,1) = (by, bz, bs,...b,)
z,.(1,0,...,00+2,.(0,1,...,0) + z:. (0,0, 1,....,0)-1- o 2 (0705 v 1) = (215220 Z5r0025)
O que resulta em vetores de coordenadas iguais aos vetores da base antiga.

Existe uma relagdo entre as matrizes de transigdo [T ] e [T]ﬁ, conforme o

teorema a seguir.

Teorema 25.8.2.2: Sejam duas bases a e f de um espago vetorial v de
dimensdo finita, a matriz [T ]3 &€ invertivel e sua inversa & [T]g.

Demonstragao: Por definigdo, [u], =[T]z.[uls e [ulg= [T]g.[u]u. Substituindo
a primeira equagao na segunda, temos: [u]B=[T]§.[T]§.[u]B. A igualdade sé e
possivel se [T]g.[T]; =TI (matriz identidade), o que equivale a dizer que a inversa de
[T13 € [T]ﬁ (e vice-versa). A existéncia da inversa é demonstrada no teorema
25.9.3.1.

Observe que as matrizes de transigdao |% gl e |_23 _21| do exemplo anterior sao

inversas.

2° exemplo: Sejam a = {(1,2),(2,3)} e £ = {(2,2),(1,3)}. Encontre [T]5 e (T1%.
Solugdo: Para calcular [T]§ (matriz de transicéio de a para f), devemos expressar

os vetores da base antiga ¢ em termos dos elementos da nova base . Assim:

(1,2 = 0. 02,93 + 001, 3}
{(2, 3) = by.(2,2) + b2.(1,3)’

Resolvendo os sistemas, encontramos a, = 1/4, a, =1/2, b, =3/4 e b, = 1/2. Dessa

1 3
Fomting: = |a1 b1| _ T T Para calcular uma matriz inversa, use o
J az b % % método de eliminagio de Gauss-Jordan ou o teorema
14.1.9.1 presente na subsec¢do 14.1.9 do volume 3.
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i

A matriz [T]] é a inversa de [T]3= , que neste caso é |_22 '

N = by =
N = ]

Outra solugdo para encontrar [T]4, como ja sabemos, é expressar os vetores da base

antiga f em termos dos elementos da nova base a e resolver os sistemas lineares.

39 exemplo: Sejam as bases f={(1,1,—1),(03,1),(1,—-1,0)}, a=
{(2,1,1),(1,2,1), (—1,1,—2)} e a base candnica ¢ = {(1,0,0),(0,0,1),(0,0,1)} de R3,
Calcule:

a)[ Tl
Solugdo: O teorema 25.8.2.1 nos garante que a matriz [ T ]2 é formada pelo préprios

vetores da base g dispostos em coluna (uma vez que a base e é candnica). Assim:

1 0 1
(t1¥=(1 3 —-1|
11 0

bYLT 13
Solugao: Resolver trés sistemas lineares com trés incdgnitas e trés equagdes é

.

trabalhoso. Melhor é calcular a inversade [ T ]‘;, que nesse caso, é:
3

5

Ul = =

[T15=

Gl v 1] =] =
U] Wl N

o lTIj
Solug&o: Para calcular [T]§ (matriz de transicdo de «a para f), devemos expressar
os vetores da base antiga @ em termos dos elementos da nova base f. Assim, temos:

(240 = ay {1y L= om0, 3 Db gl 1,1, 03
(1,2,1) = by. (1,1,—1) + b,.(0,3,1) + bs.(1,—1,0)
1.1, —BY =8y 00, L, ~ 104 800, BAY g {1, —1.0)

Resolvendo os sistemas, encontramos a; =0, a, =1, a3 =2,b;y =0, b, =1,b; =

6 4 11
1,¢ =mitz — Tpeky T e
6
0 0 =
a; by 54
Dessa forma: [T1§=|a, b, c;l=11 1 ==
as bs c3 G b B
1

d[T1E

Solucgao: Basta calcular a inversa da matriz anterior, que nesse caso é:
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[ary
s

[T15= |-

o N
(=) |
=

e)O vetor de coordenadas do vetor (3, 1, 3) na base g.
Solugao:
U= 4.8 + Oz Us + Q5. Uz + -+ 0,1,
a; +0.a, +az =3
(3,1,3) =a,.(1,1,—1) + a,.(0,3,1) + a5.(1,—1,0) = { a;+3a,—az; =1 .
—a;+a, +0.az; =3

Escalonando e resolvendo o sistema, encontramos o vetor de coordenadas:
[ulp = (—1,2,4).
f) O vetor coordenadas do vetor (3, 1, 3) na base a.

Solugao: Vamos utilizar as informacgdes ja calculadas na igualdade [u], = [T ]i [ulg.

7
- —1 1
? A 51 5 Use 0S MESMOS Passos do
Hle=|-= 2 -4 5[l (_ & __) item anterior ¢ comprove
“ 2 6’2" 6/ | esse mesmo vetor de
5 b 4 coordenadas.
6

O processo de calcular matrizes de transicdo usando a definicdo, consiste, em
geral, em resolver n sistemas lineares com n incognitas e n equacgdes (em R"),
tornando o processo dispendioso para n=4. O teorema a seguir, que utiliza a
inversa e a multiplicacdo de matrizes, pode ser uma solucdo alternativa viavel para
esse problema.

Teorema 25.8.2.3: A matriz de transicdo [T | é o produto da inversa da

matriz formada pelos vetores (em coluna) da base nova 8, pela matriz dos vetores

(em coluna) da base antiga a. Isso equivale a:

L2132 = [i1f] .z

Demonstracdo: Os vetores de cada base em coluna formando matrizes,
segundo o teorema 25.8.2.1, equivale as matrizes [T]Y e [T]f (onde e é a base
candnica). Utilizando a definicdo 25.8.2.1 para esses casos, temos:

[ule = [T1;- [ula
[ule = [T1°. [ulp.
Igualando as equacgdes:

[T1%. [wlp = [T1.[ul,
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Multiplicando a esquerda pela inversa de [T]‘g representada por [[T]f] , temos

[(T2E] 76l = [IT0E] T e

wlp = [IT1F] - IT1¢ . = ([T 1% = [IT1F] 71

£

3

(715

Exemplo (2° exemplo anterior): Sejam a = {(1,2).(2,3)} e £ = {(2,2),(1,3)}.
Encontre [T]3.

o 4 1 T o Compare com a
= . |12 A 1 21_[(72 ~2F 1 21_17 % matriz de transigio do
Salagaos A [[2 3]] : |2 3| - % ; ! |2 3| % % i 2° exemplo anterior.

2° exemplo (3° exemplo anterior): Sejam as bases a={(2,1,1),(1,2,1),
(—-1,1,-2)} e f ={(1,1,— 1),(0,3,1),(1,—1,0)}. Calcule [T]5.

- Compare com a
Solucgio: matriz de transi¢fo do
§ W 4 -1 G ¥ 3° exemplo anterior.
Tlg=(l1 3 -1 12 1=
=1 X O 1 1 =2
1 1 3 & 6
E § B 5
11 2 2 1. =1 4
[Tig=z = =|I1 2 1]|=[F=1L 1 —=|
5 5 5 1 1 =2 5
4 1 8 5 g 11
5 5 5 5

39 exemplo: Sejam as bases a ={u =(1,0,2), v= (1,1,1), w=(—1,0,—1)} e
L={u'=(11,1), 7 =(0,1,1),w =(1,1,0)}. Se ¥x=—-2u+ v— 3w, como devemos
escrever o vetor ¥ em relagdo a 8?

Solugao: O vetor de coordenadas na base a é [x], = (—2,1,—3). Para calcular o

vetor de coordenadas desse vetor na base f, precisamos de [T]3.

wm=Hﬂﬂﬂ{ﬂj

10 111 -1 1 -1 1|1 1 -1 g 4 —2
me={1 1 1|| Jo 1 of|=|-1 1 o|flo 1 of=|-10 1]
1 1 @ 2 1 =l O A =l 2 2 =L -2 0 1
(ulg = [T]5 [u]a
2 1 =2 [—=2 1
[ulg=|-1 0 1]|.[1]|=]|-1|
=2 ¥ 1 5 1
Desse forma: ¥ =4’ — v + w'.
Substitua os vetoresem ¥ =1’ — ¥ +w = —21U + ¥ — 3w e confirme a igualdade.
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EXERCICIOS 25.5

1)Encontre o vetor de coordenadas de u em relagdo a base «, em cada caso.
a) u=(1,3) em relagdo a base a = {(1,1),(1,2)};
b) u = (—2,2) em relagdo a base a = {(—1,3),(0,5)};
c) u=(x,¥) em relagdo a base a = {(—1,—1),(0,1)}.

2)YEncontre o vetor de coordenadas de u em relacdo a base «, em cada caso.
a) u=(1,2,1) em relagdo a base a = {(1,1,3),(1,2,1),(1,—-2,1)};
b) u = (—1,5,2) em relagdo a base a« = {(—1,1,2),(1,1,—1),(0,1,1)};
c) u=(x,v2) em relagdo a base a« = {(—2,0,2),(3,1,—1),(0,0,1)}.

3)Encontre o vetor de coordenadas de p em relagdo a base «, em cada caso.
a)yp=1—10x + 20x%2 —13x®* em relacdo a base a = {1,x,x2,x%);
byp=1+2x emrelagdo abasea={1+x,1—2x}
A)p =1+x—2x*emrelagdo a basea={1+x+x*,1—x%1+2x%}.

_12 3

1 gl em relagdo a base a =

4)Encontre o vetor de coordenadas de A
{lo oll% ol-lo 2l-lo 31}

5)Sejam um vetor 1 e uma base a de R%®, mostre que o vetor de coordenadas

a1~ 1
de i em relagdo & a, pode ser dado por: [u], = [[T]e] .

6)Sejam a = {(1,1),(2,3)} e £ = {(0,2),(1,1)} bases de R2,
a) Encontre o vetor coordenadas de u = (1,3) em relagdo a «;
b) Encontre [T]g;
c) Encontre [T]g;

d) Encontre o vetor coordenadas de u = (1,3) em relagdo a g;

7)Sejam a = {(1,0),(—1,1)} e £ = {(0,1),(—1,—1)} bases de RZ,
a) Encontre o vetor coordenadas de u = (1,2) em relagdo a «;
b) Encontre [T]3;
c) Encontre [T]g;
d) Encontre o vetor coordenadas de u = (1,2) em relagdo a g;

8)Sejam a = {(1,1),(2,1)} base de R?e [T] = B _11|

a) Encontre [T]g;

b) Demonstre que, de uma forma geral, temos: [T]f =[T]%. [T]g;
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c) Use a igualdade anterior para encontrar a base f.

9Sejam a ={(1,1,1),(1,0,1), (1,1,—2)} e B ={(1,0,— 1),(0,2,1),(1,1,0)}, bases
de R3.
a) Encontre o vetor coordenadas de u = (1,1,2) em relagdo a «;
b) Encontre [T]3;
¢) Encontre [T]%;

d) Encontre o vetor coordenadas de u = (1,1,2) em relagdo a g;

10) Sejam a={1i=(2,1,2), V= (3,45, w=(1L1,1)} ef={u =(1,2,3), 9 =
(0,0,1),w' = (2,2,0)}. Se ¥ = —3uU + 2V — 2w, como devemos escrever o vetor ¥ em

relagdo a B?

1 0 1
11) Sejam a ={(1,—1,1),(1,0,1), (0,1,—2)} base de R® e [T]g =0 2 -1}
-1 0 O

a)Encontre [T]g;

b)Encontre a base £ (Dica: use a igualdade da questao 8-b).

12) Quanto a mudanga de base, marque a opgao incorreta.
a) Se a e f sao bases de um espago vetorial, entdo existe uma matriz de
transigdo [T]g.
b) As matrizes de mudancga de base (transigdo) sdo invertiveis.

c) O produto [T]g.[T]f?‘ é igual a matriz identidade.

d) O produto [T]f.[T]g‘ é igual a matriz identidade.
e) Vale a igualdade [u]g = [T]z. [v]s-

13) Quanto ao vetor de coordenadas, marque a opgao incorreta.
a)O vetor de coordenadas de u = (a,b) em relagdo a base candnica de R? &
formado pelos componentes de .
b)O vetor de coordenadas de v = (a,b,c) em relagdo a base candnica de R3
é formado pelos componentes de v.
¢) O vetor de coordenadas de p =1 + 2x + 3x2 + 4x® em relagdo a base a =

{1,x,x2,x3} é formado pelos coeficientes de p.
d)O vetor de coordenadas de A:|(Cl Z em relagdo a base a=

{|é 8| |8 (1)||(1) 8||8 gl } é formado pelos elementos de A.

e) Se o vetor de coordenadas de um objeto em relagdo a uma base a € igual
ao vetor de coordenadas em relagdo a outra base B, entdo as bases a e f sdo
iguais.
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25.9. Transformacgoes lineares

Nesta segdo, trataremos de fungbdes cujos dominios e contradominios sdo
espacgos vetoriais e que, além disso, resguardam as operacgdes de adigdo de vetores
e de multiplicagdo de wvetores por um escalar. Esses tipos de fungfes sao

denominadas de fungdo de transformagao linear.

Definicao 25.9.1: Sejam V e W dois espagos vetoriais. Uma fungdo de

transformacgdo T:V — W é dita linear sempre que:

. |T(u1 +uy) =T(u) + T(u2)| (ocorrer a linearidade da soma);

. |T(a.u1) =a.T(u,) | (ocorrer a linearidade do produto).

Observacgoes:
— As duas sentengas podem ser resumidas em uma Unica:
T(u, + a.uy) =T(u) + a.T(wy).
— No caso especial em que V = W, ou seja, T:V — V, a transformacgdo linear é

denominada operador linear do espacgo vetorial V.

Exemplo: A fungdo T:R? - R definida por T(x,y) = x —y é uma transformacgdo
linear, pois sendo u; = (x;,v(), Uz = (x2,¥2) E R® e « € R, temos:
T(uy +auz) =T[(xy,¥1) + @ (x2,¥2)] =T(x; + a.xz,y1 +ayz) =
T(x, +a.x5,y1 +a.y:) =x, +a.x, — (¥, +a.v3) =
X1+ ax, — Y, —a.y, = x1 — ¥y +a (x; —yy) = T(u) + a.T(u,).

T(1q) T(uz)
.m3 2
29 exemplo: A fungdo: T:R*—> R é uma transformacgdo linear,
Tx,yv,2)=(x—y,x+2)

pois sendo w; = (x{,¥1,21), Uz = (X2, v2,2:) ER* e « € R, temos:
T(u, +a.wy) =Tl(x1,¥1,21) +a.(x2,¥2,2) | =T +a.x5, ¥ +@.ys,21 + a.z2;) =
(i tax;—On+tay)x+axs+{(z+az))=
(o —yi+a. (e —v2), % + 2z +a(x; +2z3)) =

(X —y1,% +21) +a (x5 — Y2, % + 23).
T(u1) T(uz)

T:R® > R?

o - Xy = 4 = i
3° exemplo: A fun(;ao.{T(x'y’Z) = (x2,2) nao é uma transformagao linear.

Com efeito, para w; = (x,v1,z1) = T(w) = (x,12,z,), para u, = (x3,¥2,23) =
T(u,) = (x,2%,2z,) e para a € R, temos:

T(uy) + a.T(uy) = (x,2,21) + @ (x3%,2,) = |T(u1) + a. T(uy) = (x2+ax,?,z, + azz)l.

Enquanto que:
T(u, +a.uy) = T[(xl,yl,zl) + a. (xz,yz,zz)] =T(x;+a.x,y, +a.y,2z, +q.zz) =

|T(u1 +auy) =((x; +a.x3)2,z + a.zz)|¢ T(uy) + . T{us;). Verifique!
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T:R? - R2
T(x,y) =(x+ 1,x)

De fato, se u; = (x1,¥1), Uz = (x3,¥2) e ¢ € R, temos:

4° exemplo: A fungéo:{ ndo é uma transformacdo linear.

T(uy +a.uy) =T[(x,y1) +a.(x,¥2)] =T(x1 + @. %3,y + a.yz) =

[TOu +auy) = (s +a.x; +1,x, +a.x,)]

TCu) +a.T(u) = (o +Lx) +a (o+ 1,x) =[x+ a.x, +a+ 1,x; + a.x,)]

Como (x; +a.x, +1,x; +a.x3) #(xy +a.x;, +a+1,x; +a.x;) a transformagao

nao € linear.

Teorema 25.9.1: Se T:V - W for uma transformacgdao linear, entdo:
e T(0)=0;
o T(u—v)=T@) — T(v).
Demonstragao: Como 0.u = 0, entdo:
T(0) =7¢(0.u) =0.T(u) = 0.
Tu—v)=Tu+ (D) =T+ T{(—Dv) =T + (—1TW) =T(u) — T@).

Nos exercicios serd cobrada a demonstragdo que T(—u) = —T(u) com base
nesse teorema.

O teorema 25.9.1 pode ser uma excelente ferramenta de verificagao, pois ele
garante que para uma transformacgdo ser linear é preciso que ela transforme um
vetor nulo em outro vetor nulo. Veja que isso ndo ocorre no 4° exemplo anterior,
T:R? > R?
Tx,y)=(x+1,x)

ndo nulo (1,0) e, portanto, ndo € uma transformacgdo linear (ndo sendo necessario

pois a transformagao { transforma o vetor nulo(0,0) em um vetor

verificar as outras condicionantes).

Entretanto, a reciproca desse teorema n&o € valida. Transformar um vetor nulo
em outro vetor nulo, € uma condigdo necessaria mas ndo suficiente para implicar
T:R® - R? d

e 2 O
Tx,y,2z) = (x2,z)
30 exemplo anterior, que T(0,0,0) = (0,0), porém essa transformacdo ndo ¢ linear.

em uma transformacao linear. Perceba que na transformagao {

Teorema 25.9.2: Se T:V—-W é uma transformagdo linear, B =
{v1,v2,V3,..., 7} UMa base do espago vetorial Ve v = a;v + a,v, + azv; + -+ a,v,
um vetor de V, entdo:

e T(Ww)= aT(wy) +a,T(vy) + azT(vs) ., T(v);
e E a transformacdo linear T(v) é Unica.
Demonstracao:

Aplicando a transformacgdo definigdo 25.9.1 em v = a v, + a,v, + azvy + -+

a,v,, temos:

T

T(v) = T(a,v) + T(ayvy) + T(a3v3) + o+ T(a,v, )
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T(Ww) = a.T(v) +a,T(vy) +azT(vg) + -+ a, T ().

Quanto a unicidade, os vetores de {v,,vs,v3,...,,} formam um base, portanto,
os coeficientes a4, a3, @3, ..., @, (da combinacgdo linear) sdo Unicos. Na hip6tese de
haver duas transformag8es lineares T(v) e T'(v) distintas, podemos escrevé-las
como: T(v,) = w; e T'(v;) = w; e assim,

T(W) = a; T(vy) +az; T(vy) +a;T(vs) + -+ + a, T{v,).
—

Wiy %) w3 Wy
Tw)= a,. T'(w) +a, T (w) +as; T (v3) ++a, T'(v,) =T (vy).
Wy Wz ws Wy

As condigdes e as consequéncias do teorema 25.9.2 sdo claras, sendo f uma
base de V, implica que a transformacgdo T:V — W é Unica. Isso nos permite calcular

a fungdo de uma transformacgdo linear T:V — W, a partir dos vetores dessa base 8
e de W.

Exemplo: Calcule a fung3o da transformacio linear T: R? — R? tal que T(1,1) =
(0,1,3) e T(1,2) =(—1,1,4).
Solugdo: Como os vetores (1,1) e (1,2) sdo LI e n = dimR? = 2, temos uma base.

Denotando v = (x,y) , temos:
®) =@ (LD +a(12) = {
T(v)= a1 T(v) + ;T () =T(x,y) =Cx —v).T(1,1) + (y —x).T(1,2)
T(x,v) = 2x—v).(0,1,3) + (¥ — x).(—1,1,4)
T(x,y)=(x—y2x—y+y—x6x—3y+4y —4x) =[T(x,y) = (x —y,x,2x +y)|

x=a,+a, a; =y —Xx
y=a; +2.a; {a1=2x—y

Para testar a veracidade dessa func¢éo, vamos substituir os dados do exemplo:
Tl 1y =(1—1,1; 24 * 1) = (0,1,3)

T1,2) = (1—2,1,21+2) = (—1,1,4) kY-

T, y)=(% —¥, %28+ %)= {

2° exemplo: Calcule a fungdo da transformacdo linear T:R3 — R? tal que
T(1,1,2) = (—1,5), T(1,2,3) = (—=2,7) e T(1,1,1) = (0,4).

Solugdo: Como os vetores (1,1,2), (1,2,3) e (1,1,1) sdo L.l e n = dimR3 = 3, temos
uma base. Denotando v = (x,y, z), dispomos de:

a,+a; +az3=x
(x, w2) = (1,1,2) oz (1,2, 3) Fazal,1,1) = { a, + 20, +az =y,
2, +3a; +az3 =y

Resolvendo o sistema, encontramos: a; =x — 2y + z, a@; = —x+ yveaz = x+ y—
z. Substituindo:
T(Ww) = a;T(vy) + axT(vy) + a;T(vy)
Tl yz) =(v— 2y 4 ). TlL2) (= %+ ). T(L,2;3) + (v y—2). P11 1)
Tl 32) = (— 2y + 2).(=L5)+ (—%+ ). (=2.7) + (x4 5 —2).{0.4)
T(x,yv,z) =(—x+ 2y —2z,5x — 10y + 5z) + (2x — 2y, —7x+ 7y) + (0,4x + 4y —4z).

Touy.z)=(x—z2x+ y+ z)| i Faga o teste com os vetores. ]
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25.9.1. Nicleo e imagem

Definicdo 25.9.1.1: SejaT:V — W uma transformacao linear. Denominamos
de nicleo de T e denotamos por Nuc(T), o conjunto de vetores de V que T
transforma em vetor nulo (em W), ou seja,
Nuc(T) ={veV;T(v) =0}

Em outras palavras, o nucleo de uma transformacdo linear T:V ->W é o
conjunto de todos os vetores (em V) que sdo transformados em zero pela
transformacdo. Veja a representacdo do nucleo na figura 25.9.1.1.

Definicao 25.9.1.2: SejaT:V - W uma transformacao linear. Denominamos
de Imagem de T e denotamos por Im(T), o conjunto de todas as possiveis
respostas de T. Isto &,

Im(T)={T(v) eW;,veV}

De outra forma, a imagem de uma transformacao linear T:V — W é o conjunto
de todos os vetores (em W) obtidos pela transformacdo dos vetores do espaco
original V. A representagdo da imagem esta na figura 25.9.1.1.

Representagio do nucleo e da imagem de uma
transformagio linear.
Figura 25.9.1.1

Teorema 25.9.1.1: Seja T:V — W uma transformacgao linear, entdo:

e Nuc(T) é subespaco de V;

e Im(T) é subespaco de W.
Demonstracao:
Devemos demonstrar que V u,v € Nuc(T) e a € R implica em (u + av) € Nuc(T).

T(u + av) =£L_L)/+a.ﬂz)/=0 = T + av) € Nuc(T).
0 0

Agora, devemos demonstrar que V u,v € Vde imagens T(u) =w;, T(v) =w, €

Im(T), implica em (w; + aw, ) € Im(T), com a € R.Isso é imediato, uma vez que:
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T + av) =TW) + a.TW) = (W, + aw, ) € Im(T).
T T A Bl
eIm(T) wy wp

Observe ainda que o vetor nulo pertence a ambos subespacos vetoriais.

Exemplo: SejaT:R? - R® uma transformacdo linear definida por T(x,y) =
c—y,x,2x+y).
Como nucleo Nuc(T) = {v € V;T(v) = 0}, isso nos da o sistema:
x—y=20
(x—vy,x,2x+1vy)=1(0,0,0) :{ x=0

2x+y =0
Cuja solucdo é m

Nuc(T) = {(0,0)} | e a dimens&o desse subespacgo é [Dim(Nuc(T)) = 0]

Logo,

A imagem dessa transformagdo linear é dado por Im(T) ={(x—y,x,2x+
vy )}, que pode ser escrito na forma: x.(1,1,2)+y.(—1,0,1). Como os vetores:
{(1,1,2),(—1,0,1)} sao L.I (verifique!), temos uma base do subespaco Im(T) e desse
modo, [Dim(Im(T)) = 2]

2° exemplo: Seja T: R® - R? uma transformacéo linear definida por T(x,y,z) =
(x—2y,2x+z).

Nuc(T) = {v e V;T(v) = 0}. Resolvendo o sistema
x—2y=0
2x+z=0

encontramos |Nuc(T) ={(2y,y,—4y);y € IR}|, que pode ser escrito também na

(x—2y,2x+z)=(0,0)=>{

forma y.(2,1,—4), resultando em uma base {(2,1,—4)}. Assim, [Dim(Nuc(T)) = 1|

A Im(T) = (x—2y,2x+z) pode ser escrito como x(1,2)+y(—2,0)+ z(0,1).
Embora sejam trés vetores, uma base de R? tem no maximo dimensio 2.

Considerando os vetores L.I {(1,2),(—2,0)} como a base, temos [Dim(Im(T)) = 2|

3° exemplo (Transformacdo nula): SejaT:V - W uma transformacado
linear nula.

Como T transforma cada vetor de V em 0, entdao Nuc(T) =V;

Como 0 é a Unica imagem de T, entdo Im(T) = {0}.

Quanto as dimensodes, temos: Dim(Im(T)) = DimV = Dim(Nuc(T)) = O.

Teorema 25.9.1.2 (Teorema do nicleo e da imagem): Seja 7:V - W uma

transformacao linear onde tem V dimensao finita, entdo

Dim(Nuc(T)) + Dim(Im(T)) = DimV.

Demonstracgcao: Suponhamos que Dim(Nuc(T)) =m e a = {v,,V3,V3,..., 7} UMa
base de Nuc(T). Como Nuc(T) é subespaco de V, entdo m < DimV.
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Caso m=DimV, o teorema 25.7.3, nos garante que Nuc(T) =V e,
consequentemente, que
Im(T) = {0} = Dim(Im(T)) = 0.

Provando que a formula é valida.

Figura 25.9.1.2

Caso m < DimV, como a ilustragdo da figura 25.9.1.2, o teorema 25.7.4
(teorema do completamento) nos diz que pode-se completar a = {v,, v,,v3,...,v,,} de
forma obter uma base de V. Completemos entdo a com n vetores de modo a formar

a base:
B={vi,V2V3,..., V0, Vins1,---»Vn }
Devemos mostrar apenas que {T(V;41),.-.,T(v,)} € uma base de Im(T), uma
vez que os outros vetores: {T(v,),T(v,), T(v3),...,T(v,n)}, sdo nulos.

Como os vetores {T(v,,41),...,T(v,)} geram Im(T), vamos mostrar que sao
linearmente independentes:
Binsr T Wims1) o+, T(W,) =026, Vmi1t.. 8,0, € Nuc(T).
Como a é uma base, entdo a,V1 + ay,V2 + azv3 + -+ + a, ¥y, € Nuc(T), e assim:
Bmi1Vmer T+ B, vn = a1 +azv +azvz + -+ amVm
BmarVmer Tt B, vn — a1V — AV — azV3 — = — Uy, = 0.
A Unica solugdo para essa equagao consiste em todos coeficientes nulos (uma

vez que é uma base), resultando inclusive em Bpis =--=B,=0. Provando o

teorema.

Vamos analisar a validade desse teorema no trés exemplos anteriores.
T:R? > R3
Tx,y)=(x—y,x,2x+vy)

[Dim(Nuc(T)) = 0] e [DimIm(T)) = 2], como [DimV = 2], dispomos de

Dim(Nuc(T)) + Dim(Im(T)) = DimV.

e No 1° exemplo, a transformacgao linear { apresentou

T:R? - R?

T(x,y,7) = (x — 2y, 2x +2) apresentou |[Dim(Nuc(T)) = 1| e

e No 2° exemplo, {
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|Dim(Im(T)) = 2| como [DimV = 3], isso no da:

Dim(Nuc(T)) + Dim(Im(T)) = DimV.
1 2 ]
e Enquanto a transformacgdo nula do 39 exemplo, apresentou Dim(Im(T)) =

DimV = Dim(Nuc(T)) = 0, o que confere que:
Dim(Nuc(T)) + Dim(Im(T)) = DimV.
o

0 0

Teorema 25.9.1.3: Seja T:V — W uma transformacgaco linear, temos que T é
injetiva se, e somente se, Nuc(T) = 0.

Demonstragao: Como 0 € Nuc(T), entdo T(0) = 0. Se v € Nuc(T), entdo T(v) =
0. Havendo injetividade, sé hd uma hipdtese: a igualdade (v =0 = Nuc(T) =0).

Agora, suponhamos que Nuc(T) =0 e tomemos u,v € V. Se T(v) = T(u), isso
equivale a

TW) - TwW=0=Th—uw)=0 = v—u=0 = v=u
Demonstrando ser a fungdo injetiva.

Teorema 25.9.1.4: Seja T:V - W uma transformagao linear entre espagos
vetoriais de dimensao finita. Se DimV = DimW, entdao as seguintes afirmagdes sao
equivalentes:

(a) T é injetiva;

(b) Nuc(T)=0;

(c) T & sobrejetiva;

(d) T é bijetiva.

(e) T transforma uma base de IV em uma base de W.

Demonstracao: Os itens (a) e (b) ja foram demonstrados.

Se Nuc(T) =0, pelo teorema do nlcleo e da imagem, Dim(Im(T)) = DimV. Na
hipétese de DimV = DimW, implica em Dim(Im(T)) = DimW, e pelo teorema 25.7.3,
em Im(T) =W e esse Ultimo, em sobrejetividade. A injetividade e sobrejetividade
implica em bijetividade.

A demonstragdo do item (e) sera cobrada nos exercicios.

Quando ocorre a bijetividade, dizemos que os espacos vetoriais envolvidos sao
isomorfos ou que a transformacgdo linear € um isomorfismo. Caso o isomorfismo
(a bijegdo) ocorra em um operador linear T:V =V, dizemos que & um
automorfismo.

O teorema anterior nos garante que, sé ha um isomorfismo (bijetividade) em
uma transformacgdo linear T:V - W se bimV =DimW. E obviamente, sé havera

bijetividade (isomorfismo), se DimV = DimW, conforme o teorema a seguir.

Teorema 25.9.1.5: Dois espagos V e W de dimensao finita sdo isomorfos se,
e somente se, DimV = DimW.
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A transformagcgdo linear T:P,,_; —» R"™, por exemplo, é sobrejetiva e injetiva
(isomorfismo), pois a base natural {1, x, x%,x%, .., x*} de P, gera todo o espago R":
ag+a.x+azx?+as.x3+ -+ a,.x" = (A, a1, Az,0z,.00, Ay )

Os espagos vetoriais M, ., € R™" sdo isomorfos, considerando a base natural:

{[(1) 8][8 (1) ,[g 8],[8 (1)} de M,,«xn, POis essa gera todo o espago R™™. Como

exemplo, veja a transformagio linear T: M,,, — R*:

wly Prald Proald Poorl) I ouononon

Exemplo: Seja T:R?® — R? uma transformacdo linear definida por T(x,v,z) =
(x —y,x).
Como Nuc(T) ={veV;T(v) =0}, isso nos da o sistema:

@—yx) =00={"¥=°

E a seguinte solugdo: |Nuc(T) ={(0,0,2);z € R}

, que pode ser escrita na forma

2.(0,0,1), resultando em base {(0,0,1)}. Assim, |Dim(Nuc(T)) = 1|.

A Im(T) = (x —vy,x) pode ser escrito como x(1,1) +y(—1,0). Como os vetores:
{(1,1),(—1,0)}, sdo L.I, temos: [Dim{Im(T)) = 2}

A fungdo T é sobrejetiva, pois DimV = Dim(Im(T)). Mas ndo é injetiva, uma vez
que Nuc(T) = 0.

20 exemplo: Seja T:R%Z - R? uma transformacgdo linear definida por T{x,y) =
(x — 2y,2x —4y).
Resolvendo os sistema:

. x—2y=0
x—2y,2x 4 =0 ={; "0

encontramos |Nuc(T) ={2y, ¥y € ]R{}|, que pode ser escrito na forma y.(2,1)

e resultando em base {(2, 1)}. Assim, [Dim(Nuc(T)) = 1|.

A Im(T) =(x—2y,2x —4y) pode ser escrito como x(1,2)+y(—2,—4). Os
vetores: {(1,2),(—2,—4)} n@o sdo L.I. Dessa forma: |[Dim{Im(T)) = 1}

A fungdo T ndo é sobrejetiva, pois DimV > Dim(Im(T)). E nem injetiva, porque
Nuc(T) # 0.

Observe nesse exemplo, que por mais que DimV = DimW, ndo temos um
isomorfismo, pois {(1,2),(—2,—4)} ndo é uma base de RZ. Ser uma base é uma
condigdo necessaria para ser um isomorfismo, conforme o teorema 25.9.1.4 - item
(e), e também suficiente, conforme o teorema 25.9.1.6 que esta nos exercicios. De
uma forma geral, quando se diz que: “dois espagos V e W de dimensado finita sao
isomorfos se, e somente se, DimV = DimW", esta subentendido que o isomorfismo
ocorre entre as bases de ambos os espagos vetoriais.
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EXERCICIOS 25.6
1) Determina se a fungdo € uma transformacgao linear, em cada caso.
R — R definida por T(x,y) = cx (c € R);
:R? —» R definida por T{(x,y) =x + 2y

a) A fungao T:
b) A fungao T
c) A fungdo T:RR? — R definida por T{(x,y) = xy;
d) A fungdo T:R3 — R? definida por T(x,y,z) = (x +y,z + 2);
T:R? — R* definida por T(x,y) = (x + y,x — y,x%);
T:R* —» R3 definida por T(x,v,z,w) = (x,x%0);
T

e) A fungdo
f) A fungao

g) A funcgao

:R2 - M,,, definida por T(x,v) = [ y ]

x
x+y x—yl’
y

h) A fungao T: M,,, — R definida por T([DZC w

D=x+y—32+w;

i) A fungdo T:M,,, — R definida por T([’ZC %D = &2

i) A funcdo T:M,,x, — M, definida por T(A) = A (onde A é a transposta
de A);

k) A fungdo T:P, — P, definida por T(ag+ a1x + a,x*) =a;(x— 1) + (a, +
1)x>;

1) Afungdo T:f(x) — f(x) de fungdes integraveis, definida por:

T(f(x)) = C.f f(x)dx (c e R).

2)Sendo uma transformacgdo linear T em que T(u) =3u e T(v) = 5v. Calcule
em fungdo de 1 e v:
a) T(u+v); b) T(u — 2v).

3)Dada uma transformacao linear qualquer T, prove que T(—u) = =T (u).

4) Calcule a fungao da transformagado linear, em cada caso.

a) T:R — R tal que T(—2) =5;

by T:R* > Rtal que T(1,—1) =5 e T(3,2) = 5;

¢) T:R? - R” tal que T(1,0) = (1,1) e T(0,2) = (0,—6);

d) T:R? - R?® tal que T(1,1) = (1,0,3) e T(—1,0) = (—1,—1,—1);

e) T:R?® - R2 tal que T(0,1,1) = (2,—1), T(1,2,0) =(8,1) e T(1,1,1) = (4,4).

f) T:R® >R3> tal que T(0,4,6)=(0,10,6), T(—1,2,7)=(-1,9,7) e
T(5,2,—3) =(5,—1,—-3).

5)Calcule a base e a dimensdo dos nulcleos e das imagens das transformacgdes

lineares de cada item da questdo anterior. E verifique quais dessas transformacgdes
lineares sdo injetivas, sobrejetivas e bijetivas.
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6)Calcule Nuc(T) e Im(T) das transformacgdes lineares T a seguir e faga uma
interpretagdo geométrica de cada conjunto.
) T:R? - R? 3 T:R? - R?
Txy)=(x+2y,5x—y) Tx,y)=(x+y4x+4y)
o [T:R >R
Tx,y,z)=(x—2y—z2x+y+2z,—3x+2y—2z)

ay {T: R > R
Tx,y,z)=(y+x,—x+2y—2)

7)Verifique em quais transformacgodes lineares da questdo anterior tem-se um
isomorfismo.

8)Encontre uma transformacgdo linear:R? - R? cujo nucleo seja gerado pelo
vetor: {(1,5)}.

9)Encontre uma transformacdo linear: R® - R? cujo nlcleo seja gerado pelos
vetores: {(1,2,0),(—1,0,3)}.

10)Encontre uma transformacdo linear: R® — R® cuja imagem seja gerada pelos
vetores: {(3,2,1),(—1,2,5), (0,1,4} e verifique se € um automorfismo.

11)Explique por que nao existe uma transformagao linear T:V — W injetiva
quando DimV > DimW . De forma similar, explique por que essa transformagao nao
pode ser sobrejetiva quando DimV < DimW.

12)Verdadeiro ou falso:

a) () O nldcleo de uma transformacdo linear € um espacgo vetorial;

b) ( ) Aimagem de uma transformacgao linear € um espago vetorial;

c) () Aimagem de uma transformacdo linear é um subespaco vetorial do
nucleo;

d) ( ) A imagem de uma transformagdo linear T:V — W é um subespaco
vetorial de V;

e) () O nidcleo de uma transformagdo linear T:V - W ¢é um subespaco
vetorial de V;

f) ( ) Seja a transformagédo linear T:V — W. O subconjunto formado por
todos os vetores de V cujas imagens em W sdo ndo nulas € um subespacgo
vetorial de V.

g)( ) O vetor nulo é elemento do nucleo e da imagem de uma
transformacgao linear.

h) ( ) Uma transformacdo linear é injetiva, se ela é sobrejetiva.
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i) ( ) Se uma transformacgdo linear entre espagos vetoriais de mesma
dimensdo é injetiva, entdo ela é sobrejetiva.

j) () Se uma transformagao linear entre espagos vetoriais de mesma
dimensdo é sobrejetiva, entdo ela € bijetiva.

k) ( )Se vetor nulo € o Unico elemento do nlcleo, entdo a transformagdo
linear € um isomorfismo.

N ( ) Se DimV=DbimW, entdo a transformagdo linear T:V->W & um
isomorfismo.

m) ( ) Existe algum subespago de M,,s; que é isomorfo a R°.

n) ( ) Qualquer espago vetorial de dimensdo m é isomorfo a R™.

13)Demonstre o seguinte teorema:

Teorema 25.9.1.6: Seja T:V — W um isomorfismo. Entdo {v,,v,,v3,...,Vm} €

uma base de V se, e somente se, {T(v,),T(v;:),T(v3),....,T(v,)} € uma base de W.

14)(SSPM) O nucleo da transformacdo linear T(x,y,z) =(x+y —z,x—y —

z,ax +v+z), (x,v,z) ER?, tem dimensdo 1. Sendo assim, pode-se afirmar que a é
igual a

a)—2
b)—-1
c)0
d)1
e)?

a b

15)(IFMT) Sobre a transformacgao linear T:M(2,2) — R*, dada por [c d] =(a+

c+d,c+b+d,b+c,b) é correto afirmar:

a)T
b)T
¢) T é uma funcgdo sobrejetiva, mas ndo injetiva.

€ uma fungdo injetiva, mas ndo sobrejetiva.
é uma fungdo injetiva e sobrejetiva.
d)T ndo € uma fung&do.

e)Ndo é possivel afirmar nada sobre a injetividade de T.

16)(VUNESP) Dada a transformacgao linear T:P, - R*, em que T(ax?+bx+¢)=

(—a—3c,a+3b,2a+6¢,—b+ ) é correto afirmar que ela
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a)E um isomorfismo, pois € injetora mas n&o sobrejetora.

b)Ndo é isomorfismo, pois é injetora mas ndo sobrejetora.
c) E isomorfismo, pois € injetora e sobrejetora.

d)N&o é isomorfismo, pois é sobrejetora, mas ndo injetora.

e)N3do é isomorfismo, pois ndo € injetora e também ndo é sobrejetora.



25.9.2. Matriz de uma transformacao linear

Vimos em mudanga de base que podemos associar uma matriz de transigao de
uma base para outra em um mesmo espago vetorial. Nesta subsegdo, iremos
calcular a matriz de transicao entre bases de espacos vetoriais diferentes,
denominada matriz da transformacao linear.

Sejam T:V — W uma transformacao linear e as bases a = {v,,v5,v3,...,7,} € 8 =
{wi,wa,ws,...,w,,} de V e W, respectivamente. Podemos escrever o vetor T(v;) de

modo unico, conforme o teorema 25.9.2, usando a base [, da seguinte forma:

|T(17L-) =a;wit...+awit...Hamiw, coml<isnel<j< m| (D).

Agora, seja v = a v + av, + azvsz+...+a,v, um vetor de V. O mesmo teorema
25.9.2 nos permite inferir que
|T(v) = a1 T(v1) + a,T(wy) + a;T(vs)+... +anT(vn)| 2).

Substituindo (1) em (2), encontramos

[T = ai(a1wy + -+ A wi) + az(@2wy + -+ Qawpy) + -+
an(ainWn+... +QmnWm).

Tal expressao pode ser escrita na forma matricial como:

a1 Qg2 Qg3 Q14 - Qqp aq

Q1 dzz dz3 Qz4 - Ud2p a

[T(W)]p= |91 @as2 asz Aazs - dzn | %s
Am1 Amz2 Am3 Ama Amn mxn an

|T|7; [V]a

[T]5 é a matriz de transformagéo linear da base a para a base 3, consoante a

definicdo a seguir.

Definicdo 25.9.2.1: SejaT:V - W uma transformacao linear e a=
{vi,v5,v3,...,7,} € B ={w;,wy,ws,...,w,}, bases de V e W, respectivamente.
Denomina-se matriz da transformacgéo linear uma matriz [T]5 de ordem m x n,

tal que:

[Z(@)]g = [T13: [v]a:

A matriz de transformacdo linear é uma representagcdo matricial que relaciona
as coordenadas dos vetores de uma base para as coordenadas dos vetores de outra
base, em espacos vetoriais distintos. Essa transformacdao ocorre entre as
coordenadas dos vetores e nao diretamente entre os vetores em si, permitindo que
a transformacado seja independente do sistema de coordenadas adotado.

Para esclarecer, quando um vetor é expresso como uma combinacdo linear dos
vetores de uma base, a matriz de transformacao linear atua nas coordenadas desse
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vetor, produzindo as coordenadas correspondentes na outra base. Esse processo
estd ilustrado na figura a seguir.

Vetor de coordenadas Vetor de coordenadas
segundo a base a. segundo a base B.

Nesse contexto, para calcular a matriz de uma transformacao linear, podemos
seguir os seguintes passos:

1) Escolha uma base (sugerimos que sejam candnicas) para o espacgo vetorial
V e outra base para o espago vetorial W . Caso essas bases nao sejam informadas.

2) Calcule os vetores gerados aplicando a transformacgao linear nos vetores da
base de origem a.

3) Encontre os vetores de coordenadas de cada um dos vetores gerados,
segundo a base j3.

4) Organize os vetores de coordenadas em colunas formando uma matriz. Essa
matriz é a matriz da transformacao linear.

Exemplo: Sejam as bases a = {(1,1),(0,1)} e g = {(1,0,1),(0,1,0), (1,1,0)} base
de R? e R®. Vamos calcular [T]z, onde T:R*—-R?® é dada por T(x,y)=
(x,2x —y,2y).

Solugao: Como as bases ja foram informadas, vamos calcular os vetores gerados

aplicando a transformagio linear segundo os vetores da base a.

T(1,1) =(1,1,2)
7(0,1) = (0, —1,.2)

Agora, vamos encontrar os vetores de coordenadas de cada um desses vetores

T(x,y) =(x,2x —y,2y) = {

gerados, segundo a base f5.
(1,1,2) = a,,.(1,0,1) + a»;. (0,1,0) + az,. (1,1,0).

a1 —+ a1 = 1
{a21+a31=1 = a1 =25 azg =—1eazy = 2.
a;; =2
(0,—-1,2) = a;,.(1,0,1) + a,.(0,1,0) + as,.(1,1,0).
A, +as, =0
{azz +az=—1= a1, =2; az; =—2eda, =1.
A, =2

Por fim, escrever esses vetores de coordenadas dispostos em coluna:

3 2
FlE=|2 =z
L —8
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Definicdo 25.9.2.2: SejaT:V—-W uma transformacao linear e a=
{v,v2,V03,...,vn} € B ={wi,wy,ws,...,w,} bases de V e W, respectivamente.
Podemos escrever uma transformacdo linear em forma de matriz da seguinte
maneira:

T(X) =[Im].[X],-

Onde [Im] é a matriz formada pelos vetores da base de Im(T) dispostos em
coluna e [X], um vetor de coordenadas genérico na base a« em forma de coluna.

No exemplo anterior, T(x,y) = (x,2x —y,2y ) pode ser escrito como T(x,y) =
x.(1,2,0) +y.(0,—1,2). O que equivale na forma matricial em:

1 0 ¥
T(x,y)=12 -—-1]. [y]
2 —
[X]a
[1m]

Como Im(T) é um subespaco de W gerado pelos vetores em coluna de [Im],

denominamos Im(T) de espaco coluna da matriz [Im].

Uma solucgédo alternativa utilizando matrizes: A matriz de transicdao entre
bases de um mesmo espaco vetorial, segundo o teorema 25.8.3, é dado por

i
[T15=[Ims] . one.
Esse teorema pode ser aplicado a espagos vetoriais distintos de mesma

dimensdo e, além disso, a transformacdo em si nos garante a extensdo para espagos
vetoriais distintos de dimensdes distintas. Desse modo, podemos substituir [T]¢ por

Um].[T]g:

[T15=[T16]" - im). 1712}

Conforme o teorema 25.9.2.1 seguir.

As notacdes [T]f e [T]% utilizadas em mudanca de base - subsecdo 25.8.2,
referem-se as matrizes de mudanca de base de § e a para a base canénica (e),
respectivamente. Para evitar confusdao com a matriz de transformacgao linear,

utilizaremos as notacgdes [,8] e [a], para representar as matrizes formadas pelos

vetores das bases f e a em forma de coluna.

Teorema 25.9.2.1: SejaT:V — W uma transformagao linear com a e £, bases
de V e W, respectivamente. A matriz de transformacgéo linear [T |5, pode ser dado

pelo produto matricial:

[T1f=I[B1"".Um].[a]

Assim, para encontrar [T ] devemos multiplicar: a inversa da matriz dos

vetores de 3, pelo produto da matriz dos vetores de I'm(7T) com a matriz dos vetores
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de a. Todos os vetores, em cada caso, dispostos em coluna.

1 0 1 0o o0 1
No exemplo anterior, [B] = [O 1 1] sua inversa é [ﬁ]—lz[—l 1 1 ], a
1 0 0 1 0 -1
. 1 0 1 0 .
matriz [Im] =12 —1|e [a] = [ ] Assim,
1 1
0 2
10
0O o0 1 1 0
[T]%:[_l 1 1] 2 -1 [1 (1)
1 0 —1llo 2
0O 0 17|11 o0 2 2 Mesma matriz do
[T]%‘ =[-1 1 1(|1 —1=[2 1 exemplo anterior.
1 0 —-1112 2 -1 -2

Embora a fungdo de transformagdo linear T:V — W seja Unica, ou seja,
independa das bases escolhidas para V e W, a matriz de transformagao associada
a essa transformagao, depende dessas bases (analise o produto matricial do
teorema 25.9.2.1). Ao recalcular o exemplo anterior em outra base, o resultado da
matriz de transformacgdo linear serd diferente.

20 exemplo: Sejam as bases « = {(1,1),(0,1)} e B = {(1,0,1),(0,1,0),(1,1,0)}
base de R* e R*. Vamos calcular T(x,y) de T:R? - R?*, sabendo que [T]§ =

2 2
2 1
—{ff 2

Solucgado: Esse exemplo é o processo inverso do 12 exemplo.
12 passo: Devemos calcular o vetor de coordenadas de um vetor genérico (x,y)

segundo a base « e dispd-los em forma de matriz.
(x,y)=a(1,1)+b.(0,1)=>a=xeb=y—x= |yfx|'
Isso significa que o vetor de coordenadas de qualquer vetor (x,y) é (x,y —x),
segundo a base «r .

22 passo: Multiplicar a matriz de transformacao por esse vetor de coordenadas.

2 2 2y
. —| v+
5 -8 by = S

Significa que qualquer vetor de coordenadas (x,y —x) segundo a base a é
transformado em um vetor de coordenadas (2y,y + x, —2y + x) consoante a base .
32 passo: Como esse é um vetor de coordenadas segundo a base £, devemos
multiplicar os seus elementos pela base (. Logo,
T(x,y) =2y(1,0,1) + (v + x)(0,1,0) + (—2y + x)(1,1,0)
T{x3) =12y — 2y + %,y +2%—2% +%,2y) =>|T(x,y) = (x,Zx—y,Zy)|.

Uma solugdo alternativa pode ser encontrada utilizando o produto de matrizes,
conforme a seguir.
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Isolando a matriz [Im] do teorema 25.9.2.1, temos:
[T15=I[B1"*.[Im].[a]
[B1.IT 15 = [BIIF1* .[Im].[a]
I

[B1.[T 1j = [Im].[a]
[BL.IT 1§.[a]™t = [Im]. [a].[a]™*
1

[Im] = [BL.IT If.[a]™"

Segunda a definicdo 25.9.2.2, T(X) = [Im].[X],, o que nos da:

[TCO = [B)-[T1f-[e] " [X]a}

Demonstrando o seguinte teorema.

Teorema 25.9.2.2: SejaT:V — W uma transformacao linear com a e 3, bases

de V e W, respectivamente. A transformacgao linear T(x,y) pode ser dado pelo

produto matricial:
T(X) = [B1.[T]. [a] . [X]a

O exemplo anterior pode ser resolvido da seguinte forma:

1 0 1] (2 2
s,
T(x,y)=[0 1 1]. 2 1 [_1 0].[]:
1 1l°ly
1 0 ol l-1 —2 —
[a]
1 0 1110 2
X
Toey)=|0 1 1].1 1 [y]
1 0 ollt —2
1 0 A 2y x
T,y)=|0 1 1]|.|x+y|=|2x—Yy :)[T(x,y)=(x,2x—y,2y)|.
1 0 ol lx—2y 2y

3° exemplo: Sejam as bases a = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} e B = {(1,0),(0,1)}
base de R® e R?. Vamos calcular [T]3, onde T:R® - R? é dada por T(x,y,z) =

(x—2y,2x+z).

Solugao:
7(1,0,0) = (1,2) = a41-(1,0) + a,1.(0,1) = a1, =

7T(0,1,0) = (—2,0) = a12.(1,0) + a52.(0,1) = a;, =
7(0,0,1) = (0,1) = a;3-(1,0) + az3.(0,1) = a3 =
" a _|1 —2 0
Assim, [T]g —‘2 o 1’.

le azq = 2;
—2eaz; =0;

Oeayz = 1.

Caso a e [ sejam bases candnicas, a matriz de transformacéao linear [T]g éa

prépria matriz [Im] da transformacédo. Pois,
[Tl= 1p17' .Uml. [a] =I[TIj=1[Um].

identidade identidade
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O exemplo anterior poderia ser resolvido da seguinte forma:
T(x,yv,z) =(x—2y,2x+z)=x(1,2) + y.(—2,0) + z.(0,1).

-2 0
o 1r

4° exemplo: Calcule a fungdo da transformagdo linear T:R? — R3 tal que
T(1,1)=(0,1,3)e T{1,2)=(—1,1,4).
SoluGgao:

A matriz de transformagdo €, portanto, [T]z =|é

12 passo: Devemos calcular o vetor de coordenadas de um vetor genérico (x,y)
segundo a base a e dispé-los em forma de matriz.
= st 2x|
yi—x |
22 passo: Considerando a base candnica para S (base de destino), a matriz de

(x,y)=a(1,1)+b.(_1,2)=>a=y+2xeb=y—x=>|

transformacio sera dado por:
(0,1,3) = a4,.(1,0,0) + 5,.(0,1,0) + a3,.(0,0,1) = a,; =0,a,, =leaz, = 3;
(—1,1,4) = a,,.(1,0,0) + a,,.(0,1,0) + a3,.(0,0,1) = a,; = —1,a,; = 1le az; =4.

[T]2 = 2 _11 Obserye que ao _considerar a base g8
B 3 4 candnica, a matriz de transformagio

coincide com as imagens dos vetores.

32 passo: Multiplicar a matriz de transformacio pelo vetor de coordenadas.

=i —y+ 2x ¥
1 1 =] & |
g 4| ' ¥ 2x+y

42 passo: Como esse é um vetor de coordenadas segundo a base £, devemos

multiplicar os seus elementos pela base .
T(x,y) = (x—3)(1,0,0) + x(0,1,0) + 2x + ¥)(0,0,1) = |T(x,y) = (X — Wi, 2% +3 )|.

Outra solugio utilizando produto matricial:
T(X) = [BL.IT]§. [a]l . [X]a-
Considerando a base candnica para 8, a matriz de transformacio sera formada pelas

imagens dos vetores:

0 -1
a _
EE =1 7
3 4
Além disso,
1 1] - [2 —1]
= = = -
[«] [1 2 [a] -1 1
Nesses termos,
0o —1 I
TGO =[B]. [TIf .lal™[Xl.=[1 1|.[% 1]-[3/]
I imagem 3 4
dos vetores
I [ —
T(x,y) =1 0 '[y]=[ " ]=|T(x'”=(x_y'x'2x+y)|'
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25.9.3. Operador linear

Quando a transformacao linear for de um espaco vetorial V nele mesmo (T:V —
V), dizemos que essa transformacdo € um operador linear do espaco vetorial V e
a matriz associada [T]‘Bz é uma matriz do operador linear de V.

Teorema 25.9.3.1: Sejam a e [ duas bases de um espago de dimensao finita
V. A matriz [T]g do operador linear T:V — V é invertivel e sua inversa é a matriz
[715.

Demonstracao:

Pela definicdo 25.9.2.1, temos: [T(v)]g = [T]g. [V]e e [T(W)]e = [T]g. [v]g-

Como é um operador linear T:V >V, temos: [v], =[TW)], e [T(W)]p = [v]g.
Substituindo, encontramos:

[T)]p = [T15.[T15. [v]g.

A igualdade soO e possivel se [T]ﬁ.[T]g =1 (matriz identidade), o que equivale a
dizer que a inversa de [T]é [T1? (e vice-versa). A existéncia dessa inversa é
garantida pelo isomorfismo, pois a funcdo de transformacdo linear é bijetiva.

Para encontrar a funcdo inversa da transformacdo T ! podemos utilizar a

formula matricial a seguir.
De acordo com o teorema 25.9.2.2:

T(X) = [B1.[T1;.[a]~*. [X]a-

A inversa, trocando as bases, é:

T(X) = [a]. [T15.[B]".[X]s

Exemplo: Sendo o operador linear T:R? — R? dado por T(x,y) = (x—y,—x +
2y ). Vamos calcular T (x, y).
Solugao: Considerando as bases candnicas.

TG,y =x—y,—x+2y) =x1,—1) +y(—1,2).
7 1 -1
[T1s = [—1 2 ]
2 11 Logo: T-1(x) = [a] . [T15. [B]2. [x]; = [T1E. [X],.
!

Suainversa é: [T]g =[1 1
38

1

T, ) = [T]g X1z = i ﬂ ; [;] = |T_1(x,y) =QRx+yx+y )|
A imagem do vetor (1, 2), por exemplo, é:
T, =x—y,—x+2y)=>TQ,2)=1—2,—1+22)=(—1,3).
De forma inversa, o vetor cuja imagem é (—1, 3) é o vetor:
Tlx,y)=Qx+y,x+y)=>T(-1,3)=2.(—-1)+3,—1+3) = (1,2).
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20 exemplo: Sejam as bases p={(1,0,—1),(0,1,0),(1,—1,0)},
a ={(2,1,1),(1,2,1), (—1,1,—2)}. Vamos calcular T (x, y, z), onde T: R® = R? & dada

por T(x,y,z) =(x —y,x+y,2).
Solugao:

i 1
T(x,y,2) =x.(1,1,0) +v.(—1,1,0) +2.(0,0,1) = [Im] = [1 1 0]

0 0 1
1 0 1 0 0 -1
[ﬁ]:[o 1 —1}:>[,8]1=[1 1 1]

-1 0 0 1 0 1
D0 =1L =1 072 1T =1
[Tlg=[B]"Um].[a]=|1 1 1[. )1 1 of.f1 2 1
10 1llo o dl1 1 -2
0 0 =112 1 =1 =T o35, D
[Tlg=12 0o 1|1 2 1|=|[Tlg=|5 3 -4|}
1 -1 1111 1 =2 2 0 =&
Sua inversa é:
" 1 4
3 6
8 _ 1
T, == -
[T 1 0 B
(T | 1
2 6 6
i 1 1
18 B
2 1 —1 i o -1
T-l(X)=[a].[T]ﬁ.[ﬁ]-l.[X]B=[1 2 1] -1 0 _E'[l 1 1].[3/].
11=8l]l; 4 A 1 0 111z
L7 & 6
1 1 1 1
72 2 %10 0 -17 % 5 § 9 e
T-Hx,y,2)= 1 1 11 1 .[y]= 11 [y]
272 Hlro 11l |73 3 9l
-1 0 O o 0 1
i _(xty —x+y )
T (x;y;Z)—( 2 ’ 2 . Z

A imagem do vetor (1, 1, 0), por exemplo, é: T(1,1,0) = (0, 2,0).
De forma inversa, o vetor cuja imagem é (0,2,0) é o vetor: T~1(0,2,0) = (1,1,0).
Como ja dito anteriormente, embora a matriz de transformacgao linear mude de

acordo com as bases, a fungdo de transformacgdo € Unica. Se o objetivo for apenas
o cdlculo de T~ ¢ indicado utilizar a base candénica. Veja:

il i
1 ==y 4 7 5 0
Um]=[T ]g =|1 1 0] Suainversaé: [T]g =[_1 1 4| Assim:
0o 0 1 2 2
0 1
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1 1 i

2 2 X ey =X i
Ty, = [ThKp=|-1 1 | |y|=|reys = (5552 2)|

= e i 2 2

2 2 4

0 0 1

Dentre os operadores lineares, podemos destacar os mais importantes do R?
e do R3, que sdo as reflexdes, projecdes, rotacées e homotetias. Vejamos
alguns exemplos:

- Uma reflexdo em R? em torno do eixo x é dada pela matriz de transformacgao

[(1) _01]' ou seja, T(x,y) = [(1) _Ol]ﬁ] = (x,—y). Ver figura 25.9.3.1.

- Uma projecdo em R3 sobre o plano xy é dada pela matriz de transformacgéo

1 0 0 1 0 0] 1x
0 1 0|, ouseja, T(x,y,z)= [O 1 O].[y = (x,y,0). Ver figura 25.9.3.2.
0 0 0 0 0 ol tz

- Uma rotacgédo sob o dngulo 8§ em R? a partir do eixo x, pode ser dada pelas
coordenadas polares (x = r.0s8,y = r.senf)), através da matriz de transformacédo

], onde T(x,y) = [COSG —send

[cos@ —send
sen8 coso

9
. . Ver figura 25.9.3.3.
senf  cos@ ] [Y] g

- Uma homotetia é dada pela transformacao linear na forma T(v) = cv (com
¢ € R), podendo ocorrer dilatagdo, contragdo ou inversdo de acordo com o valor de

¢. Veja uma contracdo em R3 na figura 25.9.3.4.

’
(z,y,0)

Figura 25.9.3.1 Figura 25.9.3.2

Figura 25.9.3.3 Figura 25.9.3.4
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EXERCICIOS 25.7 |

1)Calcule a matriz da transformacédo linear T:R3 — R definida por T{x,y,z) =

x—y—4z.

2)Calcule a fungdo T(x,y) e a inversa T~ 1(x,y) da transformacso linear T: R% -
RZ tal que T(5,1) = (3,6) e T(1,5) = (6,2).

3)Calcule a matriz da transformacdo linear T:R? — R3 definida por T{x,y) =

QCx+y,x—2y,y—x).

4)Calcule a fungéo T(x,y) da transformacéo linear T: R® — R? tal que T(1,2,5) =
(1,8), T(—1,5,—4) = (6,0) e T(1,2,3) = (1,6).

5)Sejam as bases a ={(1,1),(0, 1)} e g ={(1,0,1),(0,1,0),(1,1,0)} base de R? e
R®. Calcule [T]§ onde T:R* - R® é dada por T(x,y) = (x,x —y,¥ ).
6)Sejam as bases a = {(1,0,—1),(0,1,0),(1,1,1)} e g = {(1,0),(0,—1)} bases de

R® e R?. Calcule [T], onde T:R*® — R? € dada por T(x,y,2) = (3x,x —y — z).

7)Sejam as bases a = {(1,2),(0,1)}e g ={(—1,0,—1),(0,1,1),(1,1,0)} base de R?

L =i
e R3. Calcule T(x,y), sabendo que [T]%‘ =12 1
-1 2

8)Sejam as bases a = {(1,1),(0,1)} e f ={(1,1),(0,1)} de R?. Calcule [T]z, [T]fl
e a inversa T %(x,v), cuja transformagdo linear é dada por T(x,y)=
QCx +3y,4x —y).

9)Sejam as bases p={(1,0,—1),(0,1,0),(1,—-1,0)}, a={(2,1,1),(1,2,1),
(—1,1,—2)}. Calcule [T]z, [T]g e a inversa T71(x,y,z), onde T:R3 - R® é dada por

T(x,y,z) =(x —2y,x + 2y,2z2).

10) Dado o operador linear T(x,y) = (x,x —y) em R2. Encontre uma base g
sabendo que a base a={(2,1),(—1,2)}e [T]z = [é _01]

11) Dado o operador linear T(x,y,z) = (x,x —y,x —z) em R®. Encontre uma

1 0 0O
base a sabendo que a base g ={(2,1,1),(—1,0,2),(—1,—1,—1)} e [T]%‘ = [0 1 0 ]
0o 0 -1

12) Seja uma transformacdo linear T: R%Z — M,,,. Qual a ordem da matriz [T]%‘?
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13) (ENADE 2017 - MATEMATICA) A respeito das transformagdes lineares no

plano, avalie as afirmagbes a seguir.

I - Sabendo que uma
transformacdes de escala é um operador
linear no plano cartesiano que multiplica a
abscissa x de um ponto por um fator m e
sua respectiva ordenada y por um fator n,
a matriz associada & transformacgdo de
escala que leva, na figura ao lado, o
tridngulo ABC ao tridngulo A'B'C’ tem

determinante igual a 1/2.

II - A transformacgao linear que leva a regido plana

V4
£

| -] IO——
gl e
2|.. AN

A p B
1.0 gk '

Ay :

o] 1 3 53 5 -

2 2 2

hachurada do gréafico a

esquerda na regido hachurada do grafico a direita é dada por T(x,y) =

(x,y + x.tga ).

— o
0 I 0 -
IIT - Na figura a seguir, a matriz de transformacgdoc linear que efetua a
31
mudancga do tridnguleo a esquerda para a posicdo mostrada a direita é i é
Z Z

Y
B=(02)

E correto o que se afirma em:

a) I apenas; b) IlI, apenas; c¢)l e II, apenas;

d)II e Il apenas;

e)l, Il e III.
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14) (ENADE 2021 — MATEMATICA) Seja T:[R? — R? a transformacdo linear dada
pela reflexdo em torno do eixo x, sequida da rotagdo de 90° no sentido anti-horario
e da dilatagdo de fator 2.

Com base nessas informacgdes, & correto afirmar que T(20,24) é igual a:

a)(40, 48). b)(48, 40). c¢) (40, -48).  d)(48, -40). e)(-48, -40).

15) (IFRO)Dadas as bases g ={(1,1),(0,1)}de R? e § = —{(0,3,0),(1,0,0), (0,1, 1)}
de R3, assinale a alternativa que apresenta a transformagao linear T:R? — R® cuja
=X
matriz é |[—1 0].
-1 3
a)T(x,y) = (x,—x + 9y, —x — 3y)
b)T(x,y) = (x,—x — 9y, x — 3y)
c) T(x,y) = (x,—10x + 9y, —4x + 3y)
d)T(x,y) = (%, —x + 9y, —4x + 3y)
e)T(x,y) = (x,—10x + 9y, 4x — 3y)

16) (FEPESE) Relacione as matrizes abaixo com seus respectivos significados
quanto as transformagdes lineares no espaco.

10 0 -1 0 o0 1 0 0
1.lo0 1 0,2.0—1 0,3.0—1 0|,

00 —1 0 0 0 -1
-1 0 O 1 0 0 0 0

4.[ 0 1 O ] [0 0 0] [ =1 0]
0 0 -1 0 0 1 0o 1

) Matriz de transformagao de reflexao no espago em relagao ao plano x0y.

) Matriz de transformacgdo de projegao no espago sobre o plano x0z.

) Matriz de transformagé&o de reflexdo no espago em relagdo ao plano x0z.

(
(
( ) Matriz de transformacgdao de reflexdao no espago em relagdo ao eixo y.
(
( ) Matriz de transformacado de reflexdo no espago em relagdo ao eixo x.
(

) Matriz de transformacédo de reflexdo na origem no espago.

Assinale a alternativa que indica a sequéncia correta, de cima para baixo.
a)l,5, 4,6, 3, 2.

b)1, 6, 4, 5, 2, 3.
€)2,4,6,1, 3, 5.
dy4,6, 2,5, 1, 3.
e)6,5,1, 3, 4, 2.
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25.9.4. Autovalores e autovetores

Os autovetores e os autovalores sdo conceitos importantes em algebra linear
que possuem muitas aplicagdes praticas como a resolugido de sistemas de equagdes
lineares, a diagonalizagdo de matrizes e a analise de estabilidade de sistemas
dinamicos.

Definicao 25.9.4.1: SejaT7:V -V um operador linear. Denominamos de
autovalor de T, um nUmero real A, se existir um vetor ndo nulo v, denominado de
autovetor, tal que T(v) = Av. Os espagos gerados pelos autovetores de cada

autovalor € denominado de autoespacgo.

Exemplo: Seja T:R? - R? o operador linear T(x,y) =(x—y,x +3y). Vamos
determinar os autovalores e os autovetores desse operador.

Solugao:
xx—l- 33;/ =A/1xy )

y=x—Ax 2x+3y=y 2x+3(x—Ax) =A(x —Ax) =
x+3x—3Ax=Ax—A%?x =2>x(1?—41+4)=0.

Comox = 0implicaem y = 0 e em vetor nulo (o que ndo pode ocorrer pela definicdo),
restal? —41+4=0= = autovalor.

Substituindo em (1), temos:

x—y=1x x—y=2x —
iy iy =it sy —2y==5

Assim, o autoespaco de T gerado pelo autovalor A = 2, sdo os autovetores na forma

T(,y) =Ax,y)=>(x—v,x+3y) =Ax,y) =>{

(x,—x),comx 0 € R.
Observe que qualquer vetor na forma (x, —x), pode ser transformado utilizando
T(x,—x) = 2 e
' pEET ol
Autovalor Autovetor

sem utilizar a transformacio linear original T(x,y) = (x — y,x + 3y ). Faca os testes!

20 exemplo: Seja T:R? >R o operador linear T(x,y) = (y,—x). Vamos
determinar os autovalores e os autovetores desse operador.

Solugao:
y =Ax

—ley:

T@,y) =A(xy) = - x) = Axy) ={
—x=A2x=>x(1*+1)=0=>x=00ui?+1=0.
Como x = 0 implicaem y = 0 e vetor nulo, resta A2 + 1 = 0. Como nfo possui solucdes

reais, T nfo possui autovalores e nem autovetores.
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25.9.5. Polindmio caracteristico

Definicdo 25.9.5.1: Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Denominamos
a matriz t.I,, — A de matriz caracteristica de A e o determinante dessa matriz, de
polindmio caracteristico P, (t).

Teorema 25.9.5.1: SejaT:V — V um operador linear e a = {v1,v3,V3,...,V,}
uma base de V. Um numero real A € um autovalor de T se, e somente se, A é raiz

do polindmio caracteristico da matriz caracteristica [T]% , ou seja:

AL, —[T]2 =0

Demonstracao:
Pela definicdo 25.9.2.1 (de matriz de transformacao linear), temos

[T(W)]e = [T]G- [V]e (D).
Da definigdo 25.9.4.1 (de autovetor e autovalor), temos
[T = Alvl, (2.
Substituindo (1) em (2), dispomos de
Alvlg = [T1§- [V]a-
O que equivale a:

Como v é o vetor ndo nulo, a solugdo do sistema linear homogéneo deve

possuir solucdes ndo triviais, ou seja, quando o determinante da matriz A.1,, — [T]%
for zero. Provando ser A raiz do polinGmio caracteristico.

A expressdo (3) nos remete ao seguinte teorema.

Teorema 25.9.5.2: v é um autovetor de T associado a A1 se, e somente se,
[v]. € uma solucdo n&o trivial do sistema homogéneo (A.1,, — [T]%).[v], = 0.
A demonstracdo das reciprocas desses teoremas ficam a cargo do leitor.

1° exemplo (0 mesmo anterior): Seja T: R? — R? o operador linear T(x,y) =
(x—y,x+ 3y ). Vamos determinar os autovalores e os autovetores desse operador.

Solugado: Segundo o teorema 25.9.5.1, temos:
1 R o Foe n T2 Of T —4
[T]“_|1 3 | =il [T]“_A'|0 1‘ |1 3 |:>

A—1
-1
det= A2 —41+4 =det = (1—2)%2 = (multiplicidade 2).

Pelo teorema 25.9.5.2, dispomos de:

/1__11 zigl[;] = [8]

Aig‘:>det=(1—1)(ﬂ—3)+1 = det= 22 —41+4=
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Para A = 2:

1 1 X1_10 —
51 al-bl=ll~-==
Assim, o autoespaco de T gerado pelo autovalor A = 2, sdo os autovetores na forma

(x,—x),comx #0 € R.

2° exemplo (0 mesmo anterior): Seja T: R? — R o operador linear T(x,y) =
(yv,—x ). Vamos determinar os autovalores e os autovetores desse operador.

Solugao:
rig=| % (1)| ol B = P2 =,1.|é (1’| —|_01 é| =
|i _Al| >det=212+1=0.
Como nio possui solucdes reais, T nfdo possui autovalores e nem autovetores.
30 exemplo: Seja T:R® - R*® o operador linear T(x,y,z) =(y +x,—x —y+

z,—x +y + 2z). Vamos determinar os autovalores e os autovetores desse operador.
Solugao:

il A+1 -1 | =
1 —1 A—2
det=A3—-242—-1+2=0.

Claramente 4 = 1 é solucdo. Assim, o polindmio caracteristico pode ser escrito da

1 1 0
[T]g:[—l i 1] = A1, —[T]E =

[A— 1 -1 0
~= I 2

seguinte forma: (1— 1)(1?> —1—2) = 0. Cujas solugbes sdo os autovalores: 1 =1,1=

2 e A =—1.Desse modo, para 1 =1, temos
0 -1 0 x 0
12 -1 .M: o~ =i
1 =l =1 L= 0

O autoespaco de T gerado pelo autovalor A = 1, sdo os autovetores na forma (x,0, x),

comx #* 0 € R. Enquanto para 4 =2 é&:

1 =l x 0
I 3 —1.M= 0| >[F=7xe [z=4x]
I =1 O z 0
O autoespaco de T gerado pelo autovalor A = 2, sdo os autovetores na forma (x, x, 4x),
comx #* 0 € R.Ja para 4 = —1, encontramos
-2 ~1. 0 x 0
1 0 —1.M=o = [y = —2x]e ==}
1 —1 =3l = 0
O autoespaco de T gerado pelo autovalor A = —1, sdo os autovetores na forma

(x,—2x,x),comx 0 €R.

Importante observar que, como os autovalores A sdo raizes de um polin6mio,
pode ocorrer de A ser raiz real, raiz real com multiplicidade ou raiz complexa.

Segundo a definigdo 25.9.4.1, apenas as raizes reais podem ser autovalores.
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25.9.6. Diagonalizacdo de operadores

O objetivo dessa subsegdo é encontrar, se possivel, uma base a para um
operador linear T:V —= V de forma que a matriz [T]% seja uma matriz diagonal. Esse

processo é denominado de diagonalizagdo de operadores. Para entendé-lo,
precisamos inicialmente de algumas definicBes e teoremas.

Definicao 25.9.6.1 (Matriz semelhante): SeA e B forem matrizes
quadradas, dizemos que B é semelhante a 4, se existir alguma matriz invertivel
Ptalque B=P 1 A.P.

Propriedades das matrizes semelhantes:

- Se B € semelhante a A, entao A & semelhante a B.

Com efeito, se:

B=P ' AP= PB=PP ' AP=>PBP '=APP'=[PB P 1=4]

- Os determinantes de A e B sao iguais.

De fato, pois:

B =P 1A P= det(B) =det(P 1. A.P) = det(B) = det(P~1).det (A).det(P) =

det(B) = det(P™").det(P) .det (A) = [det(B) = det (A)}
1

Definigao 25.9.6.2: Uma matriz 4 é dita diagonalizavel se for semelhante
a alguma matriz diagonal, ou seja, se existir uma matriz invertivel P tal que

P 1. A.P é diagonal. Quando isso ocorre dizemos que P diagonaliza 4.

Teorema 25.9.6.1: O operador linear T:V — V admite uma base a pela qual a
matriz [T]% é diagonal se, e somente se, essa base a for formada pelos autovetores
de T.

Demonstracgao:

Seja a = {vy,v,,V3,..., 7.} Uma base de V pela qual [T]% é uma matriz diagonal.

Suponha que [T]€ seja:

aq 0 e 0
0 a - 0
0 0 - an

Paracadal=<i €£n, temos
T(w)=0.v+...+0.v;_y + aq;v; +0.v 1 +...+0.v,, =q;v; (1)

Segue que v; é um autovetor associado ao autovalor q;.
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Agora, suponhamos que a = {1, Uy, u3,...,U,} € uma base de V formada pelos

autovetores de T. Assim: T (u;) = b;u; e pela definigdo, temos

by 0 - 0
[T, = [T1E. [ule = bay = [T1&.[ule = ba =% P2 7 9,
0 0 bn

Provando que [T]% é uma matriz diagonal.

Vamos mostrar como consequéncia desse teorema, que a matriz [a«] formada
pelos autovetores de T diagonaliza [T]%.

Pelo teorema 25.9.2.1, temos que

[T 13 =181"".lUm].[a].

Fazendo f=a = {u;,usus...,u,} como uma base de V formada pelos

autovetores de T, segue que
[T1g = [e]l *.[Im].|a].

Pelo teorema 25.9.6.1 (anterior), [T ] € uma matriz diagonal e pela definigdo
25.9.6.2, [a] diagonaliza [T]%, uma vez que [T]% e [Im] sdo semelhantes. E além
disso, [T]% resulta em uma matriz diagonal formada pelos autovalores de T.

O problema que norteia essas afirmagfes € que nem todo operador linear
possui autovetores e, quando possui, nem sempre eles sao linearmente
independentes. Além disso, mesmo quando os autovetores sfo linearmente

independentes, pode ocorrer de haver uma quantidade inferior a dimensdao do
espacgo vetorial do operador linear. A solugdo para esse impasse e a certeza da
diagonalizagao de um operador linear estao consolidadas no teorema seguinte.

Teorema 25.9.6.2: Seja um operador linear T em um espacgo vetorial V de
dimensdo finita n. [T]2 é diagonalizavel se, e somente se, T possui n autovetores
linearmente independentes.

Demonstracao: Se T é um operador linear de um espago vetorial V de
dimensdo finita n, entdo:

(=) Se [T]2 & diagonalizdvel, entdo pela definigdo 25.9.6.2, existe uma matriz
invertivel P tal que P 1. A.P é diagonal. Pelo teorema 25.9.6.1, essa matriz P &
formada pelos autovetores de T. Como P precisa ser invertivel, T precisa possuir 1
autovetores linearmente independentes.

(<) Por outro lado, se T possui n autovetores linearmente independentes,

podemos ter uma base a formada por esses autovetores, assim, pelo teorema

25.9.6.1, [a] diagonaliza [T]Z.
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Diante do exposto, segue um roteiro para diagonalizagao de um operador linear
T em um espago vetorial V de dimensado finita n.

10 passo: Calcular os autovalores e autovetores.

20 passo: Verificar se existem n autovetores linearmente independentes, caso
contrdrio, o operador linear ndo & diagonalizavel.

30 passo: Formar uma matriz P com os autovetores de T. Essa matriz
diagonaliza o operador linear.

40 passo: Se certificar que P~ 1. 4. P € uma matriz diagonal cujas entradas sdo
os autovalores do operador linear.

No 10 exemplo anterior, vimos que o operador linear s possui um autovalor
A =2 de multiplicidade 2, que gera autovetores na forma (x,—x). Como nao é
possivel gerar autovetores L.I, o operador ndo é diagonalizavel.

O 20 exemplo € um operador ndo diagonalizdvel porque ndo possui
autovalores. Vamos ao 39 exemplo anterior.

30 exemplo (anterior): Seja T:R3 - R® o operador linear T(x,y,z) =

(yv+x,—x—y+z —x+y + 2z). Vamos verificar se esse operador é diagonalizdvel.

Solucdo:
1 1 0
Vimos que [T]Z=|—1 —1 1]eosautovaloresforam:dA=1,1=2ed=—1.
=1 1 2

Para A = 1, os autovetores sfo na forma (x,0,x),comx =0 € R.

Para A = 2, os autovetores sdo na forma (x,x,4x),comx # 0 € R.

Para 4 = —1, os autovetores sdo na forma (x, —2x,x),comx # 0 € R.
1 1 I
Tomando x = 1, temosamatriz: P =0 1 —2] (sdo vetores L.I). Assim, sua inversa
1 4 1
é:
3 1 =1
El Z ?
-1
P = S 0 3
-1 -1 1
6 2 6

Essa matriz diagonaliza [T]Z. Veja:

g I =&
5 f Slpd 4 oypd 8 4
= B Sl T il & § 8=
Ao 7 it g Bl US4 1
2 ——a e Aou[T]% i
6 2 6

p—i
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8. A =il
2 & 2
e’ S | @ & T 0 0
S 5 lld & d 00 -1
6 2 ©

E a matriz resultante é uma matriz diagonal cujas entradas sdo os autovalores.

4° exemplo: Seja T: R* — R? o operador linear T(x,y,2) = (3x,x + 2y, —x +y +

2z). Vamos verificar se esse operador é diagonalizavel.

Solucgao:
3 00 P 0 0
[T12=|1 2 ol =AL,—[T12=| 1 a1-2 o0 |=
=1 1 ‘3 1 el A2
det =(1—3).(A—2)2=0 = A=3ed=2 (nultiplicidade 2).
Para 4 = 3:
0o 0 0] x 0
1 1 0 .M= o|=>pF=—7e[z==2x]= (x—x-20) = x.(1,-1,-2)
1 =1 Il Lz 0
Para A= 2:
-1 0 0] % 0
[1 0 0 .M: 0| = [E=Te [ =0]= (0.0 = z.0.01)
L =1 @8l k= 0

Como o operador linear possui apenas 2 autovetores linearmente independentes em

um espaco vetorial de dimenséo 3, concluimos que ele nio é diagonalizavel .

EXERCICIOS 25.8

1) Determine os autovalores e os autovetores dos seguintes operadores

lineares:

a)T:R? - R2 dado por T(x,y) = {x +y,—4x — 3y).

b)T:R? — R? dado por T(x,y) = (2x + 2y,y).

c) T:R? - R? dado por T{(x,y) = (2x — 3y,5x + 5y).

d)T:R3 - R3 dado por T(x,v,z) = (x+y,x+z,v — z).

e)T:R3 - R?® dado por T(x,y,z) = (x,x + 22,y — 2).

f) T:R* - R* dado por T(x,v,z,w) ={(x,x +z,—yv — z,w — z).

9)T: My — M, dado porT(|JZC 3‘//|)= F+dy —~2a y+z|‘

2z 2w

2) Encontre uma matriz P que diagonaliza os seguintes operadores lineares.

aTig=|; 5

2 0 0
b)[T]E = [—13 -3 4]
-4 -2 3

485 |



1 -2 -1 0
0 4 0 0
AlMe=lo -2 2 o
2 3 2 3

3) Demonstre o seguinte teorema:
Teorema 25.9.6.3: Seja um operador linear T em um espago vetorial V de
dimensdo finita n. Se T possui n autovalores distintos, entdo 7 é diagonalizavel.

4) Mostre que a reciproca do teorema né&o é valida, para isso, verifique que o

operador linear T:R? - R3? definido por T(x,v,z)=(-2z,x+2y+zx+3z) é&
diagonalizavel, embora possua autovalores ndo distintos.

5) Os autovalores de um operador linear sdo 4; =5 e A, = 3, cujos autovetores

associados sdo, respectivamente: vy = (1,2) e v, = (0,1). Determine T(x,y).

6) Os autovalores de um operador linear sdao 4, =1, 4, =5 e A3 = —2, cujos
autovetores associados s&o, respectivamente: v; =(1,2,1), v; =(1,0,1) e vy, =
(2,1,0). Determine T(x,y,z).

7) Demonstre que o conjunto formado pelos autovetores de um operador linear

T:V -V & um subespaco vetorial de V.

8) Demonstre que, se:
B=ptAPpP
Em que a matriz A é diagonalizavel, entdo:
A™M=pl pgpm p

9) Use a expressdo do item anterior para calcular 42%, sendo:

Al 2

10) (FADESP-UFPA) Seja T:R® - R® a transformagdo linear definida por
T(x,y,z)=(x+2y+3z,—x+ 2y — 2z 3x + 2y + z). Pode-se afirmar, sobre T, que
a) E diagonalizavel.
b) Tem um unico autovalor real
c) Tem dois autovalores reais
d) (1,0,1) é autovetor.
e) Ndo tem autovalores reais.
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11) (MS CONCURSOS) Sejam T:V —=V um operador linear e V o espacgo vetorial

R?. Se v €V, v # 0, € um autovetor do operador linear T com autovalor igual a -2,

entdo os vetores v e T(v) tém a mesma diregdo e:

a)Sentidos opostos, além do médulo de v ser o dobro do médulo de T(v).
b)YMesmo sentido, além do mdédulo de v ser o dobro do médulo de T(v).
c) Sentidos opostos, além do mdédulo de » ser a metade do mdédulo de T(v).

d)Mesmo sentido, além do mdédulo de v ser a metade do médulo de T(v).

12) (ENADE 2008 — MATEMATICA) Uma transformacao linear 7: R? —» R? faz uma

reflexdao em relacdo ao eixo horizontal, conforme mostrado na figura a seguir.

A

y
5 2 R
1
u I
1
|
1
5 0 2 i 6 x
1
T@W) l
I
B T . '

Essa transformacéao T:

a) é dada por T(x,y) = (— x,y).

b) tem autovetor (0, —1) com autovalor associado igual a 2.
c) tem autovetor (2, 0) com autovalor associado igual a 1.
d) tem autovalor de multiplicidade 2.

e) ndo é invertivel.

13) (ENADE 2005 — MATEMATICA) O que é correto afirmar a respeito de um

operador linear T:[R3 - R® que possua os nidmeros 2 e 3 como nicos autovalores?

a)Pode existir uma base de R® na qual a matriz desse operador é da forma

3 0 O

0 2 0].

0 0 1
b)Existe base de R® na qual a matriz desse operador tem uma linha Nula.
c) Existe uma base de R3® na qual a matriz desse operador é da forma

3 0 0

o 2 1.

0 -1 2

d)E possivel que o autoespaco associado a algum dos autovalores de T tenha

dimensao 2.

e)O polindmio caracteristico de T é igual a (1 — 2)(4 — 3).
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25.10. Espaco com produto interno

Vimos em geometria analitica plana e espacial a definicdo de produto escalar
entre dois vetores no espaco vetorial R? e R3. Nesta secdo, estenderemos essa
definicdo ndo sé ao espaco vetorial R"?, como também a outros espacos vetoriais,
chamados de espacos com produto interno.

Definicdo 25.10.1: Um produto interno em um espaco vetorial V é uma
funcdo que associa um numero real (u,v) a cada par de vetores de V em que sdo
validos os seguintes axiomas:

1) (w,v) = (v,u);

2) (u+v,w) = (u,w) +{(v,w);

(3) {au,v) = av,u);

(4) (v,v) = 0;

(5) {(v,v) =0 se, e somente se, v = 0.

Definicdao 25.10.2: Sejam os vetores u = (xy, X2, X3,..., Xp) € v = (y1, Y2,
V3,..., Yn) €m R™. Definimos o produto escalar ou produto interno usual (u,v),
como o nimero real dado por:

(W, v) = x1y1 + XYz + X3Y3+- .. XnVn

E possivel demonstrar que todos os axiomas da definicdo 25.10.1 s&o validos
para esse produto escalar, ou seja, que esse produto € um caso especial de produto
interno em R". Pela simplicidade, demonstraremos apenas o axioma (1) e as
demais ficardo a cargo do leitor.

Sendo u = (x4,X5,X3,...,Xp) € V= (V1,¥2,¥3,---,Yn), S€QUE que

(W, v} = (X1, %2, X3, Xp)- (Y1, Y2, Y35+ -+, Yn)-
Pela definicdo 25.10.2, o produto interno usual em R™ é dado por
(U, V) = x1y1 + X2Y2 + X3Y3+... X0 Vn-
Isso equivale a
V1X1 F+ VYaXxo + Vaxa+...Yypx, = (v, u).

A seguir estd um exemplo de produto interno ndo usual em R".

Exemplo: Sejam os vetores u = (x,x;) e v=(y,,y,) em R2. Mostre que
(u,v) = 5x,.y, + 2.x,.y, € um produto interno em RZ2.

Solucgdo: Devemos verificar se os cinco axiomas da definicdo 25.10.1 sdo validos.

Faremos a demonstracao dos axiomas (1) e (2) e os demais ficarao como exercicio.

(v,u) = 5y1.%1 + 2. 5. X = 5X1.¥1 + 2.X2.¥2 = (W, v).
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Fazendo w = (z4,2,), temos
{u, Wy + { W)y = 5% 2y + 2.X5:20+-5. 2y + 2oYp 2y =
5(x1 +v1).21 + 2z, (x2 + y3) = {u+v,w).

Qutro exemplo de um produto interno (demonstracao a cargo do leitor), pode
ser dado em um espacgo vetorial das matrizes M,,,,, conforme a definicdo a seguir.

Definicdao 25.10.3: Sejam duas matrizes U e V de ordem n. Podemos definir
o produto interno entre U e V como:
(U, VY =TrUTV)
Onde Tr(UTV) significa o traco da matriz UTV, que equivale a soma dos
elementos da diagonal principal.
Para entendermos como ocorre esse produto interno, veja o caso para as

matrizes de ordem 2:

U Uz Vi V2
U=[u3 U4] eV = [U?, Uy = (U,V)=ul.U1+uZ.U2+U.3.U3+U4.U4.

Em outras palavras, basta somar o produto dos elementos correspondentes
(na mesma posigao) de cada matriz.

1 0 il (0] 2 —,
Exemplo: Sejam as matrizes U=|2 -1 2lueV=|1 2 2 | em M3y ;.
—4 -2 3 0O -1 o0

Calcule o produto interno (U,V) consoante a definigdo 25.10.3.

1 o 1110 2 -1
(U,V)=([ 2 = 2],[1 2 2 ])
—4 -2 3110 -1 O

(U, Vy=10+02+1.(—1)+21—1.2+22—40—2.(—1) + 3.0 =[(U,V) = 5]

Além disso, podemos utilizar a definicdo de produto interno para calcular

Solucgao:

distancia e comprimento de vetores em espacos vetoriais R", utilizando as
definigcbes a seguir.

Definicdao 25.10.3: Denominamos de norma ou comprimento do vetor de
V e denotamos por || o nimero real:

|v] = v/ {v,v)

Quando |v| = 1, dizemos que v € unitario.

Para R?, por exemplo, sendo v = (x;,x;), temos

lv] = (v, v) = Jxix, + x5 = fxlz + x5,

O que condiz com o comprimento de vetor ja visto.
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Definicdo 25.10.4: A distancia entre dois vetores u e v de V denotada por
d(u,v) é definida por:

dw,v) =|lu—v| =/{u—v,u—v)

No R", essa definicdo coincide com a distdncia entre dois pontos considerando
o vetor posicdo. No R? por exemplo, sendo u = (x1,X5,%3) € v = (V1,V2,V3), Segue
que
dw,v) =|lu—v|=|(x; —y1,X2 — Y2, x3 — ¥3)|
dw,v) =/ (1 —y1)% + (2 — ¥2)% + (x; — ¥2)3.
O que corresponde a distancia entre dois pontos no espaco.
A partir dessas definicdes e dos axiomas do produto interno é possivel

encontrar produtos internos, normas e distancias, envolvendo operacdes entre
vetores.

Exemplo: Sejam u e vvetores em R" tal que (u,v)=>5, |[v|=2 e |u|l=1,
calcule:
a) (u+wv,2u—3v)
Solucgdo: Aplicando os axiomas da definicdo, temos:
i+ 1,20 — By) =+ 1, 26y — (U + ©,30) = @, 21) + {7, 2u) — (L, 39) — (9,31)

(u+v,2u—3v) = 2.(u,u) + 2.{v,u) — 3.(w,v) — 3.{v,17)

l]? lv]?

(u+v,2u—3v)=2.1+25—-3.5—34 = I(u +v,2u — 3v) = —15|.

b) |u+ v|
Solugdo: Sendo dois vetores u = (x1, X2, X3,..., Xn) € V= (Y1, ¥2, ¥Y3,..., vn) em R,
temos
U+v= 01 +y, X2 +y¥a, X3+ Y3,..., Xpp + V)
[ 2l = + 30 0® (g ¥+ s + 3070+ xu + 3
lu+v]? = (Gef + 22191 + D) + (0 + 2.x2y2 +¥3) +
(x3% +2x3y3 + ¥3)+... (X0 + 2,V + Vn2)
lut+vi?=CGf+xF+xf+-+xD+ @i +yi+yi+--+y) +

Jul? |v|?
2. (x1y1 + x2¥2 + X33+ .. XnVn) Serd demonstrado adiante
(w.p) que essa identidade ¢ valida
|[u +v? = [ul®>+|v[*+2.(u, 17)|- para qualquer espago vetorial

A 1t ara [R™.
Assim, lu+v|2 =12+22+25=15 =|lu+v|= VI5| ©1id0 Soments para
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25.10.1. Angulo entre vetores e ortogonalidade

Sabemos do teorema 13.3.2.2 que o angulo a entre os vetores ndo nulos u e

v é dado por: cosa = (0° < a < 180°). A demonstracao desse teorema foi

lul.lv|
feita com vetores em R? e pode ser, seguindo 0s mesmo passos, facilmente
demonstrada para o R", conforme a definicdo a seguir (ja utilizando a notacgdo de
produto interno atual).

Definigcdo 25.10.1.1: O angulo a entre os vetores u e v de um espaco vetorial

com produto interno V pode ser dado por:

e (M) ou | cosa = 42 | Com 0° < & < 180°.
[l || |ul. |v|

Exemplo: O dngulo a entre os vetores u = (1,0,—1) e v = (1,0,0) em R? é:
Solucgao:
{,V)=11+0.0+(—1).0=1.

lul = J(wu) = [12+ 0%+ (—1)>=+2.
lv| =J/{v, vy =v12+ 02+ 0% =1

( (u, v) ) ( 1 ) (\/7)
o = arccos | —— | = arccos = a=arccos|—|=|a=
[ul. |v] 2.1 2

7w
Zl

2° exemplo: O dngulo a entre os vetores u = (1,2,—1,0) e v = (0,1,0,1) em R*

Solucgao:
(v, u) =1.04+2.1+4+(—1).0+0.1=2.
ful = VR@w = 17+ 27+ (1) + 07 =G,

[v] =/, v) =02+ 12 + 02 + 12 = V2.

(u,v)

o (20 e ) - ()
a = arccos |u| [l}l = arccos \/g\/f a = arccos 3 .

a mede aproximadamente 35,26°.

A formula da definicdo 25.10.1.1 pode ser estendida a espagos vetoriais
arbitrarios (e ndo s6 o R™). Para demonstracdo, precisamos do préximo teorema.
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Teorema 25.10.1.1 (desigualdade de Cauchy-Schwarz??): Se u e v sdo
vetores de um espaco vetorial com produto interno V, entdo:

[(w, )] < |ul.|v|

Demonstracao: Suponhamos u e v nao nulos. Entdao, para qualquer keR,
temos pelo axioma (4) da definicdo 25.10.1 que (ku+ v,ku+ v )= 0. Isso equivale
a

k2 (u,u) + 2.{u, v)k + {v,v) = 0.

Como a equacdo polinomial e o coeficiente do termo k? sdo ndo negativos,
segue que o discriminante da equacdo quadratica precisa ser um numero ndo
positivo. Assim:

4.(u, v)% — 4. {u, w).(v,v) < 0 = (u,v)? < (u,u).{v,v) =

(u,v)? < Jul?.|v|]? = .

Demonstrando o teorema.

Pode-se demonstrar ainda que a igualdade desse teorema ocorre se, e somente
se, 0os vetores u e v sdo linearmente dependentes. Essa demonstracdo sera cobrada
no exercicios.

A desigualdade em (1) pode ser escrita sem o modulo em {(u,v), da seguinte

forma:
u,v
—1< u < 1.
[u]. ||
(u,v) e .
Como lalle] assume uma unica vez, cada valor no intervalo [-1, 1], podemos

lul.lv]
com 0° < a <180° estendendo a definicdo 25.10.1.1 a qualquer espaco vetorial com

associar a expressao ao cosseno de um angulo a entre dois objetos u e v,

produto interno.
A desigualdade de Cauchy-Schwarz pode ser utilizada também para
demonstrar outras desigualdades.
Exemplo: Demonstre que |u+ v| < |u| + |v].
Solucgao:
lu+ v|2=(u+ v,u+ v) = {uu)+{,v)+{(v,u) +{(v,v) = uu)+ 2.{(u,v)+ (v,v) =

T 2
||u + vl = ul*+2.<u,v) + [v] | ﬁ Igualdade ja demonstrada para o R™. ]

Substituindo a desigualdade de Cauchy-Schwarz: [{(u, v)| < |ul.|v|, temos

lu+ vI? < [ul2+2. |ul.lvl+ [v|]? = Ju+ v]? < (ul+ [vD2={lu+ v] < |ul+|v]]

¥ Esse teorema foi demonstrado por Augustin Cauchy (1789-1857) para produtos internos usuais em R™ e a demonstragio
geral, para espagos vetoriais arbitrarios, foi feita por Hermann Schwarz (1843-1921).

| 492



Essa ultima desigualdade é denominada de desigualdade
triangular, pois a representacao vetorial da soma de dois vetores e os
seus comprimentos, nos remete a ideia de desigualdade entre os lados

de um triangulo.

Uma consequéncia da definigdo 25.10.1.1 é que V) sa1Ba MAIs!

(u,v) =0 se, e somente se, a:% (verifique!). Assim, A perpendicularidade
é um caso particular da

ortogonalidade. Duas retas
perpendicularidade, a ortogonalidade entre objetos de ortogonais no espago, por

podemos estender um conceito mais abrangente de

um espaco vetorial com produto interno. Conforme a exemplo, sdo ‘f_it“f
perpendiculares, se existir
um ponto em comum.

Definigdo 25.10.1.2: Dizemos que dois vetores u e v de um espago vetorial

seguir.

com produto interno V sdo ortogonais se, e somente se, (u,v) =0.

Definicdo 25.10.1.3: Se S for um subespago de um espaco com produto
interno V, entdo o conjunto de todos os vetores em V que sdo ortogonais a cada
vetor em S é denominado complemento ortogonal de S e denotado por S*t.

Exemplo: Seja um subespaco S de R® representado pelo plano 2x +3y —z =
0 que passa pela origem. Um conjunto de vetores (a, b,c) de R3 que sdo ortogonais
a cada vetor de S é:

z
Solugdo: ((x,y, ?T—I—Ty), (a,b,0)) =ax +by+ 2cx+3cy=0.
Fazendo x = 0, obtemos: 3¢ = —b. Fazendo y = 0, obtemos: 2c = —a.
O que resulta em: St = {c € R| (a,b,c) = (—2c¢,—3c,c)}, uma reta que passa pela
origem. Observe que (—2c¢,—3c,c) possui mesma direcdo do vetor (2, 3, -1) normal ao

plano S.

Teorema 25.10.1.2: Seja S um subespagco de um espago vetorial com produto
interno V. Entéo:

i) ST é um subespaco de V;

i) SNSt =0;

i) (SHt =s.

Demonstracido: E imediato que 0 € S1. Tomemos u e v ndo nulos em S, ke R
e s €S. Assim:

(u+ kv,s)=(u,s)+k.(v,s)=0+k.0=0.

O que demonstra que u+ kv é ortogonal a cada vetor de S. Portanto, é um

subespacgo de V.
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As demonstracoes ii) e iii) ficam a cargo do leitor.

Definicdo 25.10.1.4: Dizemos que um conjunto de vetores em V é um
conjunto ortogonal, se quaisquer dois vetores distintos do conjunto forem
ortogonais. Um conjunto ortogonal no qual cada vetor tem norma 1 é dito conjunto
ortonormal.

Exemplo: O conjunto {(0,2,0),(1,0,—3), (3,0,1)} de R2®é um conjunto
ortogonal, pois:

{(0,2,0),(1,0,—3)) =0; ((1,0,—3),(3,0,1)) =0 e ((0,2,0),(3,0,1)) = 0.

Um conjunto ortonormal pode ser gerado a partir de um conjunto ortogonal.
Para isso, basta dividir cada vetor do conjunto pela sua norma.

{ (0,2,0) (1,0,—3) (3,0,1) }_{(0,2,0) 10,33 (3,0,1)}
Vor+ 22102 VIZ+ 07+ (32 32+ 02+ 17 2 7 y1io VIO
V10 —3+v/10_ 3v10 V10
{“" T T T T’O'W)}'

Note que cada vetor possui norma 1. Esse processo é denominado de
normalizacdo.

Outro exemplo imediato de bases ortonormais sdo as bases candnicas espaco
vetorial R™. Verifique!

Teorema 25.10.1.3: Todo conjunto ortogonal de vetores ndo nulos de V é
linearmente independente.

Demonstracao: Seja um conjunto ortogonal {v{,v,,...,v,} € V. Supondo:

a, v, +a. v + .oay. v, = 0.
Tomemos um vetor arbitrario v, € {v,,v,,...,v,}, com i < k <n. Entdo
(a1 + .2+ .an. vy, ) =(0,v, ) =0.
Por outro lado (a v, + a;.v, + ...a,.V, ,V ), Pode ser escrito como
1. Uy, V) + Qs (U2, V) oo+ g Uk, Vg )+ ooy (U, V) = 0.

Ja que (v,, vy =0, para n # k, segue que ay.{vg, vx) =0. Como v, é um vetor
ndo nulo de V, entdo a unica solugdo é a; = 0. Demonstrando que o conjunto é
linearmente independente.

O teorema a seguir mostra que € possivel encontrar facilmente as coordenadas
de um vetor, segundo uma base ortonormal, em um espago vetorial com produto
interno V.

Teorema 25.10.1.4: Se {v,Vs,...,7,} €V é uma base ortonormal, entdo, para
todo v € V, podemos escrever:

v =(v,v)v; +{v,v)v, + .. (v,v,)v,

Demonstragao: Seja v=a,v; + a1.v; + ..., Uy

Tomemos um vetor arbitrario v, € {v,,v,,...,v,}, com i < k <n. Entdo:
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(v, y=A(a V1 + a1.Vy + .0pu. Uy, Vi ) =
ey AV, V) + an Vs, V) Foo o @p Ve, Vi) + o U, Ur)-
Como {v,,vi) =0, para n = k e {v, vi) = |ve|? = 1, entdo:
a1V, V) + @ V2, Vi) +ooo+ @ Ve V) o (U, Vi) = Qg
Observe ainda que, para a base ortogonal, basta dividir v, por |v;]? e assim

_ (v, vy

obtemos: a; = Esse coeficiente é denominado de coeficiente de Fouriers

2
[Vl

e estd presente no préximo teorema.

Teorema 25.10.1.5: Seja {v{,v,,...,V,} €V um conjunto ortogonal de vetores
nao nulos. Se uw eV, entdo:

(e, vp)
ak=’—2 comi=<k=n.
[veel
Sd3o0 o0s Unicos nuUmeros reais tais que o vetor: v =u — a;v; —
v, —...— UpVy € ortogonal aos vetores vy, v,,..., Uy.
Demonstragdo: Para v'=u — a,v; ser ortogonal a wv; € preciso que

{(u — a1,y =0. Neste caso, temos

(u,vl)
u — a v, v ) ={u,v, ) — a{v,v ) =0=> a; :W.
1
Reciprocamente, se a; = %, entdo
Vd
(u,vy)
{—ayv,v1 ) =401 ) — a{v, vy ) ={w,vy ) —W-(Vp?h y=0.
1

O que prova que u — a,v; € ortogonal a v;.
Aplicando de forma recorrente o processo anterior de 1 a n, demonstra-se que
ovetor: v =u — a,;v; — a,V, —...— ayVy, € ortogonal aos vetores vq,v5,..., V-

Teorema 25.10.1.6: Um espago vetorial com produto interno possui uma
base ortogonal.

Demonstracao: Seja {vq,v,,...,v,} uma base de V. Tomemos:
U =1y
_ (Up, Uq)
Uy =V ——/ 5 Uy
1]
(V3 ,U (V3 ,u
Uy = vy — 23 21>u_ 3 22>
[2eq] luzl
_ (Un :ui) (vn , U 71>
Up = Vp — U~ — Uy
|2e1] |etn—1]

O teorema 25.10.1.5 garante que o conjunto {u4,u5,...,u,} € ortogonal. Como
o conjunto é linearmente independente (teorema 25.10.1.3) de vetores ndo nulos

e n=dimV, entdo {uq,u,,...,u,} € uma base ortogonal de V.

8 Jean-Baptiste Fourier (1768-1830).
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25.10.2. Ortogonalizacdo de Gram-Shcmidt

A prova anterior ndo sé demonstra o teorema 25.10.1.6 como também nos
revela um processo interessante de ortogonalizagao, denominado de processo de
ortogonalizacdo de Gram-Schmidt?®. Siga os passos do exemplo a sequir.

Exemplo: Vamos aplicar processo de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt na
base {(1,2),(—1,0)} de R? a fim de obtermos uma base ortogonal de R2,
Solugao: {(1,2),(—1,0)}

Y1 Yz
w = (1, 2)
= (~10) - = F 5 (L) = (-10 -~ (F) LD = )
Uma base ortogonal de R? é: {(1,2),(?,%)}. Veja que os vetores sdo ortogonais:
(1,2 _42)—_41+22—0
@.2), (g2 =% =0

29 exemplo: Vamos aplicar processo de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt na
base {(1,1,1),(1,0,2),(0,1,0) } de R® a fim de obtermos uma base ortogonal de R3,
Solugao: {(1,1,1),(1,0,2),(0,1,0)}

u = (1,1,1)
=Y1,08,2 ((1'0’2)’(1’1’1))111—102 2 (1,1,1) = (0,-1,1
uz; =(1,0,2) — (L1, D (1,1,1) = (1,0,2) —3(1,1,1) = (0,-1,1)
_ {(0,1,0),(1,1,1)) {(0,1,0),(0,—1,1))
Uz = (0,1,0) —W(l,l,l) = I(O,—l,l)lz (0,—1,1)
b =],
c =z

1 -1
us = (0,1,0) —3(1,1,1) — (7) 0, —1 1) =

——— (111 +(0—11 _(—111
W Nt 3’3’3) ’2’2)_ 3’6’6)'

Uma base ortogonal de R3 é: {(1, 1,.1),00—1,1); _Tl,%,%) } Verifique que os vetores

sdo ortogonais entre si.

EXERCICIOS 25.9

1) Sejam os vetores u = (x1,x) € v=(y.y2)em R2, Mostre que (u,v)=

3%1.y1 + x2.v, € um produto interno em R2,

2) Sejam o0s vetores u = (x,x;) € v=(yLy,)em R2? Mostre que (u,v)=
3%1.V1 + 2X5.V2.X1. V1 —Xx2. ¥, € UM produto interno em R2,

* Jorge Pedersen Gram (1850-1916) e Erhard Schimidt (1876-1959).
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3) Sejam os vetores u = (x{,%,,%3) € ¥ = (V1,¥,,¥3) em R3, Mostre que {(u,v) =

X1.V1 + X2.¥2 — 5%3.v3 € um produto interno em R3.

4) Circulo unitario ou esfera unitdria de V é definida como um conjunto de

pontos de V em que |u| = 1. Mostre que sendo u = (x;,x,) com o produto interno

usual de R?, o conjunto de pontos é o circulo unitdrio /x;%+ x,2 =1. Que aspecto
geométrico seria o circulo (ou esfera) unitdria de R? se o produto interno fosse
definido por {u,v) = 4x,.y, +25x,.y, ?

5) Sejam u e v vetores em R" tal que {(u,v) =2, |v]| =1 e |u| = 2, resultados do
produto interno usual, calcule:
a) {u+v,u—3v) b) (v — v, 4u + 3v) c) lu—vl|

6) Sejam u=(1,1), v = (—2,0) e k = 3, calcule as expressdes a seguir,

utilizando o produto interno usual de RZ.

a){u,v) d)|u+ v|
b) k. {(u, v) e){u + 4v,2u — 3v)
<) d(u,v)

7) Sejam o0s vetores u = (x,%;) € v=(y;,¥;)em R?. Calcule novamente
{(u+4v,2u— 3v) do item anterior, utilizando o seguinte produto interno (i, v) =

4x,.y1 + 5x,.y, de R2,

8) Calcule o produto interno (U,V) entre as seguintes matrizes, consoante a
definigdo 25.10.3.

1 0 5 0 2 o
a)U=[é _Oz]eV=[(2) i] b)U=[2 1 2lev=|1 1 —2]
3 0 —4 0 10 1

9) Mostre que igualdade do teorema Cauchy-Schwarz (|{w, v} < |ul.|v]), ocorre
se, e somente se, 0os vetores u e v sdo linearmente dependentes.

10) Demonstre o teorema de Pitdgoras generalizado: “Se vetores u e v sdo
vetores ortogonais em um espago vetorial com produto interno, entdo: |u+ v|? =

IuIZ 4 Ivlz 2

11) Calcule o @ngulo @ entre os elementos dos respectivos espagos vetoriais:
a)u=(1,0)e v=(21) em R?;
b) u=(—64)e v=(2,3)em R?;
A)u=(11,-1)ev=(011)em R3;
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d) u=(0,0,—1) e v=(0,1,V3) em R3;
e) u=(2,0,2,0)e v=(00,V3+3) em R*;
f) u=(10,1,0)e v=(10,0,0) em R*;

a) Uz[i _12] e V= [?) g] em M;.,. Use o produto interno da definigdo

25.10.3.
12) Verifique em quais itens da questao anterior os elementos sdo ortogonais.

13) Seja um subespago S de R? representado pelo reta 2x +y = 0. Calcule um

conjunto de vetores (a,b) de R? que sao ortogonais a cada vetor de S.

14) Seja um subespago S de R® representado pelo plano x+y—z = 0. Calcule

um conjunto de vetores (a, b,c) de R® que sdao ortogonais a cada vetor de 8.

15) Verifique qual o Unico conjunto a seguir, nao € um conjunto ortogonal de
R3 .
a){(0,1,0),(1,0,—2), (2,0,1)}
b){(0,1,0),(1,0,0), (0,0,1)}
c){(0,1,0),(7,0,—7), (1,0,1)}
d){(1,2,—-1),(1,0,—1), (1,1,0)}
e){(0,0,—1),(—1,0,0), (0,2,0)}

16) Verifique qual o Unico conjunto a seguir, nao é um conjunto ortonormal de
RE .
a){(0,1,0),(0,0,—1), (—1,0,0)}
b){(0,1,0),(1,0,0), (0,0,1)}
€){(1,0,0),(1,0,—1), (0,0,1)}

) {(0.1,0,¢2.0 -3, Z,05)}

e) {(0,0,—1),(1,0,0), (0,1,0)}

17) Sobre complemento ortogonal de um subespago vetorial S € um conjunto
ortogonal, ambos de um espago vetorial com produto interno V. Assinale a
alternativa incorreta.

a) O complemento ortogonal de um subespago vetorial S é um subespaco
vetorial de V.

b)Todc conjunto ortogonal de vetores ndc nulos de V €& linearmente
independente.

c) A intersegdo de um subespago S de V e seu complemento ortogonal € um
vetor nulo.

d)O complemento ortogonal do complemento ortogonal de um subespago
vetorial S é o préprio subespago vetorial S.

e) Toda base de um espago vetorial V € um conjunto ortogonal ou ortonormal.
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25.11. Programacao linear (desigualdades lineares)

Antes de iniciar a aplicagdo de programacao linear em si, vamos rever alguns
conceitos matematicos sobre vetor gradiente e desigualdades lineares.

25.11.1. Desigualdades lineares

Considerando a fungdo ¢:R? — R, definida por ¢ (x,y) = ax + by. A linha de nivel
dessa fungdo é dada por ax + by = ¢, cuja representagdo no espago R? é dado por
uma reta que divide o plano cartesiano em duas regiGes, superior e inferior, que

denominamos de semiplanos (figura 25.11.1.1).

Semiplano

Semiplano

Figura 25.11.1.1

Para saber qual dos dois semiplanos (ou das duas regides), representam os
dois casos possiveis: ax+by>c e ax+ by <c, devemos nos reportar ao
crescimento de fungoes (nesse caso, fungdes afins) a partir do vetor gradiente.

O vetor gradiente da fungdo @(x,y) é dado por Ve(x,y) = (%,%) =<{a,b) que

é perpendicular a reta (a fungdo nas linhas de nivel). O semiplano localizado na
diregdo e sentido desse vetor, representam o crescimento da fungdo (ax + by > ¢)
e o semiplano localizado na diregao e sentido oposto desse vetor, representam o
decrescimento da fungdo (ax+ by <c¢). Os dquatros casos possiveis estdo
representados nas figuras 25.11.1.2, 25.11.1.3, 25.11.1.4 e 25.11.1.5.

y a<0eb>0 y a>0eb<0
ax+by=c ax+by=c
ar+by<c
AN
-+ by
ar+by<e ,\y\\ @il e
3 NI\ (@ b) P
Figura 25.11.1.2 Figura 25.11.1.3
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Y Y
a>0eb>0 a<0eb<0
az+by=c\ //;w+by>c rm:+by:c\ /ﬂ/‘f aziby <e
DS 7 i 1
F ¥y /// //'/ 4
o {7 // ’
(a,b) ¥/ © r// 4
ax+by<c (a,b)/ ar+by >c

Figura 25.11.1.4 Figura 25.11.1.5

Como exemplo, veja nas figuras 25.11.1.6 e 25.11.1.7, os semiplanos em
destaques que representam as inequagdées —x+7y <1 e x —y < 1, respectivamente.
Observagao: utiliza-se uma reta pontilhada para representar a nao igualdade na

inequagdo, conforme esta representada a inequagdo x —y < 1.

/ —z+y<1 L '

Figura 25.11.1.6 Figura 25.11.1.7

25.11.2. Sistema de desigualdades lineares

Aplicaremos os conhecimentos sobre inequagdes lineares anterior em um

sistema composto por mais de uma inequagdo, denominado de sistema de

desigualdades lineares ou sistema de inequagOes lineares. Nesse curso, esse

sistema sempre terda n inequacgbdes e duas incbégnitas. Quando necessario ou

conveniente, podemos multiplicar qualquer inequagao por -1, o que resume os
sistemas em dois casos Unicos:

aix+biy=cy

a,x+ byy=c,

12 caso:{ azx + by = ¢4

aijx+bhiy<cy
a,x+byy <c,

22 caso: asx+ b3y < cs-

a.x+b,y=c, a,x+ b,y <c,

A solucado desses sistemas é um conjunto de pontos que satisfazem todas as

inequagdes do sistema, ou seja, a solugdao é uma regido composta pela intersegao
dos semiplanos de cada inequacgao.
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ALGEBRA LINEAR

—2x+y=<1
Exemplo: { x+y <2
—y<0

Solucgao: Inicialmente devemos construir as retas que representam a igualdade de

cada inequag¢do no plano cartesiano.
B x =0,temos: y =1 = (0,1).

Na primeira inequacio, —2x +y <1, fazendo:{y — 0, temos: x = _% . (_%'0)_

Colocamos os dois pontos no plano cartesiano e tracamos a reta.

Como o vetor gradiente é Ve (x,y) = (—2,1), a fun¢ido tem crescimento nessa direc¢do
e sentido. Porém, queremos decrescimento (<) e, neste caso, o semiplano pretendido esta
na parte inferior da reta.

Na segunda inequacio, fazendo:{x = G Emnsn = 2= {0, 2,
y=0,temos: x =2 = (2,0).

Colocamos os dois pontos no plano cartesiano e tracamos a reta.

Como o vetor gradiente é Vg (x,y) = (1,1}, a funcio tem crescimento nessa dire¢do e
sentido. No entanto, queremos decrescimento (<) e nesse caso, o semiplano pretendido
estd também na parte inferior da reta.

A terceira inequac¢do, basta multiplicar por -1, para termos y =0 e ver que o
semipleno em questdo é a parte superior do eixo x.

A solucdo desse sistema é a regido que representa a interseg¢ao dos trés semiplanos,

conforme a figura 25.11.2.1.

x=1
y=0
2x —y =2
x+y=2

29 exemplo:

Solucao: As duas primeiras inequacdes sdo imediatas.
Na terceira inequacéo, 2x —y = 2, fazendo:{f} Z g’,izrrrrll?)zz Z ;2:’71(,(()),)—2)

Colocamos os dois pontos no plano cartesiano e tracamos a reta.

Como o vetor gradiente é Ve (x,y) = (2,—1), a fungio tem crescimento nessa direcio
e sentido, portanto, o semiplano pretendido estad na parte superior da reta.

Na quarta inequacio, fazendo:{x =yt e i

y =0,temos: x =2 = (2,0).

Colocamos os dois pontos no plano cartesiano e tracamos a reta.

Como o vetor gradiente é Vg (x,y) = {1, 1}, a funcio tem crescimento nessa dire¢io e
sentido, portanto, o semiplano pretendido esta também na parte superior da reta.

A solucdo desse sistema € a regido que representa a intersecdo dos trés semiplanos

(figura 25.11.2.2).
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Y 2c—y=2
—2z+y=1

ct+y=2 Soluca
y m+y:2\2 oluca

) N s —
F N - -

Figura 25.11.2.1 Figura 25.11.2.2

25.11.3. Programagao linear

O termo '"programacgao" refere-se a acdo de planejar ou programar. A
programacao linear é, portanto, uma ferramenta utilizada na tomada de decisGes
com o objetivo de alcangar objetivos. Especificamente, esses objetivos estao
focados na otimizacao do uso de recursos, ou seja, maximizar lucros ou minimizar
custos, dentro de um conjunto de restrigoes impostas. Esse conjunto de restrigoes,
que geralmente é um sistema de inequacgdes lineares, é chamado de conjunto de
viabilidade na programacao linear e o ponto que maximiza (ou minimiza) uma
determinada fungdo é chamado de ponto viavel.

Exemplo: Supondo que queremos maximizar a fungdo ¢(x,y) = 3x — 2y sujeita
as restricées do 10 exemplo anterior:

—2x+y=<1
x+y<2
-y <0

Solugdo: Os pontos viaveis estio dentro do tridngulo da figura 25.11.2.1. Como o
vetor gradiente é Vg (x,y) = (3,—2) e a fungio tem crescimento nesse sentido (gerando
retas na direcao perpendicular), devemos entac encontrar uma reta na forma 3x — 2y =
¢, cujo valor ¢ seja o maior possivel. A figura 25.11.3.1 ilustra alguma retas (com alguns
valores de c¢), mostrando que o ponto viavel é (2,0) e o valor maximo dessa funcao é
@(2,0) =3.2—2.0=6.

20 exemplo: Supondo que queremos minimizar a fungao ¢(x,y) = —x + 3y
sujeita as restricdes do 2° exemplo anterior:

x=1
y=0
2x —y =2
x+y=2

Solugao: Os pontos viaveis devem estar dentro da regido “solucido” da figura
25.11.2.2. Como o vetor gradiente é Vp(x,y) = (—1, 3) e a fung¢io tem crescimento nessa

direcao e sentido, devemos encontrar uma reta na dire¢iao e sentido contrario ao vetor
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gradiente e na forma —x + 3y = ¢, cujo valor ¢ seja o menor possivel. A figura 25.11.3.2

ilustra alguma retas (com alguns valores de ¢), mostrando que o ponto viavel é o ponto de

. ~ (2x—y=2 , 4 2 - ~ 4 2N
intersecao das retas: {x s B que é (§,§) e o valor minimo dessa fungao é ¢ (§,§) =
4 2 2
y
z+y=2 Zr—y=2

Tty=2 Solucio —t+3y=6
2 —z+3y=2
S —-z+3y=2/3

/ x Ve(z,y) = (-1.3) 2
Ve(e,y) = (3,-2) ) M
—2

=1

Figura 25.11.3.1 Figura 25.11.3.2

\

Diante dos dois exemplos anteriores, podemos extrair uma observacao
importante: o ponto viavel esta obrigatoriamente em algum dos vértices do
poligono que forma a regido solugdo. Dessa forma, para saber o maximo ou minimo
de uma fungdo, é necessario encontrar os vértices do poligono que forma a regiao
solugdo, substitui-los na funcio e verificar qual deles é o maximo ou qual deles é o

minimo, conforme o objetivo.

3° exemplo: Um sitio, por questées de armazenamento e espaco, tem
producdo maxima restrita a 1 tonelada e 7000m?2 de area cultivavel. As informacgdes
sobre os cultivos a ser plantados, estdo a seguir.

Cultivo Lucro por kg de Area maxima que Produtividade
producao (R$) pode ser plantada (kg/m?2)

Tomate 1,20 5000 m=2 0,1

Cebola 1,50 4000 m=2 0,2

Com base nessas informacdes, qual a area que deve ser plantada por cada um
desses cultivos, para que o sitio tenha lucro maximo?
Solugdo: Denominando de x a area a ser plantada (em m?) com tomate e de y a area

a ser plantada (em m?) com cebola, o lucro é dado por:
L(x,y) =x.0,1.1,20+y.0,2.1,5 = 0,12x + 0,3y

0,1x+ 0,2y <1000
x+y <7000

x < 5000

y <4000

x=0

y=0

E as restricdes sao:
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Resolvendo o sistema, temos a regiao de solucio na figura 25.11.3.3 e como o vetor
gradiente do lucro é Ve (x,y) = (0,12;0,3), a fun¢ido tem crescimento nessa direcio e
sentido.

Substituindo os vértices do poligono da regido solucio no lucro L(x,y) = 0,12x +
0,3y, encontramos:

L(0,4000) = 1200;

L(2000,4000) = 1440;

L(4000,3000) = 1380;

L(5000,2000) = 1200.

Portanto, o lucro maximo é de R$ 1440,00, obtido a partir do plantio de 2000m? de

tomate e 4000m? de cebola.

7000

5000

4000

3000

0.12x + 0.3y = 1440
2000 1 : \
i
i

Veo(z,y)

i 2

i
:
i
:
0

0 4000 5000 7000 10000

Figura 25.11.33

EXERCICIOS DE APLICACAO 25.10 |

1) (ENADE 2008 - MATEMATICA) Assinale a opcdo que contém o sistema de
inequagdes que determina a regido triangular PQR desenhada abaixo.

y—2x<0
a) 2y—x<0
y+x>3 Y
yv—2x>0 7.3 PO— &
b) {2y —x>0 i
y+x>3 E
y—2x<0 ek doeea R
C) 2y—x<0 - !
y+x <3 : i
y—2x>0 ! P
1 1
d) 2y—x <0 %0 - =
y+x>3
yv—2x<0
e) 2y—x>0
yt+x<3
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2) Maximize a fungdo ¢(x,y) = 4x — y sujeita as restrigdes:

—x+5y =<3

x—y<1
—y=<0
—x <0

3) Minimize a funcdo ¢(x,y) = —5x — 4y sujeita as restrigdes:
2x—3y =1
{3x +2y=>1
—y=1

4) Em qual dos pontos do grafico da figura a seguir, a fungao @(x,yv) =7x—y,
tem seu valor maximo e qual dos pontos a funcdo §(x,y) = 5x +y, tem seu valor

minimo? y1

NI

VAN
/N

Solucao

=

/

5) Um produto A tem 15% de uma substéncia H, enquanto que um produto B

tem 20% dessa mesma substancia. Pretende-se obter no minimo z% dessa
substéncia, ao misturar os dois produtos. Denominando de x e y, as quantidades
de cada produto, respectivamente, explique por que:

a) z > 15% apds a mistura.

b) Apés a mistura, o minimo é garantido, independentemente de x e y, se

z > 20%.

6) Um avicultor pretende balancear uma ragao para poedeiras com duas
matérias primas, milho e farelo de soja e dois nutrientes apenas: proteina bruta e
energia metabolizavel. Cada quilograma de milho possui 30% de proteina bruta e
3400 kcal de energia metabolizavel e cada quilograma de farelo de soja, possui
15% de proteina bruta e 1600 kcal de energia metabolizavel. Sabendo que o prego
do quilo do milho e do farelo de soja, sao respectivamente R$ 0,70 e R$ 2,30, que
as necessidades minimas de nutrientes que devem compor a ragdo, sao
respectivamente: 25% de proteina bruta e 2800 kcal/kg de energia metabolizavel,

qual o custo minimo para a producado dessa ragdo?
Fonte adaptada: (CRUZ, 2017)
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7) Uma fazenda tem receita bruta de R$ 10.000,00 por hectare no plantio de
milho e de R$ 12.000,00 por hectare no plantioc de mandioca. O proprietario deseja
contratar uma cooperativa de agricultores que cobram R$ 800,00 e R$ 1000,00 por
hectares trabalhados no plantio do milho e da mandioca, respectivamente. Sabendo
que o caixa disponivel &€ de R$ 50.000,00 e que a fazenda disp8e de apenas 56
hectares cultivaveis, quantos hectares de milho e de mandioca devem ser

plantados, para que o proprietdrio dessa fazenda tenha lucro maximo?

8) Um agricultor dispde de 50ha de terra cultivavel para arroz e feijdo, sendo
que 40ha no maximo devemn ser destinados ao plantio do arroz e 30ha ao cultivo
do feijdo. Ele tem condig8es de pagar somente 1200 diarias de trabalho a
agricultores e 1800 diarias de trabalho a ajudantes, por hectare. O quadro de lucro
e necessidades de trabalho, por hectare, de cada cultura, estido no quadro a seguir.

Lucro ha | Diarias de trabalho Diarias de trabalho

(R$) por ha de agricultor | por ha de ajudante
Arroz 300 20 30
Feijdo 400 30 40

Com base nessas informagoes, quantos hectares de arroz e quantos hectares
de feijao devem ser plantados de forma a maximizar o lucro?

9) Para atender as exigéncias nutricionais de fémeas em gestagdo, garantindo
o bom desenvolvimento dos fetos, o animal necessita preencher alguns requisitos
minimos de consumo didrio de diversos tipos de nutrientes. Suponha, que apenas
dois tipos de nutrientes sejam necessarios, como proteina bruta e energia. Além
disso, imagine que a dieta consista em dois tipos de alimentos, milho grdo e farelo
de soja, cujo os pregos e contelldos nutritivos sdao mostradas na tabela a seguir:

Necessidade minima

Milho grao|Farelo de soja (suinas gestantes)
Proteina (%) 8 45 14
Energia (kcal/kg) 3900 4050 3210
Custo (R$/kg) 1,00 1,70

Um suinocultor deseja obter uma ragao balanceada com esses dois nutrientes.
Respeitando as necessidades minimas, quantos quilecs de milho grdc e quantos
quilos de farelo de soja, devemn ser utilizados para que o custo seja minimo?

10) O dono de um caminhdo que transporta produtos agricolas cobra:

- R$ 1,20 por cada caixa de mangas de 25kg que mede 0,5mx1,0mx1,0m;
- R$ 1,00 por cada caixa de magas de 20kg que mede 0,20mx0,5mx1,0m.
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Se a capacidade do caminhdo é de 1000kg e tem 14m3, quantas caixas de
mangas e magds devem ser transportadas, em uma Unica viagem, para que o dono

do caminhado tenha lucro maximo??

11) Deseja-se adubar uma area utilizando apenas um ou a mistura de dois
tipos de adubos: o adubo quimico e o adubo orgdnico. Os dados dos nutrientes de

cada adubo e a necessidade de cada nutriente para a drea, estdo na tabela a segquir.

Adubo quimico
(NPK 4-14-8)

Adubo orgénico
(esterco bovino)

Necessidades minimas
para a area

Nitrogénio (N) 4% 1,7% 5kg
Fosforo (P) 14% 0,9% 8kg
Potassio (k) 8% 1,4% 7kg

Custo (R$)/kg R$5,00 R$1,00

Fonte adaptada: (AMARO, 2019)

a)Ao optar em utilizar os dois tipos de adubos nessa area, quantos quilos de
cada adubo deve ser utilizado para que o custo seja minimo?
b)YAo escolher apenas um tipo para essa area, qual tipo devemos utilizar

visando o menor custo?
c)Visando o custo minimo, devemos misturar ou ndo os dois tipos de

adubos?
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TABELAS

Tabela 1: Tabela sobre unidades de medidas

Unidades de comprimento:

Categoria Unidade Simbolo Medida
Quilémetro km 1000 m

Multiplos: Hectémetro hm 100 m
Decametro dam 10m

Unidade fundamental Metro m 1m x10 |+10

Decimetro dm 0,1m
Submultiplos: Centimetro cm 0,01m
Milimetro mm 0,001 m

Unidades de area:

Categoria Unidade Simbolo | Medida em
Quilémetro quadrado km? 1.000.000 m?
Mdltiplos: Hectdmetro quadrado hm? 10.000 m?
Decdmetro quadrado dam? 100 m?
Unidade Metro quadrado m? 1 m> x100 [+100
Decimetro quadrado dm? 0,01 m?
Submultiplos: | Centimetro quadrado cm? 0,0001 m?
Milimetro quadrado mm? 0,000001 m?

Unidades de volume:

Categoria Unidade Simbolo Medida em |,
Quilémetro cubico km?® 1.000.000.000 m?
Multiplos: Hectdmetro clbico hm? 1.000.000 m°
Decametro cubico dam? 1000 m? T —
Unidade Metro cubico m* 1m?
Decimetro cubico dm?3 0,001 m?
Submultiplos: Centimetro cibico em® 0,000001 m>
Milimetro cubico mm? 0,000000001 m?

Algumas unidades de volume sao relacionadas com as medidas de

capacidade:

Categoria Volume Capacidade
Mliltiplos 1m? 1000 litros (1000¢)
Unidade fundamental 1dm?3 1 litro (11)
Submuliltiplos: 1 cm3 1 mililitro (1mi)
Medidas agrarias:

Categoria Unidade Simbolo | Medida em m2
Multiplo: Hectare ha 10.000 m?
Unidade

Are a 100 m?
fundamental
Submultiplo: Centiare ca 1m?




Tabela 2: Tabela trigonométrica

(°) Rad sen cos tg (°) Rad sen cos tg
0 0.02 0 1 0 L 0.89 0777146 0,62932 1.234897
1 0,03 0,017452 0,999848 0,017455 52 0,91 0,788011 0,615661 1,279942
2 0,05 0,034899 0,999391 0,034921 53 0,93 0,798636 0,601815 1,327045
3 0,07 0,052336 0.99863 0,052408 54 0,94 0,809017 0,587785 1,376382
4 0,09 0,069756 0,997564 0,069927 55 0,96 0,819152 0,573576 1,428148
5 0,10 0,087156 0,996195 0,087489 56 0,98 0,829038 0,559193 1,482561
6 0,12 0104528 0,994622 0,105104 57 0,99 0,838671 0,544639 1,539865
T 0,14 0,121869 0,992546 0,122785 58 1,01 0,848048 0,529919 1,600335
8 0,16 0,139173 0,990268 0,140541 59 1,03 0,857167 0,515038 1,664279
9 0,17 0,156434 0,987688 0,158384 60 1,06 0,866025 05 1,732051
10 0,19 0,173648 0,984808 0,176327 61 1,06 0,87462 0,48481 1,804048
11 0,21 0,190809 0,981627 0,19438 62 1,08 0,882948 0,469472 1,880726
12 0,23 0,207912 0,978148 0,212557 63 1,10 0,891007 0,45389 1,962611
13 0,24 0,224951 0,97437 0,230868 64 1,12 0,898794 0,438371 2,050304
14 0,26 0,241922 0,970296 0,249328 65 1,13 0,906308 0422618 2,144507
15 0,28 0,258819 0,965926 0,267949 66 1,15 0,913545 0,406737 2,246037
16 0,30 0,275637 0,961262 0,286745 67 1,17 0,920505 0,380731 2,355852
17 0,31 0,292372 0,956305 0,305731 68 1,18 0,927184 0,374607 2,475087
18 0,33 0,309017 0,951067 0,32492 69 1,20 0,93358 0,358368 2,605089
19 0,35 0,325568 0,945519 0,344328 70 1,22 0,939693 0.34202 2747477
20 0,37 0,34202 0,939693 0,36397 71 1,24 0,945519 0,325568 2,904211
21 0,38 0,358368 0,93358 0,383864 72 1,26 0,951057 0,309017 3,077684
22 0.40 0,374607 0,927184 0,404026 73 1,27 0,956305 0,292372 3,270853
23 0,42 0,390731 0,920505 0,424475 74 1,29 0,961262 0,275637 3,487414
24 0,44 0406737 0,913545 0,445229 75 1,31 0,965926 0,258819 3,732051
25 0,45 0422618 0,906308 0,466308 76 1,33 0,970296 0,241922 4,010781
26 047 0438371 0,898794 0,487733 77 1,34 097437 0,224951 4,331476
27 0,49 0,45399 0,891007 0,509525 78 1,36 0,978148 0,207912 4,70463
28 0,51 0,469472 0,882948 0,531709 79 1,38 0,981627 0,190809 5,144554
29 0,52 0,48481 0,87462 0,554309 80 1,40 0,984808 0,173648 5,671282
30 0,54 0,5 0,866025 0,57735 81 141 0,987688 0,156434 6,313762
31 0,56 0,515038 0,857167 0,600861 82 1,43 0,990268 0,139173 7,11537
32 0,58 0,5629919 0,848048 0,624869 83 145 0,992546 0,121869 §,144346
33 0,59 0,544639 0,838671 0,649408 84 147 0,994522 0,104528 9,514364
34 0,61 0,559193 0,829038 0,674509 85 148 0.996195 0.087156 11.43005
35 0,63 0,573576 0,819152 0,700208 86 1,50 0,997564 0,069756 14,30067
36 0,65 0,587785 0,809017 0,726543 87 1,62 0,99863 0.052336 19.08114
37 0,66 0,601815 0,798636 0,753554 88 1,54 0,999391 0,034899 2863625
38 0,68 0,615661 0,788011 0,781286 89 1,65 0,999848 0.017452 57.28996
39 0,70 0,62932 0,777146 0,809784 90 1,57 1 4] k]
40 0,72 0,642788 0,766044 0,8391 120 2,09 0,866025 -0.5 -1,732051
41 0,73 0,656059 0,75471 0,869287 150 2,62 0,5 -0,866025 -0,57735
42 0,75 0,669131 0,743145 0,900404 180 3.14 0 1 0
43 0,77 0,681998 0,731354 0,932515 210 3,67 -0,5 -0,866025 0,57735
44 0.79 0,694658 0,71934 0,965689 240 4,19 -0,866025 -05 1, 732051
45 0,02 0,707107 0,707107 1,03553 270 4,71 -1 0 El
46 0,80 0,71934 0,694658 1,072369 300 5,23 -0,866025 05 -1,732051
47 0,82 0,731354 0,681998 | 1,110613 330 5,76 -0,5 0,866025 -0,57735
48 0,84 0,743145 0,669131 1,150368 360 6,28 0 1 0
49 0,86 0,75471 0,656069 | 1191754
50 0,87 0,766044 0,642788 1,03553
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GABARITOS E SOLUCOES

GABARITO DOS EXERCICIOS 18.1

1)a)7 b)-1 ¢ d)-1 e)6 f)37
2) A cargo do leitor

GABARITO DOS EXERCICIOS 18.2

1)

a)-2 f)-3 k)1331
b)-8 g)-2/3 N1
c)0 h)-1 m) -2/9
d)900 i) 5/2 n)1/2
e)0 j) 169
GABARITO DOS EXERCICIOS 18.3
1)
a)-2 g)2 m) 5
b)2 h)3 n)23/4
€)-6 i) -3/2 0)0
d)o j) 18 p)1
€)-9 k)17 q)3/5
f2 ) -75/4 r-3/4
2)
a)2b ) 2a? en/m
b)3a/2 d)TL f)% anfm
GABARITO DOS EXERCICIOS 18.4
1)
a)1/2 j) -1/8 s) 1/2
b) 1/4 k) -15/2 t) 1/12
c) 1/12 o u) 9/2
d) 1/10 m) 0 v) -3
e)1 n) 9/20 w)-1/8
f) V3/2 0) 3/2 x) -63/128
g) 187/14 p) 1/3 Y1/ n
h) -3/4 Q) 2/3
i) -1/4 1 -6
GABARITO DOS EXERCICIOS 18.5
1)
a) +oo c) 4 €) —o
b) —eo d) +eo f) 2
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g) —o m) —co 5) —o
h) +o0 ny +wo t) —w
i) A o) 2 u) —oo
) e p) +oo v) 4
k) —o q) +e w)3
) A r) +coo X) +oo
2)
a)Zne€R b)ynéeimpar c)népar d)néimpar
3)
a)F e)F i) F
b) F f) F i) F
Vv gV k) v
d) F hy v
GABARITO DOS EXERCICIOS 18.6
1)
a)—ow D1 s)4
b)+oo k) o0 t)1/2
C)+o -1 u)-1/2
d)+o0 m) 1331 V)—o0
e)—w n)1 w) A
f)-6/5 0)-1 X)¥e
g)1/2 p)-1 y)0
h)o q)1 Z) +o0
i)o rN4
2)
a)-1/2 d)-3/4 h)-1/4
b)7/2 e)0 i) 3/2
c)ym/2 fo j)2/135
g)o
GABARITO DOS EXERCICIOS 18.7
1)
a)9 g)o m) 0
h)2 h)2 n)-1
c)a/b i) 2 o)1
d)1 i 1/2 p)1
e)3/2 k)1
f) a/b ) v2/2
GABARITO DOS EXERCICIOS 18.8
1)



a) 2 h) 52 0) —»
b) e* i) e3/? p) +oo
c)0 /) 232 q)1
d) +oo 5 r 2
€) +ow k) 3 s) In3
g)1 m) —co
n) +o

2)
a) e? £ 1/e™ k) In16
b) el’ g) 1/e* ) 2/5
) 1/e? h) §—TH2 m) 3% In3
d) 1/e® i) In5 n)et
e e N1 ©) 5

GABARITO DOS EXERCICIOS 18.9
Na)3 b-1 o7 b0 )0
2)a)-1 b)-1 o)-1 b)-1 <)
3)a)0 b0 <)o b)-2 «¢)#

4)a)-1 b)2 c)d
5a)0 b)0 <0
6)a)l b)l o1

10)a) 5/6 b)-5/6 c)#

b1 o1
b4 o)1

GABARITO DOS EXERCICIOS 18.10

1

a) Continua g) Descontinua m) Continua
b) Continua h) Continua n) Continua
¢) Descontinua i) Descontinua 0) Continua
d) Descontinua i) Continua p) Continua
e) Descontinua k) Continua

f) Descontinua I) Descontinua

2)a)a=10 b)a=1 c)a=9 d)7AaeR

3)

a) Descontinua c) Descontinua e) Continua
b) Continua d) Continua f) Continua

4) A cargo do leitor.

GABARITO DOS EXERCICIOS DE APLICACAO 18.11

1) a) 0,468 b)0

2) 13,5 cm. Significa que a planta atingiu sua altura maxima.
3) O poder de germinagao das sementes € dada em porcentagem, portanto ¢ € no maximo
100%. A expressao . lil%—N significa analisar o que acontece com N ao aproximar ¢ de 100%.

4)a) k=30 b) 0
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GABARITO DOS EXERCICIOS 19.1

1)
a) -2 f) 2Mn2 iy <
b) -1 q) in3 3
€) 2 V3 j) Né&o é derivavel
d1 Ly k) N&o é derivavel
e 1 E )
GABARITO DOS EXERCICIOS 19.2
1)
a)y—-2=-20x+1 d)y—-7=7.In7(x—-1)
b)y+1=3x e)y_zzl(x_4)
V2 2 w 4
Qy-—F=—5E-3) f) y+1=2(x-1)
g)y—8=-3(x+1)
2)

a) Diferenciavel. As derivadas laterais “geram” uma Unica reta tangente ndo vertical.
b) Diferenciavel. As derivadas laterais "geram” uma Unica reta tangente ndo vertical.
¢) Nado diferenciavel. As derivadas laterais “geram” retas tangentes diferentes.

d) Diferenciavel. As derivadas laterais “geram” uma Unica reta tangente ndo vertical.
e) Ndo diferenciavel. Reta tangente vertical.

f) Nao diferenciavel. As derivadas laterais “geram” retas tangentes diferentes.

g) Ndo diferencidvel. As derivadas laterais “geram” retas tangentes diferentes.

h) Ndo diferenciavel. Descontinua no ponto.

i) Diferenciavel. As derivadas laterais “geram” uma Unica reta tangente ndo vertical.

3) Letra c

4)

a) N&o derivavel e) Nao derivavel
b) Nao derivavel f) Derivavel

¢) Derivavel g) Derivavel

d) Ndo derivavel h) Derivavel

5) A cargo do leitor.

GABARITO DOS EXERCICIOS 19.3
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1)
a)0 g) 20x° m) %in9
b) 0 h) —2x3 n) 2.3%n3
c)5 i) —12x75 0) —e*
d) —12 i) r p) —5senx
e) -1 k) 2—J1;6x’°’2 q) —cosx
f) 5x* ) n'x"f’l r) —/2senx
2)
a)y-—1=4(x—1) o= Lo

1 g y-2=gz-9
By—g =t D)

VZ _J2 n 3
Z)y_T_T(x_E) f)y_?’:glns(x_s)

-1 =
)y x 9)y-2==(x—¢)

3) 5997.x19% 4) Letra c. 5) A cargo do leitor.



GABARITO DOS EXERCICIOS 19.4

1)

a) 11x

b) 54x? — 2x

¢) 3x* + 16x — 2¥In?2
d) 4x3 —e* +1/x

e) 6x2 +3.e¥+ 1/x+1/(x.In2)
f) 5n.x™t+n.e*

g) 4(1-3x%)

h) 84x5 + 28x% — 4x

Q) 15x'* —13x12 + 12x11 — 10x° — 625 +4x® —3x2 + 1

j) —3cos’x.senx

k) 20x*(—=2x5 + 3)

1) —60x™(1 —x15)3

m) 3.(e* — 20x%){e* — 60x?)

n) e*.Inx +%— 10

0) 3.(e* —Inx.x)%. (e —1—Inx)

p) 2.(2% — cosx.senx + e*).(2%.Inx — cos(2x) + e*)
g) 2.(cosx + e*).(senx +e*) + 3.(senx — e*).(cosx — e¥)(cosx + e*)?

—-15 X.COSX—X.Senx—senx
I’) _x16 V) 5eXy?

5(1-2x) 7—42x*—12x—In10.(—1+2x%)(3—7x)
5) ——— w,
) e¥ ) 10%

X2 42x+11 24x 1% (—x+3)%.(15—-9x+x%)

2 X) 3
(x+1) gox

x.(—x.senx+2.cosx—3xcosx)
u)
2)
a) 2.sec’x.tgx d)o
b) 2.sec’x.tgx e) 2.sen2x

¢) —senx — cossecx + x.cotgx.cossecx
g) —3.cos?x.senx.sen(4x) +
4. cos3x.cos(4x)
h) —cotgx. cossecx + cossec’x
i) secx.tgx —sec?x
J) secx.tgx
—cos2x

sen’x.cos’x

f) —cosx — cotgx.cossecx
sec’x.senx—cosx—senx(1+tgx)

1—sen2x
1+2tg9%x
n)——
(1—-xtgx)
4senx+cosx

) (senx—cosx)(1—sen2x)

/
) 1+cos
3)
3x1/2 cosx+2.senx(x3/2-1) —4+25x+16ln2.x—20In2.x°
a) 2c08%x & 22+xx3/4
5 2x3/29_2x tgx(9+x3/2) a) tgl/2 x(—3senx.cotgx — dcotgxcossecx)
) 2x3/2secx 8cos5/8x
4)
a)y =(e—1)? c)y—1=3x

b)y—1=-8(x—m)

dy-1=2(x—7)
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GABARITO DOS EXERCICIOS 19.5

1

a) 5cos5x e) —3.cosx.senx — 3.5en’x. cosx

b) —18cos9x. sen9x f) e —e™

¢) 57 M In5 (14x — 4) g) —16.cos(sen(8x)). sen(sen8x). cos(8x)

d) —4.e%°5" (4 son (8x)
h) —6.3en(6x). sen?(2x2) + 4x.cos(2x?). cos(6x)

i) 5ese5%) (cos?(5x) — sen(5x)) 1) 8x7.tg%(x) +8.tg"(x).sec?x. x®

J) 2x%. cossec®(x?) — 2x.cotg(x?) —2e ¥ x.cos(e”*)+sen(e™™)
—2sen(1+2x) m) 23.x%
5cos*/5(1+2x)

n) cos(—2x* + x — 1).(—4x + 1).cotg(cosx) + cossec®(cosx).sen(—2x" + x — 1)

2)
a) x*.inx+1 d) Cx+D¥*.2.m2x+1)+2)
2 X
b) x*". (2.lnx + x) X e) x<. (exlnx +%)
c) x3"3‘1.(9x21nx + szx_l) f) xx.arctgx.(arctgx_l_ﬁ)
d dy dz dt dw
g R B B

dx  dz dt dw’ dx
4) A cargo do leitor.

GABARITO DOS EXERCICIOS 19.6

1)

) — ) z

q) —————— o P
(arcsenx)?2.4/1—x" x 1-In’x

b) 1 " e¥x+e*
(arcosx)2. 1—x? e2X x?+1
2arc tgx ) —arcsenx—arcosx
— g

<) 1+x? arccosx.arsenxy 1—x?

d) . r h) e* e (arctx +—x2ﬁ_1)
arcsenx.y 1—x?

2)

a) -1 c) —cosx + senx
x? d) 2.e*cosx

b) In25.5%

3)

a)f'(x)=10x*+4x® - 3x2 + 2x — 2
fx)=40x®+12x> —6x+ 2

F'(x) = 120x% + 24x —6
FH(x) = 240x + 24

f5(x) = 240

ffx =0

) =0

b)f'(x) = 11%.In(11)
£ = 11%.In2(11)
£ = 11%. In*(11)

}n(x) =11 In"(11)



c)f'(x)y=¢* d)f'(x) = —senx

f'(x) =e* ' (x) = —cosx
f;rr(x) = p¥ f”’(x) = Senx
; FHx) = cosx

fix) =e* F5(x) = —senx

F8(x) = —cosx

}Cn(x) =cos(x + 1;_71)

4) A cargo do leitor.

5)
S _eVy—1
a)y 3. e)y = —1_8,(“( )
by = —= y__ —Cos(x+y
)y y( 2) )y = cos(x+y)+seny
' _ x+2y 2+
Ay = 2x+y 9) ¥’ :—:jsc (f y)z =
Y — sec(y+x)
)y = 3x —2xy e
)y = 13y hy y' = e’y
y2seny+y*.cosy+ex/¥ x
6)
a)y=—%x+24—5 C)J’=;x+480
b))y =x+2 d)y=ﬁx+ﬁ
7)
o —12xy?—9x w _ —sen’y.senx—cos®x.cosy . —6x?
a)y e b)y" = o VY =7
GABARITO DOS EXERCICIOS 20.1
1)

a) Crescente vx € R. Nao possui concavidade e nem pontos de inflexao.
b) Decrescente vx € R. Ndo possui concavidade e nem pontos de inflexdo.

c) Crescente para x >% e decrescente para x < % vx € R concavidade para cima. N3o possui

pontos de inflexdo.

d) Crescente para x > 0, decrescente para x < 0 e constante para x = 0. Vx € R concavidade
para cima. Nao possui pontos de inflexao.

e) Crescente para x < 1, decrescente para x > 1 e constante para x = 1. Vx € R concavidade
para baixo. Ndo possui pontos de inflexdo.

f) Crescente para x < 0, decrescente para x > 0 e constante para x = 0. Concavidade para cima
para x < 0, concavidade para baixo para x > 0 e x = 0 & ponto de inflexdo.

g) Crescente para x > 0, decrescente para 0 < x < 1 e constante parax = 0 e x = 1. Concavidade
para cima para x > 0,5, concavidade para baixo para x < 0,5 e x = 0,5 é ponto de inflexdo.

h) Crescente para x # —1, Vx € R para decrescente e constante para x = —1. Concavidade para
cima para x > —1, concavidade para baixo para x < —1 e x = —1 é ponto de inflexdo.

i) Crescente para x> —2, decrescente para x<—2 e constante para x=-2. Vx€R
concavidade para cima. Ndo possui pontos de inflexdo.

j) Crescente para x < 0ex > 2, decrescente para 0 <x< 2 e constante para x=0ex = 2.

Concavidade para cima para x >§, concavidade para baixo para x <% ex= %é ponto de
inflexdo.
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k) Crescente para x > 0, decrescente para x <0 e 0 <x< 2 e constante para x =0ex = 2.
Concavidade para cima para x >§ e x <0, concavidade para baixo para 0<x<% e x=

Oex = % sao os pontos de inflexdo.

1) Decrescente vx € R. Concavidade para cima para x > 0, concavidade para baixo para x < 0
e ndo possui os pontos de inflexdo.

m) Crescente para x > 0, decrescente para x < 0. Concavidade para cima parax#0ex=0¢
ponto de inflexdo.

1 . . 1 . .
n) Decrescente para x # 5 Concavidade para cima para x > 5, concavidade para baixo para x <

1 x . . ~
5 € ndo possui pontos de inflexdo.

o) Decrescente para x ¥ —1 e x=+ 1. Concavidade para cima para —-1<x<0e¢ x>1,
concavidade para baixo para0<x<1le x < —1e x =0 € ponto de inflexdo.

p) Crescente para x > 1, decrescente para 0 < x < 1 e constante para x = 1. Concavidade para
cima para x > 0 e ndo possui pontos de inflexdo.

q) Crescente para x < —2 e decrescente para x > 2. Concavidade para baixo para x > 2 e x <
—2 e nao possui pontos de inflexdo.

r) Crescente para vx € R. Concavidade para cima para x < 2, concavidade para baixo para x >
2 e x = 2 é ponto de inflexdo.

s) Decrescente para vx € R. Concavidade para cima para x < 1, concavidade para baixo para
x>1ex=1¢& ponto de inflexao.

t) Crescente para x < 0, decrescente para x > 0 e constante para x = 0. Concavidade para cima
para Vx € R e ndo possui pontos de inflexdo.

u) Crescente para x < 0, decrescente para x > 0 e constante para x = 0. Concavidade para cima
para Vx € R e nao possui pontos de inflexao.

v) Crescente para x < 1, decrescente para x > 1 e constante para x = 1. Concavidade para cima
para x > 2, concavidade para baixo para x < 2 e x = 2 é ponto de inflexdo.

w) Crescente para x > —1, decrescente para x < —1 e constante para x = 1. Concavidade para
cima para x > —2, concavidade para baixo para x < —2 e x = —2 & ponto de inflexao.
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2)
g 57 T 571
a) Crescente para 0 < x < 7 eT < x < 2m, decrescente para Z <x < T e constante para x =

T 5T i i 37 7T i 5
7 ex=— Concavidade para cima para =z <x< 3 concavidade para baixo para 0 < x <

4
77 3 TR« g B
el cx<omex="Zex=" 50 pontos de inflexdo.
4 4 4 4
T T 3 9 T 3
b) Crescente para 0 <x<gze ;< x <T’ decrescente para Z< x <; e T< x< we
T T 3n . . @ 3T 51
constante para x = TroX=sex="r Concavidade para cima para 0 < x < 75 <x< 5
77 i i T 3m 51 7T ) T 3
e— < x < m, concavidade para baixopara- < x <—e—< x<—. Porfim,x=3, x ==,
8 8 8 8 8 8 8
5w Vi . x
x = ze x == sdo pontos de inflexdo.

T T
¢) Crescentepara 0 <x < % , decrescente para 5 < x < m econstante parax = = Concavidade

b4

3t i i T 37 .
7 €, < x < m, concavidade para baixo para 25 < i Por fim,

para cima para 0 < x <

_3n

7 sdo pontos de inflexdo.

x=Cex
4



3n
d) Crescente para 0 < x < %, decrescente para Y < x < m. Concavidade para baixo para 0 <

3n — ) x
x < % e z < x < m. Nao sdo pontos de inflexdo.

s

57T kA 57
3 € ? < x < m, decrescente para g <x < ? e constante para x

e) Crescente para 0 < x <

i3 57 i3
=8 = T Concavidade para cima para 5 < x < m, concavidade para baixo para 0 <x <
%- Ex =%é ponto de inflexao.

f) Crescente para x > 0, decrescente para x < 0. Concavidade para baixo para x # 0. Nao
possui ponto de inflexdo.

g) Crescente para x < —2, decrescente para x > 2. Concavidade para baixo para x < —2ex >
2. Ndo possui ponto de inflexdo.

h) Crescente para 0 < x < 1, decrescente para —1 < x < 0 e constante para x = 0. Concavidade
para cima para -1<x < 1. N&o possui ponto de inflexdo.

3) Letra e
4) E um ponto de inflexdo. O teste ndo se aplica porque a fungdo ndo € derivavel no ponto.

GABARITO DOS EXERCICIOS 20.2

1)
a) Ponto critico: x = 2 (minimo absoluto).
b) Ndo possui pontos criticos.
¢) Ponto critico: x = 2 (ndo é extremo).
d) Ponto critico: x = 2 (minimo absoluto).
x = 1 (minimo absoluto)
e) Pontos criticos:{ x = 2 (minimo relativo)
x = 3/2 (maximo relativo)
x = 2 (ndo é extremo)
x = 1/2 (minimo absoluto)
g) Ponto critico: x = 1 (minimo absoluto).
h) Ndo existem pontos criticos e nem extremos.
x = 1 (maximo absoluto)
x = —1 (minimo absoluto)
i) Ponto critico: x = 0 (maximo relativo).
k) Ponto critico: x = 0 (minimo relativo).
I) Ponto critico: x = 0 (minimo absoluto).
m) Ponto critico: x = 0 (maximo absoluto).
n) Ponto critico: x = —1 (minimo absoluto).
o) Ponto critico: x = 0 (minimo absoluto).
p) Ponto critico: x = 1/2 (minimo absoluto).
x = 0 (minimo absoluto)
x = —2 (maximo relativo)
r) Ndo existem pontos criticos e nem extremos.

f) Pontos crl’ticos:{

i) Pontos crl'ticos:{

q) Pontos crl'ticos:{

2)

- = /4 (maxi lati
a) Pontos CI’ItICOS:{x Ty RAKI FOutira)

x = 3r/4 (minimo relativo)
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= e x = 21 (maximos relativos)
n/2 e x = 3 /2 (minimos relativos)

b) Pontos criticos: xx:

x = 3 /4 (maximo absoluto)
x

X

o) Pantos-eritieosty, 71t /4 (minimo absolute)

2r (maximo absoluto)

x = 0(minimo absoluto)

x = 5n/12 (maximo relativo) e x = 11n/12 (maximo absoluto)
x =7 /12 (minimo relativo) e x = n/12 (minimo absoluto)

x = m/3 (maximo absoluto)
x = 5rn/3 (minimo absoluto)

x = 0 (maximo relativo)
x = 1 (maximo absoluto)
h) N&o existem pontos criticos e nem extremos.

€) Pontos criticos:

f) Pontos criticos:

{
{
d) Pontos cn’ticos:{
{
{

g) Pontos crl’ticos:{

| 530

3)
x = —1 constante.
a) Ponto critico: x = —1 (maximo absoluto), [x < —1 crescente. e Vx € R concavidade para
x > —1 decrescente
baixo.
x = 0 (minimo relativo)

x = 64/125 (maximo relativo)’ 0 <x < 64/125 crescente. N

x < 0e x> 64/125 decrescente

x=0ex =64/125 constante.
b) Pontos crl’ticos:{ {

x > 0 concavidade para baixo.

{x < 0 concavidade para cima.
ndo possui pontos de inflexdo

x = 1 constante.
c) Ponto critico: x =1 (maximo absoluto), { x < 1 crescente. e ¥x € R|x > 1 concavidade para

x > 1 decrescente
baixo.

d) Pontos crl'ticos:{ s . 10<x < e Ze x> 1crescente. concavidade para
x = e~? (maximo relativo) -5
e™* < x < 1decrescente

baixo para 0 < x < 1/e, concavidade para cima para x > 1/e e x = 1/e é ponto de inflexdo.

5o 4 _— —p2
x = 1 (minimo relativo) { X =1lex = e™* constante.

x =—3 e x =0 constante.

e) Ponto critico: x = —3 (minimo absoluto), { x < —3 decrescente. . Concavidade para cima
x > —3 crescente.

para vx € R.
. x = 1 (maximo absoluto) x=1ex=—1 constante.
f) Pontos criticos: s ¥ —1 < x < 1 crescente. e
x = =1 (minimo absoluto)
x < —1e x> 1decrescente

—V3 < x < 0 e x >3 concavidade para cima.
x> —/3e 0 < x < /3 concavidade para baixo.
x=0,x=—v3ex =13 siopontos de inflexio

x > 0 crescente. e
x < 0 decrescente

x = 0 constante.
g) Ponto critico:x = 0 (minimo absoluto),

—1 < x <1 concavidade para cima.
x < —1e x > 1concavidade para baixo.
x=—1ex =1 sdopontos de inflexio



x = 0 constante.
h) Ponto critico: x = 0 (minimo absoluto ), x> 0 crescente. e -1<x<

x < 0 decrescente
1 concavidade para cima.

x < —1ex > 1 crescente. e

y - x = —1 (maximo relativo)
i) Pontos criticos:

x =1 (minimo relativo) ’

x < 0 concavidade para baixo.

,x > 0 concavidade para cima.
x = 0 ponto de inflexdo

x = 0 e x = —1 constante.
,ix >0 ex < —1crescente. . e
—1 < x < 0 decrescente

i) Poros TG {x = —1 (maximo relativo)
] riticos: x = 0 (minimo relativo)
x < —1/2 concavidade para baixo.

{x > —1/2 concavidade para cima.
x = —1/2 ponto de inflexdo

4) Letra e

5) Letra e

6) Letra a

7) (2, 0)

8)

a) b)

L4 06| (1,05)

+ (1.73,0.43)

(-1.5,0) (0, 0) (1.5, 0) ©,0
-2 ~1 o 1 2 2 -1 0, 1 2

-4 a, -4 (173, 04577, -05)

c) d)

(2T, 21)

2 3 (r, )

2 0 /2 m 3m/2  2dm 5m/2 3N
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e) )

0, 1)

(0.62, 0.54)
05

(1.57, 0) 2 EH ©, 0) t

(-2, -0.27) (-1, -0.37)
0.5

@53, 2055/ G 76r034)

(3.14,-1)

(0.45, 0.29)

(0.77, 0.12)

(-1,0)

©,0 1,0
(-0.77, -0.12)

-0.2

(-0.45, -0.29)
0.4

GABARITO DOS EXERCICIOS 20.3

1)a)a=5S/2eb=S5/2
2)(1, 1)

3) Um quadrado de lador r.

4) P/2 e P/2.0 perimetro é P = 4JA

5) Lado da base: 60 cm e altura: 30 cm.
6)a)x =32V eh=3/V/a

7) Lado da base: 30 cm e altura: 15 cm.

4+/3 2+/3
8) £HT3 12) iT[Ra)

9 56 27
9)T:85meh:?cm. 13) _ 2V3 hfi
10) 50m x 100m. P =Rem St e =g el

5 30 13
11) a)Ecmx6cm b) Ecmx?cm. 14) x =3 ex = —3.

15) A cargo do leitor.

GABARITO DOS EXERCICIOS 20.4

1)
a) 3x2—3 c) a*.lna
b) cosx d) 1/x
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2)a) f(x) =—x* b) f(x) =2x* —3x* -5

3) 360

4) 58m/s

5) flx)=17 +@ . No més de setembro o prego estimado € de R$ 33,00.

6) a) 1/400m cm/s. b)1/25n cm/s. c¢)10 cm/s
7)a) 160 cm/s. b)10 cm/s. ¢)3 cm/s

8) 7/2 cm/min 11) lognsn e

9) 1cm3/s 12) =0,8cm/s
10) -24/5 m/s

GABARITO DOS EXERCICIOS 20.5

1)

a)2 iy 3 q)1
b) 2 1 r) 1/e*
c) 3 k) 1 s) 1
d) -23/4 ) -0 t) e?
e)n/m m) 0 u) 2
1 n) +oo v) 1
g)a/b 0) 0 w)e?
h) 1 p) 0 X) e
2)

a)1/2 c)o0 el
b) +eo d) 1/2 f) a

GABARITO DOS EXERCICIOS 20.6

1) a)R$ 51,30  b) Sim.

2) a) Maximo - (0,14,;1,18)
b) Maximo - (0,29;1,13)
c) Decrescimento 0,14 < x < 0,29
d) Ponto de inflexao — (0,22;1,15)

3/ 1 31 1
3)T— Im eh=2. m

4) 200m x 400m.
1006

5)a)e =50v6mex = 3
6) a) 40m x 40m.  b)circular
7) 10.

A

8)a)x=15 b)o=%

b)x =100mey = 100m c) A cargo do leitor

9) a) y = —0,005x* + 0,095x* —34x + 40  b) Porque as abscissas estdo em P.A

10)
a) y = 0,00006x* — 0,0138x” + 0,73x + 50
b) A média de grdos € aproximadamente 61, para uma dose de 34 kg/ha de Nitrogénio.

11) Mg = 20 e k= 73,05

12)

a) y = —0,000023x% + 0,014x% — 2,65x + 186
b) N =3923 e DAE = 255,45
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dh 1
13) — = —m/min
dt 5w
14 dh _3 és b) 10
) a) e 4_m/mes ) 10m.

4 0,9
15) X vad/s 18) 7,03.10
15

dapr
3T 19) — = 7 reais/ano
16) 7m3/min g;
17) 5 m/min 20) —- = P,.3°.n3

21)
dy
— =0,214
a) dx
b) A derivada é positiva para qualquer x, portanto, sempre crescente. Porém, ”T v =67.856 0
wio
que significa que cresce mas nao indefinidamente.

o (1) Dl

GABARITO DOS EXERCICIOS 21.1

a)l5 oy 226 )E
b)0 = PJg
C)—_39 L 16—44Z q)arctg(2m)
N r) —arctg(2m)

d)6 KO s)e™ —g% -3

il ho 2 L _E
E)§ m)l ' K 3 * 3/5
f= n)_nlgl’») w3vz— 2 (5.2 —5)
9)0 o3
h)o

2)
a)2ua d)rua
b) 32 u.a

T
e)—uwa
c) 25 u.a 4

3)
a)%u.a b) 4rw.a

4) Letra e.

GABARITO DOS EXERCICIOS 21.2
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1) - 43—7
) b

o m e by
20— )a)3u.a )12 ua

1 6) Letra d.
E) 7) Letra d.



GABARITO DOS EXERCICIOS 21.3

1)
4 B g . )
5 (5+x) te ., —COS (3x 3) e S)Earctg (g) e
—(1-x")° sen® (x) x
b) k)T t) arctg 5 +c
(1+2x2)3/2 —cos* () inrghy (z) &
O——+¢ ) ——— SARAE
3 v)—V1—-9x%+¢
d)M+C m) Senx—w_'_ ) 9
: cos3 (x) —/3-2x?
2(1+x%)3/2 n)—cosx + cos 1) te . = Ly
) 2 e —cos® (x) arctg(x?)
Avx?2+2+c¢ O)T —_
: 2 5x-3
1HVx tg” (x) e
9)% +E Py— — y)y——+¢
= z x2—1
h)w +c § cotg” (x) Z)e s
4 2 2
—cos (5x+1) -1
! 5 +£ F)Tln|1+cos(4x)| +c
2)
s e)ln|tg(x)| + ¢
R D e e
7 s 3 'f e
in’x _
g)—tg(cosx) + ¢
b) te COSx _ ,—Senx
: h) Injecos — esen| + ¢
3
C)m_x +c I) eos% 4 ¢
: Dinler—e™*|+c

dyarctg(x) + %ln|1 + x| +¢

GABARITO DOS EXERCICIOS 21.4

1
a) e*(x—1D+¢c
e 2%
b) ” (2x—-1)+c
e X% w1
C)E z (_T_E_Z)-i_c

e
d) ™ (senx + cosx) + ¢

le 1+
e)z(nx 2) e

f) —e *(x?+2x+ 3 +c
g) x?senx + 2x.cosx — 2.senx + ¢

~4 1
h) — X.cos (3x) + ;sen(3x) +c

2
i) x.tgx —%+ In|cosx| + ¢

j) —x*cosx + 2xsenx + cosx + ¢
x.sen(2x) cos(2x)

4

k) _71 P cos(Zx) +

1 1
) =x.lnx ——=x+¢
2 2
1 i
m) =x:.Inx ——+¢
3 9
n) x.ln(x? +1) — 2.(—arctgx + x) + ¢
0) xin?x —2x.Inx + 2x + ¢
p) x.arcsen(2x) +% 1—4x*+¢
q) x.arctg(3x) —%ln|9x2 +1|+¢c
r) x.arcsen’(x) — 2(—arcsen(x).¥v1—x2 +

x)+c¢
s) —In(cosx) .cosx + cosx + ¢

535 |



3 2

t) —2.e“*(cosx — 1) +c ) x x“sen2x xcos2x  sen2x
e” viTe T N
u) =y (—xcosx + x.senx + cosx) +c b 4 & B
2) A cargo do leitor.
3)
a)-3.e2+1 )—e”—1
8 16 14 G
b)=.in"2 ——In2 + = 5
3 9 27 d)r — 4

GABARITO DOS EXERCICIOS 21.5

1
a)

b) cos®x.senx + % (x — %sen(élx)) +c

cos*x

—cosx + ¢

1
c);.tg3x+x—tgx+c

.
d);.tg3x+tgx+c

sen®x
e) +c
3
x  sen(4x)
fl)=———+¢
8 32
—cos*(x) cos3(x)  cos” (x)
: = + g
3 5 7
sen”(x) sen’(x)
7 9

i) —cos?(4x).cosx + 2.

2) A cargo do leitor.

cosg)x) T 2.co;(7x) o

I e
) 5 (? cos5x + cosx) +c

k)i. (_?1 cos(6x) — cos (Zx)) +c

sen?(2x).sen(3x) 1

1) - ot (—sen(7x) +
7. senx) +c
cos*(3x) cos(4x) cos(2x)
m) - -
12 16 8
ta?
n)—g (x) +c
7
tgs(x tg” (x tg°(x
o)g()+2.g()+g()
5 7 9
7 5 3
sec’ (x) _a sec(x) sec”(x) +
78 5 3

GABARITO DOS EXERCICIOS 21.6
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1
1

a) E(arcsenx +xyl—xH+c

b) Xy 9+x? N 9 X+ 9+x? +

2 3

xyxZ—4 x+yx2—4 >
2

———+2.In

2
Jx*-9
d) In "T“ T

e) arcsen (%) +c

.in

c

I x+\,‘ 25+x2

f) n |22 e

V2 +1+c
h) % (arcsenx — xm) +c
i) viZ—1+c
j) —4aresec (%) +VxZE—16+¢
—Jax?—9 2x+y/ax2—9 e
3

k) ———+2.In
X




il
1) > lnlx2 — bx + 10| + 3.arctg(x —3) + ¢

1 x=1 4
= greta(—
m) z arctg( - Y+ ¢

e Y e fiz
n);.(x—Z). x —4x+5+5ln|x—2+ x —4x+5|+c

0) —ln|\/x2+2x+x+1|+% (x+1).\/x2+2x+% InVxZ+ 2x+x+ 1| +¢

x—=2

———tc
P) VvxZ—4x+3

2)

3 T T
a3 c) 7 e) 2(\/§_§)

T+2

b) z d) 29 -2 —_—

4 8
3) ln(l + @ u.a

GABARITO DOS EXERCICIOS 21.7

1

a)gln|x2—1| +%.ln|x+ 1| —%.ln|x—1| +c

1 x X
b)—[ln —+1|—ln|——1”+c
4 2 2

) lln|4x2 —12x + 8| —Z.ln|2x— 2| +Z.ln|2x—4| +c
2 2 2

3 5 5v3 2x+1
d) = In|36x* + 36x + 36| — —.aret te
2 3 V3

1 1 1 1
e)—lnlx—ll——.ln|x+1|——— +c
4 4 x—-1 2x-—2

4 2
2 e

g) —2In|x + 1| —x_’_%+ 3.nlx+2|+¢

f) inlx+2|+

h) 5.ln|x+1|—2.ln|x|—%+c

Q) In|x? + 4x + 13| + 2. arctg (% (x+ 2)) +c

.t 2v3 2x4+1
]);+x+T.arctg +c

V3

GABARITO DOS EXERCICIOS 21.8

1)
a) 35 c) = 4,65
b) = 1,48 d) In(2++3)

e) In(1++2)
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GABARITO DOS EXERCICIOS 21.9

1
64 256
a) TTE wv <) ggnu.v €) e wv
b) 27r w.v )= wv f) r@—e) wv
2)
sm 20m
a) 5wV c) 3 v
B 28 g d) m(2 - V2) uw
4 e) (V2 —In (1 ++2) wv
3)
a) 1220 wv d) £ w v
15
b)E(eZ—l)u.v e)@u.v
2 4
s
Q) Y
4)
h 3
a) =@ +ab + b% c) o2
3h 12
77.'_ hZ
b) 3 (R2+RT+T2) d)TET(3R—h)
5)
2b fb 2d fb 24
ayeah - | wlfeoras 0 ) mlgerdx
byrab® - fo nlg)’dy d)fo m{[f]* — [g(x)]*}dx
14m 97-40v5
6) T5 “v 7) 7T\/_ —_
GABARITO DOS EXERCICIOS 21.10
1)
a) 8ru.v 451
) 27 c) WV
) e +¥ T(VZ-4)
dy—uv
2
2)
q & on
10 u. v C ? u.v
b) r(e—2)u.v d)Euv

3) Para utilizar o método dos discos teriamos que isolar x em fungdo de v, o que ndo & facil para
y = x(x — 1)*. O método das camadas cilindricas ndo precisa desse passo.
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GABARITO DOS EXERCICIOS 21.11

1)

a) 1 g)m ) V8

b) diverge h) diverge m) diverge

c) diverge i) diverge n) diverge

d) 2v2 1 o) diverge
T 1 1

e) E k) ﬁ p)

f) diverge

2) d) diverge

a) —1/2 e) diverge

b) 172 f) diverge

c) 0

3) Nos itens a) e b) as areas sdo finitas, enquanto nos itens d) e e) ndo sdo.

GABARITO DOS EXERCICIOS 21.12

1)
M, = 1,022
T, = 1,028
4 = 0,93065

3
J’ e *dx = 0,95021
0

O método de Simpson foi o que mais se

aproximou.

_.3 2
)= E+d-xt12ct=]

3) $10 = 0,626
4) T, =0,3139
5)T, =17 > 1,7 ha

24
6) f(x)dx = 200m*
0

2
7) f ydx = 2,96
0

8) 5¢ = 8,67 toneladas de grios.

9) 5, = 816m

10) A fungdo nao possui primitiva

elementar.

GABARITO DOS EXERCICIOS DE APLICACAO 21.13

1)
a) €(2,2)

b) c(0.2%)

27 21

G758

(/Z—4)(V2+2) VZ+1
74 !

c)c

d) c(

)

2) 10 joules

3) 750 joules

4) t = 14,65 min
5) T, = 80°C

6) = 34,77 min

7) 138,38 mil reais
8) 50,38 toneladas
9) 50 meldes

10) a) M = R$ 14641,00. b) M = R$ 14900,00
11) R$ 5063,00
12) R$ 2432,80

13)R$ 140,00

14)a) R$276,00. b)2000kg/més
15) Letra d.

16) 390 ha

32
17) Tn+ 43 ww
18) X ian.

19) {1 - 973) litros.
20) a)5m®  b)18,13m?
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GABARITO DOS EXERCICIOS 22.1

1)
a) = c) -
T C(-1,-2,4) @--t4
$Tea(1,1,2)
',4 . "«"
Il Il L it ’rlnl Il ! ! I Y ’,:-- --’.-”_1 Y
A T e
x xz
b) 1% d 1z
2---'-:::""?B(_17273) D(~1,-2,4) - ____:7;7&
o e PPN, | LA
—— ; =
T T
2)a) 5u.c b) Vvidu.c 6) x2+y?+22=9
3)x=2 7)a)M(-3,0,3)  b) M(-1-27)
4)yx24+yt+z2=4
8)a)6(1,1,1 b) ¢ (3,3,2
5) x+3P+(+ D2+ (z—-1)*=1 Qiléu.(c ) 61352
GABARITO DOS EXERCICIOS 22.2
1)
a) 2vV5 d) (4,0,-8) —8/5.
b) 5 e) (—2,-3,8) o varesl g ¥
3 —4 —16
9 0.3, B
2)
a)—4j + 3k e)
b) 4j — 3k
-4 3
A 0=9) -
d) 5
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3)
a)—2i — 2f — 2k f)
b)2i + 2j + 2k

=3 =3 =3

e e

e)Z\/—

4)
a)—2vV3i ) SI
b)2+V3i

c)i
d)—5i
e)2v3

f) 60°

5)

a) —) D) «

6) A cargo do leitor.
7)a)—j b)Yk ¢)i
8) (—275,150,50)

29
\/_u.a b) V29 u.c

5
9) a)

GABARITO DOS EXERCICIOS 22.3

1) a) 305. b) -40. «¢)3. d)1.
2) A cargo do leitor.
3)a)léu.v. b) 14 u.v. c)l uwv.

17 1
4) a)? u.v. b) e u.v.
5) a) Nao sdo coplanares. b) Sao coplanares.
6)a)k=-26. b)k=310uk=-21
7Vk=100uUk = —2
8) Letra d.
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GABARITO DOS EXERCICIOS 22.4

n

a)Equacio paramétrica:

b)Equacdo paramétrica:

c) Equacao paramétrica:

d)Equacdo paramétrica:

2)

a)Equacdo paramétrica:

b)Equacio paramétrica:

c) Equacido paramétrica:

d)Equacdo paramétrica:

x=-1

35 25
3)a)\/;u.c b)\/;u.c

4)a) Reversas. b) Paralelas. c¢) Coincidentes.

M B 2~z
y=t € equagdo stmétrica:|x = —1,y = —=
z=2-3t
x=1+t
y=1+t e equacdo simétrica:
z=1+t¢
x==2
y=2—t e equacdosimétrica:|y=0, x—2 = —22+2
z=—-2—t
x =t
y=0 e equagiosimétrica:
z=1
x =2t =7
y=1 e eguacdo simétrica:|ly=1,x—-2 = 5
z=2-2t
E = 2k p x4+2 _1-y _5-—z
y=1=2t e equacdosimétrica:|=g==—== 5~
z=5—3t
x=5-10t
y=15-30t € equacdosimétrica:|—x+5= 15T—y = 204_2
z=20—40t
x=1
y=t e equacdo simétrica:
z=1-¢

d)Concorrentes.

GABARITO DOS EXERCICIOS 22.5
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Dx—-y+2z2+2=0

2) (6,y,2)=(1,0,0) +£.(2,1,-2) + h. (1,0, 1)

3)

a) [(x,y,2) =(1,0,0) +£.(2,1,-2) + h. (1,0, D)|e[x + 2y + 22 — 7 = 0]

b) [(x,y,2) = (0,1,0) + . (0, -1, D) + h. (=1, -1, D)|e[-2y —z+ 1 = 0]

o) [(x,y,2) = (57,9 +t.(=6,—-5—-12) + h.(=7,—6,—7)| e [37x — 42y — z + 118 = 0]

d) [Gr,y,2) = (1,1,-1) +.(=8,0,—6) + h.(2,2,4)|e[3x + 5y — 4z — 12 = 0]

xX=t

=-3-2¢
4y a){¥ '

z=—F—t

b) & = arcos (—

ng)



GABARITO E SOLUCOES

ri=t
_ 2.5,
5a)s? = 373 b) 8 = urcos(= 0,98)
1 7
z=—7p5 1ot
6) a)v3 b)luc
3 14 15
7) a)gu.c b)glu.c c)?alu.c

8)
a)(x,y,2) = (1,0, 1) + £.(2,3,—5)+ h.(—4,—2,1)| e [=7x ¥ 1By + 82— 7 = 0]

b (., 2) = (0,2, 3) + t.(—4.—1,—2) + h.(4,—1,—3)] e [x = 20y + Bz + 16 = 0]
9)—=x+2y—7z+36=0
10) [(x,y,2) = (1,5,3) + t.(=3,—7,4) + h.(7,—3,0)]

[(x,3.2) = (1,5.3) + t. (=3, -7,4) + h.(0,4,7)|

1) x+y+32z—-23=0

GABARITO DOS EXERCICIOS 23.1 1

1)
a) b)
d)
2)
a) Pardbolas c) Elipses e) Elipses
b) Hipérboles d) Hipérboles f) Parabolas
3)
a) Plana c) Cilindrica e) Geral g) Cilindrica
b) Plana d) Quadrica f) Plana h) geral

4)A cargo do leitor.

543 |



GABARITO DOS EXERCICIOS 23.2

1
b) B2-4AC= -3<0 — Elipse
c) B2-4AC= 16>0 — Hipérbole
d) B2-4AC= 0— Pardbola

2)
a) 0
b) #
c) D={(x,y) € R?|x # —y?}

3)
a) 6/13
b) -3
c) D={(x,y) € R*|x # —y}

4)
a) 0
b) 2v3
c) D={(x,y,2) € R®|x* = y? + z%}

5)
a) D={(x,y) ER%[x > y* + 1}
b) D={(x,y) € R?|x > |y]}
C) D={(x,y,z) € R3|y < 22}
d) D={(xy.2) € R*|z* 2 )’ + %}

e) D=R?
6)

a)0 g)# ) #
b)45 h)# m) -1
Q)4 i) A n)1
d)o j) 2.e3

e)o k)2

£ -1/3
7)

a)v(xy) ERx>y*+1 d)v(x,y) € R*x® +y% <1
b)v(xy) e R |xy <1 e)v(xy)e R x2 +y2 > 1
A v(x ) ER|y>x+1 B vixy)eRx +y

8) a)Sim b) Nao
9) Letra c.
10) a)a b) 0. c)0. d)1.

GABARITO DOS EXERCICIOS 23.3

1)

a) fuxy) =2y%x+ 2yx+y*+y e f,(ny) =2y" +° 4+ 2xy +x

b) il y) = Bxy*(2y*x* — y*) +y* e f(x,y) = 2(2y%x* — y*)(4x®y — 3y*) + 2xy
Q) filey) =y.x¥1 e f,(e,y) =x".Inx

d) (e y) =y*(In(ey) + 1) e £,(x,y) = xy(2.In(xy) + 1)

e) filx,y) =y.e™ e f(x,y) =xe™
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N Ay =zis e fey) =7

g) i (xy) = 2x.cos(y? — x) + sen(y® —x).x* e [f,(x,y) = —2x%y.sen(y* — x)

h) fi(e.y.2) =y%z, f(xy,2) =2yzx e f(x,y,2) = xy’

D Aoyz)=hx+y+z)+1, f(xy2)=

nx+y+zy+le fLix,yz)=In(x+y+2)+1

2)

a) fi(xy) =2y* —6yx—y e) fx(x, ) = —

b) £, (1,1} =—6 f) frylay) =4x

) f{xy)=4xy —3x*—x 9) foy(x,y) =4y —6x—1
d) ,(00)=0 h) fox(,y) =4y —6x—1
3)

a) f(x,y) = —sen(y? +x)
b) f,(x,¥) = —2ysen(y* + x)
) fux(x,¥) = —cos (y* + x)

d) fy (6 y) = —4y* cos(y* + x) — 2sen(y” + x)
€) fiuy (o, ¥) = —2ycos (y* + x)
) fx(xy) = —2ycos (y* + x)

4)
1
a) fex(ey) = 4y° +
1
b) oy y) = 120y +25

) fry(xy) = 12xy°
d) fr(x, ) = 12xy°

5)

02 o (1) 0% o7 (2225)

b)ﬂ_ NE x_? d _ ‘/— x§+2y%
ay 2.7 )6x6y 4yx

6)

a) fi(xy,z) = 2.cos(2x + 2y — z)
b) £, (x,y,2) = 2.cos(2x + 2y — z)

Q) f(x,y,2) = —cos(2x + 2y — z)
d) fiyz(x,y,2) = 4.cos2x + 2y — z)

7)
a) lxyz) = H_Tyyzzz ) fz(x,y,2) = 1+JTzzz
X —z+3x°y’2?

b) f,(x,y,2) = T d) fix(x,y,2) = ﬁ
8)
o1 g1

ax  «x 62 z

dy ~ y ) 6x6y62 N
9

]g(xx(xvyﬂz) = ye”
]g(xy(xny'z) = (2y +xy2)exy

Foyy (v 2) = 3™
Fryx (0, ¥, 2) = (2x + yx)2e™

10)
dz  —xy® 8z  —-3y%x%+2y
a)—= e —=—"—-—-
ox z ay 2z
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dz  3yx-2z% Jz  xy

et s el B M- < R
ox 2Zx dy zz
) 9z _ yx?+y3+z2-2x 9z x3+xy?+xzZi-2y
€ ax 2z g ay - 2z
0z x dz -y
d)ax_9z € oy 4z
11)
a) (L) =2 9 £L(E5 =-1
b) £,(0,0) = 0 )E(EQ
d) f, (3:5) = 1
12)
a) r:(1,1,3)+ t(0,1,—2) d) »:(0,0,0) + £(1,0,1)
b) r:(0,1,4) + t(1,0,0) e) r:(1,1,e2) + t(1,0,2¢?)
) ri(1,1,5+¢0,1,4) f) r:(1,1,e2) + (0, 1,2e2)
13)

a) (1,14 + 60,1, e s: (1,1, 4 + (1,0,
b) As derivadas parciais ndo existem no ponto, porque as retas tangentes na diregdo do eixo x
e y sdo verticais ao plano xy.

14) r: (% 1%) + (0, 1,%7 es: (% 1,£) i1, 0,%7)

2
2
15) flx,y) =x®y? - 222 +y+c
16) a) f(x,y) =y.e™¥ e f,(x,y) = x.e¥?¥ b) filx,y) =0e f,(x,y) = cosy®

GABARITO DOS EXERCICIOS 23.4

1)

ez,
g = X T _ B2,

O f(xy)=3x—2 f) fxy) TR

d)ftry) =2+

2) £(1,1,09) =1+ 0,1

3) df (x,y) = (3x* — y*)dx + (—2xy)dy
4) df(x,v,2) = Qxy + 3y)dx + (x? + zx + 2yz)dy + (xy + y*)dz
5)

a) df(x,y) = 2x—3yydx+ (—3x+ 2y)dy

b) Af = 0,011 e df = 0,01

6) df (x,y) = (e*”. 2xy)dx + (e¥?¥.x*)dy ; df = 0,02 e Af = 0,0254
7) dwlx,y,z) = (™% yz + e Y2yz)dx + (2. xz + e Y2xz)dy + (e % xy + e 2 xy)dz

dw = 0,02
8) 16,12%

9) De 7 para 6,8255
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d_y _ 12x—-y dy -y

a) )= =
dx x dx x
b)d_y _ —2(3x+y) d)d_y _ -y (x+2)
dx x dx x+1
11)

a) As derivadas parciais ndo sdo continuas no ponto (1, 4) e portanto, a funcdo ndo é
diferenciavel nesse ponto, conforme o teorema 23.6.7.1.

b) A fungdo ndo € continua no ponto (1, 2), portanto, ndo € diferenciavel também nesse ponto,
conforme a contrapositiva do teorema 23.6.7.2.

12)
d d
a) d—); = 2.(cos2t — sen2t) c) d_J: = ot (1420) 1+t (2t +6t))
d i
bYL = —2.(e % + &) e = 2
dt dt  e?t+1
13)
af _ 3.2
a) éis = 4s cos“t. sent
d—j; = 34(—2.sen2t. cost + cos3t)

d
b) d—’; = 2(s +¢) + t*(35" + 2s1)

d
& 2(s + £} + 2 (4st® + 561

at
af _ etz —t et —t
c)g]sc—e +se (e +e )
& _ se'+2 —t (N
ar—E +s.e (s.e —s¢e )
d
d) d_); = tg(5 — t).cos (2 + st)
d
d_]; = —sen(2 + st).sec’ (5 — t) + s.cos(2 + st) .tg(5 — &)
14) A cargo do leitor
dz 2x+3y+z¢  dw zx
15) —=——/—""Fe —= -
dx 2zx+1 dy 2zx+1
dz 1 dw 1+z%y
18)—=—————e—=———"—
dx x(2zx—1)  dy y(2yz—1)
GABARITO DOS EXERCICIOS 23.5 ‘
1

a)D,f=0e Tf = (0,0). A taxa maxima fica na diregdo e sentido de Ef) e seu valor é |ﬁ| =0.

b)D,.f = —% e ﬁ = (—1,1). A taxa maxima fica na diregéo e sentido de Tf e seu valor é |ﬁ| =

V2.
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Qb f=-1e ﬁ ={1,1). A taxa maxima fica na dire¢do e sentido de ﬁ e seu valor é |Tf | =z

d)D,f = —@(g+ 1) e ﬁ = —%,—1). A taxa maxima fica na direcdo e sentido de ﬁ e seu
— 2
vanré|Af|: ”T+ 1.

0

e)D,f = %(n +1)e AT‘ = (—em, —e). A taxa maxima fica na direcdo e sentido de ﬁ e seu valor
é |Tf| =evr®+ 1.

D, f = % e Af = (2,0,0). A taxa méxima fica na diregdo e sentido de Af e seu valor & |§“| =2.

Q) Df =0edf = (%%%) A taxa méxima fica na direcdo e sentido de Af e seu valor & |ﬁ| =
V3
T.

h) D,f =3 eAf ={1,1,1}. A taxa maxima fica na diregiio e sentido de Af e seu valor & |E“| =
V3.

i) D.f :g e Tf = (O,g,— g). A taxa maxima fica na diregdo e sentido de ﬁ e seu valor é
7= 1.

2)

a) r:t(—g.%g.m e |Ef| —0.

0 r(05.0) + -F -G 5 effF| =8
o) r:(6855)+ (G5 -5 =10

12 5 29 ot 13V5
d) m(LL1) + 35555 €[bF | ==

3)
a) n=(0,0,4) e a equacdo da reta tangente éz — 2 = 0.

=

b) i =(2,4,2) e a equacdo da reta tangente € x + 2y + z — 6 = 0.

GABARITO DOS EXERCICIOS 23.6
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1)

a)Minimo absoluto: (0,0,0)

b)Minimo absoluto: (0,0, 0)

c) Maximo absoluto: (2,4,21)

d)Ponto de sela: (—2,-3,1)

e)Maximo absoluto: (—1,1,4)

f) Minimos relativos: (1,1,—6) e (—1,—1,6) e ponto de sela: (0,0,—4)
g)Nao possui extremos e nem ponto de sela.

h)Nao possui extremos e nem ponto de sela.

i) Maximo absoluto: (O,V;—i,ge*/z) e minimo absoluto; (0,— g, —ge‘lfz)
j) Ponto de sela: (2,2,—-12)
k)Minimos relativos: (2,2,16) e (—2,—2,16)

1) Maximo relativo: (—1,0,2 ), minimo relativo: (1,0,—2) e pontos de sela: (0,1,0) e (0,—1,0)
m) Maximo absoluto: (1,1,—1) e (—1,—-1,-1)



2) Infinitos pontos criticos.
3) Ponto de minimo relativo: (1, 1,2), ponto de maximo relativo: (%, —%,%} e pontos de sela sdo:

(13)e (1-5%7)

4
4)5 u.c 75 (Zii)
5 (5119 333
3'3'3 8) (0,0,1)e (0,0,—1)
6)(_1 1 Q)e(_l 1 _Q) 9) 20, 20 e 20.
2 272 20 20 2 10) Um cubo de 2 metros de aresta.

GABARITO DOS EXERCiCIOS 23.7

1)

a)Pontos minimos: (VZ,v2,4) e (—V2,—VZ,4)

b)Ponto minimo: (—1,—1,2) e ponto maximo: (1,1,2)

) Ponto maximo: (%,%,e1/4).

d)Ponto minimo: (—1,—1,—2) e ponto maximo: (1,1,2)

e)Pontos maximos: (1,1, 1),(-1,— 1,1),(1,-1,-1 e (-1,1,—-1)
Pontos minimos: (—1,—1,-1),(-1,1,1),(1,-1,1) e (1,1,—1)

f) Pontos maximos: (—3,-3,3),(-3,3,-3),(3,-3,-3) e (3,3,3)
Pontos minimos: (—3,-3,-3),(-3,3,3),(3,-3,3)e (3,3,—-3)

2)(2,2,8)

3) Ponto mais préximo:(v2,0,2vZ) e mais distante: (—vZ,0,— 2v2)
4) A cargo do leitor

5) A cargo do leitor

GABARITO DOS EXERCICIOS DE APLICAGCAO 23.8

1) ¢ =0,6N+12P

3)a) y = 2340,85mm? b) (0,82;38,47)

4)

a) Superficie plana

b) 4.631.923 carros vendidos

¢) Diregdo em que a fungdo z possui taxa de variacdo maxima.

5) 1m
6) a) Nao.

b) N&o existem pontos de maximo, pois o ponto onde as derivadas parciais sdo nulas € um
ponto de sela.

7)

a) Y = 15.700,6 kg ha™?

b) L=671,8m e N = 198,48 kg ha™"
c) 28.631,67 kg ha™?
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MATEMATICA APLICADA AS CIENCIAS AGRARIAS - CONTEXTUALIZACAO - MODELAGEM - TECNOLOGIA

d)

30000

A = (671.8,198.48, 28631.67)

8)

aQ)N=726ghale P=671gha™?
b) ¥ =29554

<)

60

40

A = (72.6.67.1,29.55)

9a)x=4ey=11
b)

GABARITO DOS EXERCICIOS 24.

)
23 b) 3 )

[N K
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3 € o=
el hye—1 )} F_;-'-l
#; & i)y 1

) -2
2)
a)2e—2 c) —
b) e* 422
)e 4y 222
15
3)

11 92
a)—uwv c) —u.v €) Zu.v

220 32 5 f) 72u.v
b) =w.v l(—_z )

3 d) 5N +1)uw

4) Ha partes do soélido abaixo e acima do plano xy nas limitagbes da regido R do retangulo.

5)
f f Y dedy = —=
(x + y)3 rey =73
f j Ltk N
" <x+y)3 T
~ x=y . i . ~
A fungdo rE—— é descontinua na regido de integragdo.
GABARITO DOS EXERCICIOS 24.2
1)
1 2 e—1
a) 25 d)%(4—n) 9
b) 1 in2 h)y 1
60 e) 5 e
c) 16 o254 i) =
4
2)
3 c) 0
a) 4
d) —
b) — 35
3)
8 1
a) 3w c) s uv
128 8
by — u.v d)y-u.v
15 3
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- 5 6u.v 1
4) s uv 6)Z uv
GABARITO DOS EXERCICIOS 24.3
1
7 i3 i3
a) o c) e €) % (1 = cos25)
b) 0 d) m(e® — 1) f) L
2
2)
as a2
) 15 b) 6
3)
%Tn 2send
a) fﬂ 5 r*(cos8 + senB)dr d6 (nio pratico)
4 “send
bra 1 T 2
f f [r2(cos@ + senB) + r |drd0 = 3 + 3 < Resposta
o Jo
% sen@
b)] f r?2cos@drd@ (nio pratico)
o Jo
s 1
2 [2 1
f f r?cos8drdr d8 = — < Resposta
ZJo 12
o q2senf
C)f f rcos8drd@ = 0 < Resposta
o Jo
2 il r’cos@
f f drdf@ (ndo pratico)
0o Jo /12c0s28 + (1 +rsenB)?
w/2 rsenf+cosf@+vVsen26
d)f f r’sen@dr d@ (ndo pratico)
0 senf+cos@—Vsen2f
21 1
f f (1+rsen@)rdrdd =n < Resposta
o Jo
4)
a) Bl d) % (senl — cos1) h) 0
8 . ) 18
27T = .
b) =~ e) 7 n2 i) 2m
f) 7
Q) Esen‘9 h P

g)o




87 (2—V2 _32
n(—‘/_)u.v 7)2n wu. v

5) 9

s 8) fzanZr drd@ = 2nu.a
6) 8 u. v o “Jo N '
9) 24w u. v 11) @u.v

-2
10) Mu. v

GABARITO DOS EXERCICIOS 24.4
1
T

a)gu_a d) - (1717 - 5V5)ua
b) nV3u.a Cl 10l 8

) %(17\/5 ~Duwa

2)a)z wa b)9n(4—VIZ)ua
3)A cargo do leitor

A4 Letra c.
GABARITO DOS EXERCICIOS 24.5
1)
1
a) = c) 34-
d) =
b) 0 P
2)
£ -2
a) 1% c) =
by =2 d) 1
3
3)
y i o X T ¥1% T
a)f f f (x2)dzdydx c)f f f sen(x +vy + z)dydxdz
(4] z z (4] z x
4 2 X In2 2 2
b f f f o — Delscdicds &) f f J’ e?dydxdsz
0 Jz/2Yz—x 0 ez Jo
2e—5 -4
4)a) = b) —
3
1
5)2w 6)0 7L v
18
GABARITO DOS EXERCICIOS 24.6
1)
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= 1627
2 c)—
56
= 25, 425
b)— 15 D=
2) 2 30
15
2 128vZ—160 8m(2—2)
@ af  pTEE D 75
6)
2n a: T
a)f f f (r)dzdrdo
0 o Jr?
w2 2w Si:;fp
b) f f pisenpdpdBdp
z/a Yo Jo
T
C)V=gu.v

‘ GABARITO DOS EXERCICIOS DE APLICACAO 24.7

1) 25t m23 de agua

2) Letra e.
3)
2w v —3nr.e 2" +
f f e~2% x .dxdf = —1° T
0 0 yo 2
2 2 2
Yoo+ X4 2 1 eV =3000m cm?®

152 152 102
10

5)—=°C
3

GABARITO DOS EXERCICIOS 25.1

1) No conjunto Z, falha a propriedade MU4 e no conjunto I, falham as propriedade AD3 e MU3.

2)

a) Nao ¢) Nao

b) Ndo d) Sim

3) Sim. 6) Sim.

4) Nao. 7) A cargo do leitor.

5) Nao. 8) A cargo do leitor.
GABARITO DOS EXERCICIOS 25.2

1

a) Sim b) Ndo c) Nao
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d) Sim e) Sim f) Sim

2)
a) Sim c) Nao
b) Nao d) Sim

3) N&o. E preciso verificar ainda se operacdes de soma e multiplicagdo por escalar pertencem
ao conjunto candidato a subespago vetorial.

4) Sim.

5)

a) Sim b) Sim c) Sim

6)
a)F c) F
b) V d) F

7)
a) u=4u; —7u, c) u=—4u, +7u, —Suy
b) u = 6u; +2u,F d) N3o existe.

8) letrae.

9) letrac.

10) §={(x,y) € R*| y = —3x}. Interpretacdo geométrica: trata-se de uma reta que passa pela
origem.

11) S ={(x,y,2) € R} | — x + y + 2z = 0}. Interpretagdo geométrica: trata-se de um plano que
passa pela origem do sistema tridimensional.

12) §= {(1! 1! 0)! (O! _2! 1)}

13) Sim

14) Sim

15) Porque o valor determinante dos coeficientes do sistema linear é nulo, ou basta ver que
w =4u — 2v.

GABARITO DOS EXERCICIOS 25.3

1)
a) L.I e) LI i) LI
b) L.D f) LD j) L.D
c) L.D g) LI k) L.I
d) L.I h) L.D
2) 5 = (1,108 1S,
3)
a)F d) v g)F
b) V e)Vv h) v
Vv f) F

GABARITO DOS EXERCICIOS 25.4
1)
a) Sim e) Sim i) Nao
b) Nao f) Nao j) N&o
c) Nao g) Nao k) Sim
d) Nao h) Ndo 1) Nao
2)Nao
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3)Uma base das matrizes 2x2 deve ter exatamente 4 matrizes. Como sao 5 matrizes, o teorema
25.7.1, nos garante que sao linearmente dependentes, e assim, nao formam uma base das matrizes
2X2.

4)Nao.

5)Sim.

6)

a)s={(1,1)}= Pim = 1.

b)s = {(0,0)} = Dim = 0.

Q)s={(-2,-2,1)}=Dim =1L

d)s ={(1,0,1,0),(0,—1,0,1} = Dim = 2.

e)s = ((—-5.5,1,0).G5. — 5,0,1)} > Dim = 2.

7)

a)s = ((1,2)}

b)s = ((2.1,3)}

) s =((1,3,0))

d)s = (L5, 0),(0,— 2,1)}

e)s ={(1,0, 0)0,(0,1,0)}
f)s={(1,1,1,1)}

g)S =1{(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)}

8)

a)F e)Vv i) v
b) F f) F i) F
DAY g) Vv

d)F h) F

9) A cargo do leitor.

GABARITO DOS EXERCICIOS 25.5

1)

a) [uly = (—1,2) b) [l = (25 0) [ule = (—x,% +)
2)

a) [, = (0,1,0)

b) [l = (5,4,—4)

—x+4y+z Xx—2y+z
) [u]a:( 4)/ ' Y 2)’ )

3)
a) Ul = (L,-10,20,-13)  b)[ula= (3.3  ©) Ul =(11,-1)

M[ul, =(0,1,3,2)

5)A cargo do leitor.

6)
.- o) o= (7
p)rg=1[7 7 &) ulg = (1, 1)
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7)
a) [ul,=(3,2) e) [T]ﬁ ~[-1 ©
ST -

8)
g _[1/3 1/3
8FE="0m 1)

b) Demonstracdo a cargo do leitor.

9 B = (-13D.(1L3)}

9)

4 1 —2/3  7/3  2/3

2) [l = 2.0, g [ ]
'3 ) [Tl =] 1 —2 0

2 = 2 ] “ 2/3 —1/3 1/3

I~ 2 2 d) [ulg = (—4,-3,5)

10) 54 - 175 — 5w
11)

0 0o -1
a) [T]% =|1/2 172 1/2]
1 0 1

1 —3. .1 Ly —d —5
b) f={G1=5)0G.05.(5 25
12) Letrad.
13)Letra e

GABARITO DOS EXERCICIOS 25.6

1)
a) Sim e) Nao i) Nao
b) Sim f) N&o i) Sim
) Nao g) Sim k) N3o
d) Nao h) Sim ) Sim
2)
a) 3u+ Sv
b) 3u — 10v

3) A cargo do leitor.

4)

a)T(x) =

b)T(x,y) = x—Zy

C)T(x,y) = (x + y,x—3y)
d)T(x,yy = (x,x — y,x+2y)
e)T(x,y,z) = (3x+3y—z Sx —2y+ z)
) T(x,y,z) = (x,y+2,2)

5)

a)Nuc(T) = {0} = Dim = 0,Im(T) = (52} = Dim =1 = bijetiva.
b)Nuc(T) = {(%, D}=>Dim = 1,Im(T) = {%} = Dim =1 = sobrejetiva.
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c) Nuc(T) ={(0,0)} = Dim = 0,Im(T) {(1,1),(1,—-3)} = Dim =2 = bijetiva.
d)Nuc(T) ={(0,0)}= Dim = 0,Im(T) {(1,1,1),(1,—-1,2)} = Dim =2 = injetiva.
e)Nuc(T) ={(1,—-8,—-21)}=Dim =1,Im(T) = {(1,5),3,—2)}=>Dim =2 =

sobrejetiva.

f) Nuc(T) ={(0,0,0)} = Dim = 0,Im(T) = {(1,0,0),(0,1,0),(0,1,1)} = Dim =3 =

bijetiva.

6)
a) Nuc(T) = ((0,0)} = E o ponto (0,0) de R?.
Im(T) = {(1,5), (2, —1)} = E o préprio R2.
b)Nuc(T) = {(1,—1)} = E uma reta que passa pela origem em RZ2,
Im(T) = {(1,4)} = E uma reta que passa pela origem em RZ.
c) Nuc(T) = {(0,0,0)} = E o ponto (0,0,0) de R3.
Im(T) = {(1,2,—3),(—2,1,2),(—1,2,—1)} = E o préprio R3.
d)Nuc(T) = {(0,0,0)} = E o ponto (0,0,0) de R3.
Im(T) = {(1,1,—1),(0,1,2),(0,0,—1)} = E o préprio R3.

7)Ocorre isomorfismo em a), c) e d).

8) T(x,¥y) = (—5x+y,—10x+ 2y)
Q)T (x,y,2z) = (—6x + 3y —2z,—2x +y—%z)
10)T(x,y,z) = (3x—v,2x+ 2y + z,x + 5y + 42). Sim, é um automorfisma.

11)A cargo do leitor.
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12)
a) V f) F K) F
b) vV g) v v
c) F h) F m) V
d) F i) Vv n v
e Vv v
13)A cargo do leitor.
14)Letra b.
15)Letra b.
16)Letra e.
GABARITO DOS EXERCICIOS 25.7
D[Tlg=01 -1 —4]
3 +9 7x+ —4x+27y 28x—9

2) Ty = 5220 e T Hay) = Cgg2 g

2 1
3) [T13 = [ 1 02

-1 1
DT (x,y,2z) = (—x+y,x+y+2)

1 L
S)Tig=0 o ]

%76 3
o= 1 1
Z)T(x,¥) = (—8x+ 3y,—5 x+ 3y, —3x+ 2y)

5 g _[2/7 3/14 x+3y 2x y
erls =[5, 3 wi=[2), Zi]erren = GREED

2 2 4 17/24 3/8 1/12
9)[T13 [6 4 6|, [T = [—5/8 ~1/8 —1/4 | e Ty, = G, 22 %

2 -1 -7 7/24 1/8 —1/12




10)f = {(2.1). (L 3)}

11)a = {(2,0,1), (-1, -1,— 3),{1,0,0)}
12)4x 2

13) Letra b.

14)Letra b.

15)Letra b.

16)Letra a.

GABARITO DOS EXERCICIOS 25.8

1)

a)A = 1 (multiplicidade 2) e i = (1,—2)

b)A=2 = (1L,0)ed=1>(-21)

c) Nio existe.

d)A=0=(-1,1L,10,1=vV3 2 (V34+2V3+1L,1) e A=—V3 = (—V3+2,-V3+1,1)
e)A=1(nuit.2) = (0,2,1)e 1=—2 = (0,—1,1)

f) =1 Gnuit.2) = (0,0,0,1)

g)A=1(Gmuit.2) = (1,0,0,01,1=2 = (=4,3,—3, 1) ed=—-1 =(—1,0,0,1),

2)

-1 0
a)P_[1 1 b)P=|-1 1 2

2 11

1 00]

3)A cargo do leitor

4)0s autovalores sao: A =1 e A =2 (mult.2).P = [ 0o 1 1 ] e matriz diagonalizada ¢é

2 0 0

[0 2 0].
0 0 1

5) T(xy) = (5x.3y)

6) T(x,y,z) = (—x+2y+6z,w,x—2y+ 4z)

7)A cargo do leitor

8)A cargo do leitor

20_[1 O
9) %=y ]
10) Letra b.
11) Letra c.
12) Letra c.
13) Letra d.

GABARITO DOS EXERCICIOS 25.9

1)A cargo do leitor
2)A cargo do leitor
3)A cargo do leitor
52 2
+—=—=1.
25

4)Uma elipse de equagac: =g
2

5)
a)-3 b)11 c)1l

559 |



6)

a)-2 c)3 e)-54
b)-6 d)vZ

7)-214

8) a)8 b)-7

9)A cargo do leitor
10)A cargo do leitor

11) . -
2v5 o =

a)arcos (? c) 5 rad f) i rad
21 T

b)g Faid d)—- rad g)7 rad

Z rad
e)3 ra

12)Itens b), c) e g).

13)St = {b e R| (a,b) = (2b,b)}.

14) S+ = {c e R| (a,b,¢) = (—¢,—c,c)}
15) Letra d.

16) Letra c.

17) Letra e.

GABARITO DOS EXERCICIOS DE APLICAGAO 25.10

1)Letra e.

2) O ponto viavel € (2,1)e ¢(2,1) = 7.

3)0 ponto viavel é (1,—1)e ¢(1,—1) = —1.

4)¢ tem valor maximo no ponto C e § tem valor minimo no ponto B.

5)

a) Eo percentual minimo entre as misturas.

b) Como o vetor gradiente de (z — 15)x + (z — 20)y = 0 precisa ter componentes positivos, uma
vezque x > 0 ey >0, entdo: z > 15 ou z > 20, prevalecendo: z > 20.

6)Aproximadamente R$ 1,25.

7)30ha de milho e 26 ha de mandioca. Lucro maximo de R$ 562.000,00.

8)30ha de arroz e 20ha de feijao.

9)Aproximadamente 690g de grao e 130g de farelo de soja.

10)24 caixas de manga e 20 caixa de magas.

11)

a) Aproximadamente 62kg de adubo quimico e 150kg de esterco bovino, com um custo de R$
460,00.

b) O adubo quimico, pois apresenta custo minimo de R$ 625,00, enquanto o esterco bovino
apresenta custo de R$ 889,00.

c) De acordo com as informagbes de a) e b), devemos misturar os dois tipos de adubos.
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